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Die  Elemente  der  Quaternionen  von  William  Rowan 
Hamilton,  die  ich  in  deutscher  Uebersetzung  hiermit  dem 
Publicum  vorlege,  sind  dazu  bestimmt,  eine  neue  Rechenart 
einzuführen,  die  mehr  in  einfache  Zeichen  zu  fassen  gestattet, 
als  es  die  üblichen  mathematischen  Methoden  erlauben.  Damit 
begründet  sie  aber,  wie  ich  glaube,  einen  wesentlichen  Fort- 
schritt und  gewährt  eine  willkommene  Handhabe  besonders  für 
diejenigen,  welche  die  Mathematik  nur  als  Hülfswisscnschaft  be- 
nutzen, also  wohl  überhaupt  für  den  grösseren  Theil  derjenigen, 
die  sich  mit  ihr  beschäftigen.  Der  Nutzen  der  Mathematik 
für  Anwendungen  besteht  wesentlich  darin,  dass  sie  uns  eine 
einfache  Zeichensprache  bietet,  durch  die  wir  Beziehungen 
zwischen  Grössen  ausdrücken  können  und  dass  sie  uns  lehrt,  in 
vielen  Fällen  fast  auf  mechanische  Weise  aus  einer  erkannten 
Beziehung  neue  abzuleiten,  ohne  dass  wir  nöthig  hätten,  müh- 
same logische  Ueberlegungen  anzustellen,  wie  wir  sie  ohne 
diese  Zeichensprache  gebrauchen  müssten.  Weil  sie  das  leistet, 
aber  auch  nur  so  lange,  ist  sie  eine  wesentliche  Erleichterung 
für  diejenigen,  welche  sie  anwenden  wollen.  AVenn  indessen  die 
Rechenoperationen,  die  man  in  einzelnen  Fragen  anwenden 
muss,  um  aus  gegebenen  Beziehungen  neue  abzuleiten,  so 
mühsam  oder  schwierig  werden,  dass  nur  ein  unverhältniss- 
mässiger  Aufwand  von  Arbeit  sie  bewältigen,  oder  wenn  man 
nur  bei  langem  Nachdenken  und  grossem  Scharfsinn  einfache 
Lösungen  finden  kann,  dann  hört  sie,  wenigstens  für  Anwen- 
dungen, auf  von  Nutzen  zu  sein  und  es  kann  fraglich  werden, 
ob  man  nicht  ohne  ihre  Anwendung  besser  zum  Ziele  kommt. 
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Diese  Gesichtspunkte  waren  es  denn  auch,  die  mich  zur 
Beschäftigung  mit  den  Quaternionen  veranlassten.  Fragen  über 
elastische  Deformationen  fester  Körper,  über  die  Vertheilung 
der  Electricität  auf  verschiedenen  Leitern  und  viele  andere  sind 
im  Kähmen  der  üblichen  Methoden  so  schwer  lösbar,  und  an 
ihrer  Lösung  ist  doch  der  Physiker  zugleich  so  interessirt,  dass 
jede  neue  Methode,  die  bessere  Aussicht  zu  Lösungen  bietet, 
aufs  eifrigste  benutzt  werden  muss.  Und  solche  Aussicht  scheinen 
die  Quaternionen  zu  bieten.  Die  Zeichen  derselben  unterschei- 
den sich  von  den  gebräuchlichen  mathematischen  dadurch,  dass 
sie  nicht  nur  Grössenverhältnisse  angeben,  sondern  auch  Eigen- 
schaften in  Beziehung  auf  Lage  und  Bewegung;  das  Zeichen 
eines  Vectors  bedeutet  eine  geradlinige  Fortbewegung 
von  bestimmter  Grösse  und  Richtung,  das  Zeichen  -+-  zwischen 
zwei  Vectoren  bedeutet,  dass  man  zur  Fortbewegung  des  ersten 
die  Fortbewegung  hinzuthun  soll,  die  der  zweite  darstellt; 
der  Quotient  zweier  Vectoren  enthält  den  Begriff  einer 
Drehung  von  bestimmter  Grösse,  in  bestimmtem  Sinne,  um 
eine  bestimmte  Achse;  so  erlauben  die  Zeichen  dieser  neuen 
Rechenart  eine  leichte  mechanische  Deutung,  ein  so  wichtiges 
Moment  für  die  naturwissenschaftliche  Anwendung,  und  um- 
gekehrt lassen  sich  einfache  mechanische  Vorgänge  auch  in 
einfache  Zeichen  fassen. 

Wenn  ich  hier  die  mechanische  Bedeutung  betont  habe, 
einen  Gesichtspunkt,  der  in  dem  vorliegenden  Buche  besonders 
hervorgehoben  ist,  so  haben  die  Quaternionen  auch  eine  ebenso 
einfache  geometrische  Verwendbarkeit  Der  geradlinigen  Be- 
wegung entspricht  geometrisch  die  gerade  Linie,  der  Drehung 
der  Winkel,  und  diese  einfache  Fassung  der  Elementarbegriffe 
der  Geometrie  liefert  denn  auch  ebenso  einfache  Formeln  für 
höhere  geometrische  Gebilde.  Oder  ist  es  nicht  einfach,  wenn 
eine  Kugel  vom  Radius  a  sich  durch  die  Formel, 

Q*  -  -  «», 

darstellt,  eine  gerade  Linie,  die  durch  den  Endpunkt  der  Linie 
a  geht  und  der  Linie  ß  parallel  ist,  durch  die  Formel: 

q  =  u  +  xß, 

dass  wenn  q  =  tp  (j)  die  Gleichung  irgend  einer  Curve  ist,  mag 
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sie  eben  oder  gewunden  sein,  das  Differential  von  p  oder  dg 
die  Tangente  ergiebt?  Ueberhaupt  scheint  sich  mir  hier  die 
angemessenere  Behandlungsart  für  Curven  darzubieten,  denn 
sie  nöthigt  nicht  die  Curve  als  Durchschnitt  zweier  Flächen 
aufzufassen,  eine  der  Curve  an  sich  fremde  Art  der  Auffassung, 
sondern  erlaubt  sie  für  sich  zu  behandeln,  nach  den  ihr  eigen- 
tümlichen Eigenschaften. 

Und  wenn  ich  zu  den  geometrischen  Beispielen  ein  me- 
chanisches hinzufüge,  wie  einfach  ist  nicht  die  Darstellung  der 
unendlich  kleinen  Bewegung  eines  vollkommen  freien,  starren 
Körpers, 

a  e  +  Fe  a, 

aus  der  man  unmittelbar  abliest,  dass  sie  eine  Drehung  um 
die  Linie  «  als  Achse  bedeutet,  um  so  viel  Winkeleinheiten, 
als  e  Längeneinheiten  enthält  und  dass  eine  fortschreitende 
Bewegung  in  der  Richtung  der  Linie  e  stattfindet,  a  mal  so 
viel,  als  die  Länge  der  Linie  beträgt. 

Ein  fernerer  Vorzug  der  Quaternionen  ist  die  grosse 
Mannigfaltigkeit  der  Transformationen,  die  sie  ermöglichen; 
man  kann  aus  einer  gegebenen  Formel  eine  Fülle  neuer  ab- 
leiten, von  denen  fast  jede  eine  geometrische  Deutung  zu- 
lässt.  So  gewinnt  man  leicht  neue  geometrische  Beziehungen 
aus  einer  bekannten. 

Das  sind  die  Vortheile,  welche  die  Zeichensprache  der 
Quaternionen  bietet  Um  sie  in  Deutschland  einzuführen  lagen 
mir  drei  Lehrbücher  vor:  die  Elements  of  Quaterniom  von 
Hamilton  selbst,  an  Elementary  Treatise  on  Quaternionx  von 
P.  G.  Tait,  und  die  Introduction  to  Quaterniom  von  P.  Kella nd 
und  P.  G.  Tait.  Ich  habe  mich  für  das  erste  entschieden;  ein- 
mal, weil  es  das  umfassendste  ist,  und  dann,  weil  es  die  Qua- 
ternionen in  der  ihrer  eigenthümlichen  Natur  angemessensten 
Behandlung  bietet  Das  Rechnen  mit  Quaternionen  erfordert 
andere,  eigenartige  Methoden,  wenn  man  all  den  Nutzen  ziehen 
will,  den  diese  Zeichensprache  zu  gewähren  vermag  und  diese 
eigenartige  Behandlung,  in  reichster  Mannigfaltigkeit  und  nach 
den  allerverschiedensten  Richtungen  angewandt  und  erweitert 
zu  haben,  scheint  mir  der  grosse  Vorzug  des  letzten  Werkes  des 
Schöpfers  der  Quaternionen  selbst.  Und  dabei  ist  die  Sprache 
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doch  einfach,  die  Darstellungsweise  leicht  verständlich,  fast  breit; 
der  Verfasser  giebt  oft  demselben  Gedanken  unmittelbar  hinter- 
einander in  den  verschiedensten  Formen  Ausdruck,  um  nur  ja 
richtig  verstanden  zu  werden  oder  alle  Gesichtspunkte  zu  bieten. 
Es  giebt,  als  Nachfolger  eines  anderen  grösseren  Werkes  über 
denselben  Gegenstand  und  von  demselben  Verfasser,  uns  eine 
Darstellung  von  durchdachter  Klarheit,  wie  man  sie  nur  nach 
mehrmaliger  Bearbeitung  zu  gewinnen  pflegt. 

Das  Werk  besteht  aus  drei  Theilen;  der  erste  Theil  giebt 
Alles,  was  sich  auf  Vectoren  und  ihre  Zusammensetzung 
durch  Addition  und  Subtraction  bezieht  Er  führt  zunächst 
den  Begriff  eines  Vectors  ein,  giebt  dann  Anwendungen  der- 
selben auf  Punkte  und  Linien  in  einer  Ebne,  auf  den  Raum, 
die  Darstellung  von  Flächen  und  Curven  durch  Vectoren,  ihre 
Anwendung  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  und  einiges 
über  Differentiale  von  Vectoren.  Unter  den  Anwendungen 
finden  sich  viele  Sätze,  die  Möbius  in  seinem  „barycen- 
trischen  Calcül"  niedergelegt  hat,  in  die  Zeichensprache 
der  Quatemionen  übertragen.  Der  zweite  Theil  handelt  von 
den  Quotienten  von  Vectoren  und  der  dritte  von  den  Producten 
und  Potenzen  von  Vectoren  mit  zahlreichen  geometrischen  und 
physikalischen  Anwendungen. 

Ich  beabsichtige,  das  ursprünglich  in  einem  sehr  umfang- 
reichen Bande  erschienene  Werk  in  zwei  Bänden  erscheinen 
zu  lassen,  eine  Eintheilung,  die  das  Buch,  wie  ich  hoffe,  hand- 
licher machen  wird.  Der  erste  Band  enthält  die  Theorie 
der  Quatemionen  und  würde  für  sich  allein  ein  vollständiges 
Lehrbuch  des  Quaternionencalcüls  bilden  mit  zalilreichen  er- 
läuternden Beispielen;  er  umfasst  etwa  die  erste  Hälfte  des 
ursprünglichen  Werkes.  Der  zweite  Band  giebt  nur  Anwen- 
dungen, und  zwar  eine  systematische  Durcharbeitung  der 
Geometrie  mit  Hülfe  der  Quatemionenrechnung  und  einiger 
Abschnitte  aus  der  Mechanik  und  Physik. 

Um  das  Studium  des  so  viele  neue  Begriffe  und  Ausdrucks- 
weisen einführenden  Werkes  zu  erleichtern,  hat  der  Verfasser 
einige  erläuternde  Bemerkungen  hinzugefügt,  die  ich  hier,  so- 
weit sie  den  vorliegenden  ersten  Band  betreffen,  folgen  lasse. 

Sie  sind  von  Hamilton  selbst  zum  Theil  als  ausführlichere 
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Inhaltsangaben  gegeben,  als  sie  das  Inhaltsverzeichniss  selbst 
bietet,  zum  Theil  als  Hinweise,  von  welcher  Wichtigkeit  die 
einzelnen  Abschnitte  des  Werkes  für  ein  erstes  Studium  der 
Quaternionen  sind,  und  in  welcher  Reihenfolge  sie  am  besten 
gelesen  werden,  wenn  man  eine  rasche  Kenntniss  der  Haupt- 
theile  gewinnen  will.  Hamilton  fügt  diese  Erläuterungen  un- 
mittelbar dem  Inhaltsverzeichniss  ein,  so  dass  sie  als  Zusätze 
zu  demselben  an  den  einzelnen  Stellen  eingereiht  sind.  Ich 
habe  vorgezogen,  sie  im  Zusammenhang  als  Einleitung  den 
einzelnen  Banden  voran  zu  stellen;  sie  erscheinen  so  als  eine 
kurze  zusammenhängende  Darstellung  des  Inhalts,  mit  fördern- 
den Bemerkungen  für  das  erste  Studium  und  geben  dem  Leser 
einen  raschen  Ueberblick  und  nützliche  Bemerkungen  zur  Er- 
kenntniss  der  Wichtigkeit  der  einzelnen  Theile  im  Zusammen- 
hange des  Ganzen.  Ich  lasse  hier  diejenigen  folgen,  welche 
den  ersten  Band  betreffen,  mit  wenigen  Zusätzen,  wie  sie  die 
veränderte  Anordnung  nöthig  machte. 

Der  erste  Theil  des  ersten  Bandes  führt  den  Begriff  eines 
Vectors  ein,  als  einer  geraden  Linie  von  bestimmter  Rich- 
tung, und  handelt  von  den  Summen  und  Differenzen  von 
Ve ctoren.  Das  kurze  erste  Kapitel  des  ersten  Theiles  des 
ersten  Bandes  sollte  von  einem  Anfänger  mit  Sorgfalt  gelesen 
werden;  irgend  ein  Missverständniss  über  die  Bedeutung  des 
Wortes  „Vector"  wäre  verhängnissvoll  für  weitere  Fortschritte 
in  den  Quaternionen.  Das  Kapitel  enthält  auch  Erklärungen 
der  damit  in  Verbindung  stehenden,  doch  nicht  gleich  wichtigen, 
Worte  oder  Ausdrücke  „Revector",  „Provector",  „Transvector", 
„wirkliche  und  null  Vectoren",  „entgegengesetzte  und  aufein- 
anderfolgende Vectoren",  „Anfangspunkt  und  Endpunkt  eines 
Vectors",  „gleiche  und  ungleiche  Vectoren",  „Addition  und 
Subtraction  von  Vectoren",  „Vielfache  und  Brüche  von  Vec- 
toren" u.  s.  w.;  es  giebt  auch  die  Bezeichnung  B—A  für  den 
Vector  (oder  die  gerade  Linie  von  bestimmter  Richtung)  AB: 
und  eine  Herleitung  des  Resultates,  das  für  Quaternionen 
wesentlich,  aber  nicht  besonders  eigentümlich  (vergleiche  die 
zweite  Anmerkung  zu  Artikel  207)  ist,  dass  die  hier  sogenannte 
„Vector-Summe"  zweier  coinitialen  Seiten  eines  Parallelo- 
gramme8  die  dazwischenliegende  und  coinitiale  Diagonale  ist. 
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Der  Ausdruck  „Skalar"  wird  auch  eingeführt,  in  Verbindung 
mit  Coefficienten  von  Vectoren. 

Nach  Durchlesung  der  beiden  ersten  Abschnitte  des  zwei- 
ten  Kapitels  und  vielleicht  der  drei  ersten  Artikel  (31 — 33, 
Seite  25-  27)  des  folgenden  Abschnittes  findet  es  der  Leger 
bei  einer  ersten  Durchsicht  vielleicht  angemessen,  sofort  zum 
dritten  Kapitel  dieses  Theiles  überzugehen,  und  nur  die  beiden 
ersten  Artikel  (62,  63,  Seite  55 — 57)  des  ersten  Abschnittes 
dieses  Kapitels,  über  Vectoren  im  Räume,  zu  lesen,  bevor  er 
den  zweiten  Theil  (Seite  133)  beginnt,  der  von  Quaternionen 
ab  Quotienten  von  Vectoren  handelt 

Neben  anderen  Resultaten  wird  in  diesem  Kapitel  auf 
Seite  48  ein  Lehrsatz  gegeben,  der  eine  neue  geometrische 
Erzeugung  von  (ebenen  oder  sphärischen)  Curven  der  dritten 
Ordnung  darzubieten  scheint.  Auf  die  anharmonischen  Coor- 
dinaten  und  Gleichungen,  die  auf  die  Ebene  und  den  Raum  an- 
gewandt sind,  wurde  der  Verfasser  durch  einige  seiner  Vector- 
Formen  geführt;  auch  ihre  geometrische  Bedeutung  wird  an- 
gegeben. Die  geometrischen  Netze  wurden  zuerst  von  Professor 
Möbius  in  seinem  barycentrischen  Calcül  besprochen,  aber 
sie  sind  in  dem  vorliegenden  Werke  mit  einer  ganz  neuen 
Rechenart  behandelt;  und,  wenigstens  für  den  Raum,  wird  ihre 
Theorie  dabei  in  dem  Kapitel,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen 
wollen,  bedeutend  erweitert 

"Wir  haben  dem  Leser  schon  empfohlen,  die  ersten  beiden 
Artikel  des  ersten  Abschnittes  des  dritten  Kapitels  auch  bei 
einer  ersten  Durchsicht  dieses  Bandes  zu  lesen,  und  dann  zum 
zweiten  Theile  überzugehen. 

Eine  Anwendung  von  endlichen  Differenzen  findet  sich  im 
Zusammenhange  mit  einer  Frage  über  Schwerpunkte  auf  Seite 
107.  Die  anharraonische  Erzeugung  eines  durch  Bewegung 
einer  Geraden  entstandenen  Hyperboloids  (oder  Paraboloids) 
wird  benutzt,  um  anharmonische  Gleichungen  zu  erläutern;  und 
es  werden  (ausser  anderen  Beispielen)  für  gewisse  Kegel  der 
zweiten  und  dritten  Ordnung  die  Vector-Gleichungen  aufgestellt 
Li  dem  letzten  Abschnitte  wird  eine  Definition  für  Differen- 
tiale (von  Vectoren  und  Skalaren)  vorgeschlagen,  die  nachher 
auf  Differentiale  von  Quaternionen  ausgedehnt  wird,  und  die 
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unabhängig  von  Entwicklungen  von  Functionen  und  vomUn- 
endliehkleinen  ist,  aber  den  Begriff  der  Grenzen  involvirt 
Vectoren  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  werden  er- 
wähnt, und  es  wird  ein  Hinweis  auf  Hodographen  gegeben. 

Der  zweite  Theil  des  ersten  Bandes,  der  von  den 
Quotienten  von  Vectoren  handelt,  enthält  die  wichtigsten 
Begriffe  des  Rechnens  mit  Quaternionen.  Von  seinem  ersten 
Kapitel,  II,  I,  sollte  auch  bei  einem  ersten  Durchblick  wenig 
überschlagen  werden;  es  giebt  die  wesentlichsten  Grundbegriffe 
und  Bezeichnungen  der  Quaternionenrechnung,  wenigstens  so 
weit  Quotienten  von  Vectoren  in  Betracht  gezogen  werden, 
und  zahlreiche  geometrische  Erläuterungen.  Ferner  enthält 
es  einige  wenige  Betrachtungen  über  umschriebene  Kegel, 
imaginäre  Durchschnitte  und  über  Ellipsoide  im  dreizehnten 
Abschnitt,  die  der  Leser  übergehen  kann,  und  die  an  ge- 
eigneter Stelle  bezeichnet  werden  sollen.  Es  wird  zunächst 
durch  die  Betrachtung  eines  Winkels  an  einem  Pult,  oder  einer 
geneigten  Ebne  gezeigt,  dass  die  zusammengesetzte  Be- 
ziehung eines  Vectors  zu  einem  andern,  nach  Länge  und 
Richtung,  im  Allgemeinen  ein  System  von  vier  numeri- 
schen Elementen  in  sich  schliesst.  Ausser  diesem  finden  sich 
viele  andere  Beweggründe,  die  sich  von  selbst  im  Verlaufe 
des  Buches  darbieten,  und  uns  dazu  fähren,  den  Namen 
„Quaternion"  für  den  wesentlichen  Bestandtheil  unseres  Rechen- 
systems anzunehmen  wegen  seiner  fundamentalen  Verbindung 
mit  der  Zahl  „Vier". 

Im  vierten  bis  achten  Abschnitt  wird  ausser  anderem  ge- 
zeigt, dass  die  Ebne  eines  Quaternions  im  Allgemeinen  ein 
wesentlicher  Bestandtheil  seines  Begriffs  ist,  so  dass 
diplanare  Quaternionen  ungleich  sind;  ferner,  dass  das 
Quadrat  eines  jeden  rechten  Radiais  (oder  rechten 
Versors)  gleich  der  negativen  Einheit  ist,  jnrie  auch 
immer  seine  Ebne  sein  mag.  Das  Symbol  V—  1  erlaubt 
somit  eine  reelle  Deutung,  in  diesem  wie  in  verschiedenen 
anderen  Systemen;  aber  wenn  es  in  dieser  Weise  als  reell 
behandelt  wird,  so  ist  es  in  unserem  Rechensystem  zu  un- 
bestimmt, um  nützlich  sein  zu  können.  Und  deshalb  fand 
ich  es  für  angemessen,  die  alte  Bedeutung  dieses  Symbols 
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beizubehalten,  nach  der  es  die  (nicht  gedeutete)  Imaginäre 
der  Algebra  bezeichnet,  oder,  wie  wir  es  hier  nennen  können, 
die  skalar  Imaginäre,  in  Forschungen,  die  nicht-reelle 
Durchschnitte  oder  nicht-reelle  Berührungen  in  der 
Geometrie  betreffen. 

Der  neunte  Abschnitt  ist  wegen  seiner  Const'ructionen 
der  Multiplication  und  Division  von  Wichtigkeit;  er  zeigt,  dass 
das  Product  zweier  diplanaren  Versoren,  und  daher  auch 
zweier  solchen  Quaternionen,  nicht  unabhängig  von  der 
Anordnung  der  Factoren  ist 

Mit  den  im  zehnten  Abschnitt  gegebenen  Gesetzen  sollte 
sich  der  Leser  recht  vertraut  machen;  sie  sind  sämnitlieh  in 
der  Grundformel  enthalten, 

*■  =ß  _  k*  -  ijk  =  -  1.  (A) 

In  der  That  kann  ein  Quaternion  symbolisch  durch 
einen  viergliedrigen  Ausdruck  von  der  Form, 

q  =  w  +  ix  +jy  +  k  z,  (B) 

definirt  werden,  in  dem  ic,x,y,z  vier  Skalare,  oder  ge- 
wöhnliche algebraische  Grössen  sind,  während  i,j,k  drei  neue 
Symbole  sind,  die  den  Gesetzen  gehorchen,  welche  in  der 
Formel  (A)  enthalten  sind,  und  die  daher  nicht  allen  üblichen 
Regeln  der  Algebra  unterworfen  sind;  denn  wir  haben 
zum  Beispiel, 

aber 

j  i  =  —  k] 

und 

fißk*~  -  [ij  k)2. 

In  den  Abschnitten  elf  bis  vierzehn  können  die  Artikel 
213—220,  und  ihre  Nebenartikel,  bei  einem  ersten  Durchlesen 
ausgelassen  werden.  Sie  entwickeln  den  Begriff  des  Tensors 
eines  Yectors,  und  eines  Quaternions;  und  handeln  vom  Pro- 
duete,  dem  Quotienten,  der  Summe  und  der  Differenz 
zweier  Quaternionen.  Sie  geben  sodann  die  Zerlegung  eines 
Quaternions  in  einen  skalar  und  einen  vector  Theil  und 
beweisen  die  distributive  und  associative  Eigenschaft 
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der  Multiplication  von  Quaternionen.  Sie  enthalten  ferner 
auch  mehrere  wichtige  neue  geometrische  Constructionen 
des  Ellipsoids,  auf  die  der  Verfasser  durch  die  Rechnung 
mit  Quaternionen  geführt  wurde. 

Die  sechs  ersten  Abschnitte  des  zweiten  Kapitels  (II,  n,) 
können  bei  einer  ersten  Durchsicht  übergangen  werden.  Sie 
handeln  von  den  Proportionen  von  Vectoren,  entwickeln 
die  damit  in  Verbindung  stehenden  Begriffe  der  vierten, 
dritten,  mittleren  Proportionale,  der  Quadratwurzel 
und  überhaupt  der  ganzen  Potenzen  und  Wurzeln  von  Quater- 
nionen. Die  Theorie  der  Potenzen  von  Quaternionen  wird  dann 
weiter  ausgedehnt,  eine  Verallgemeinerung,  bei  der  sich  der 
neu  eingeführte  Begriff  der  Amplitude  eines  Quaternions 
als  nützlich  erweist;  und  es  werden  auch  Logarithmen  von 
Quaternionen  betrachtet.  Endliche  Gleichungen  von  alge- 
braischer Form  zwischen  complanaren  Quaternionen  werden 
dann  behandelt  und  es  wird  gezeigt,  dass  sie  n  reelle  quatemion 
Wurzeln,  und  ir — n  imaginäre  Wurzeln  haben.  Zum  Schluss 
wird  der  Begriff  des  Reciproken  eines  Vectors  ein- 
geführt, ebenso  wie  der  des  anharmonischen  Quaternions  einer 
Gruppe  von  vier  Punkten,  und  es  werden  die  Bedingungen  für 
die  Concircularität  derselben  angegeben. 

In  seinem  letzten  Abschnitt  (II,  n,  7)  mag  man  den  kurzen 
ersten  Artikel  258,  und  den  folgenden  Artikel  2.">9,  bis  zur 
Formel  VTIL  auf  Seite  378,  als  eine  Vorbereitung  auf  den 
dritten  Theil  lesen,  zu  dem  der  Leser  zunächst  übergehen 
mag.  Denn  das  dritte  Kapitel  des  zweiten  Theils,  welches  im 
Wesentlichen  die  associative  Eigenschalt  der  Multiplication  für 
diplanare  Quaternionen  nachweist,  kann  bei  einem  ersten  Stu- 
dium übergangen  werden. 

Der  dritte  Theil,  welcher  den  Sclduss  des  ersten  Bandes 
bildet,  handelt  von  den  Producten  und  Potenzen  von 
Vectoren;  er  giebt  die  differential  Rechnung  der  Qua- 
ternionen und  einige  Anwendungen  derselben.  Die  erste  Deu- 
tung des  Productes  ß.u  behandelt  es  als  gleich  mit  dem 
Quotienten,  ß\a~l\  wo  a~l  (oder  Ru)  der  vorher  definirte 
Reciproke  (II,  n,  7)  des  Vectors  u  ist,  nämlich  ein  zweiter 
Vector,  welcher  eine  inverse  Länge  und  eine  entgegengesetzte 
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Richtung  hat.  Damit  ist  somit  bewiesen,  dass  die  Multipli- 
cation  von  Vectoren  (wie  die  von  Quaternionen)  eine 
distributive,  aber  nicht  allgemein  eine  commutative 
Operation  ist.  Es  wird  gezeigt,  dass  das  Quadrat  eines 
Vectors  stets  ein  negativer  Skalar  ist,  nämlich  der  negative 
Werth  des  Quadrates  vom  Tensor  des  Vectors,  oder  von  der 
Zahl,  welche  seine  Länge  ausdrückt;  und  es  werden  einige  geo- 
metrische Anwendungen  dieses  fruchtbaren  Satzes  auf  Kugeln 
u.  s.  w.,  gegeben. 

Es  wird  dann  bewiesen,  dass  der  Index  des  rechten 
Theils  eines  Productes  zweier  coinitialen  Vectoren, 
0 A,  OB  eine  grade  Linie  ist,  senkrecht  zur  Ebne  des 
Dreiecks  OAB,  welche  durch  ihre  Länge  die  doppelte  Fläche 
jenes  Dreiecks  darstellt;  die  Drehung  um  diesen  Index,  vom 
Multiplicator  zum  Multiplicandus,  ist  positiv.  Dieser  rechte 
Theil,  oder  vector  Theil,  faß,  des  Productes  verschwin- 
det, wenn  die  Factoren  ein  und  derselben  Linie  parallel 
sind;  und  der  skalar  Theil,  Saß,  wenn  sie  rechtwinklig  sind. 

Bei  der  zweiten  Deutung,  welche  wir  in  allen  ihren 
Resultaten  in  Uebereinstimmung  mit  der  ersten  fanden,  welche 
sich  aber  besser  einer  Ausdehnung  der  Theorie  auf  Producte 
von  je  drei  Vectoren  anpasst,  wie  sie  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten erfolgt,  wird  ein  Product  zweier  Vectoren  als  das 
Product  zweier  rechten  Quaternionen  behandelt,  deren  In  die  es 
(II,  i,  5)  jene  Vectoren  sind.  Es  wird  gezeigt,  dass,  in  dem- 
selben Sinne,  die  Summe  eines  Skalars  und  eines  Vectors 
ein  Quaternion  ist 

Die  Deutung  eines  Productes  von  drei  und  mehr  Vectoren 
wird  dann  dadurch  bewirkt,  dass  man  rechte  Quaternionen  für 
Vectoren  einsetzt,  wie  in  den  früheren  Abschnitten,  ohne  die 
Anordnung  der  Factoren  zu  ändern.  Multiplication  von 
Vectoren  ist  somit,  wie  hierdurch  bewiesen  wird,  gleich  der 
von  Quaternionen,  eine  associative  Operation.  Ein  Vector 
wird  dann,  allgemein,  auf  die  dreigliedrige  Grundform  gebracht, 

g  =  ix  +jtj  -r  kz;  (C) 
in  ihr  sind  i,j,  k  die  besonderen  Symbole,  welche  wir  schon 
in  Betracht  gezogen  haben  (II,  i,  10),  die  wir  aber  jetzt  so 
ansehn,   als  ob  sie  drei   rechtwinklige  Einheitsvectoren  be- 
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zeichnen,  während  die  drei  Skalare  x,  y,  z  einfacli  rechtwink- 
lige Coordinaten  sind;  aus  der  bekannten  Theorie  dieser  letz- 
teren werden  dann  Erläuterungen  der  vorigen  Ergebnisse  her- 
geleitet. Es  findet  sich  dann,  dass  der  Skala r  des  Pro- 
duetes  dreier  coinitialen  Yectoren,  OA,  OB,  OC,  mit 
einem  Vorzeichen  genommen,  welches  von  der  .Richtung 
einer  Drehung  abhängt,  das  Volumen  des  Parallel- 
epipeds  darstellt,  welches  von  diesen  drei  Linien  gebildet 
wird;  so  dass  es  verschwindet,  wenn  sie  complanar  sind.  Es 
werden  auch  Constructionen  für  Producte  aufeinanderfolgender 
Seiten  von  Dreiecken,  und  von  anderen  geschlossenen  Viel- 
ecken angegeben,  welche  Kreisen,  oder  Kugeln,  eingeschrieben 
sind;  so  ist,  zum  Beispiel,  eine  charakteristische  Eigenschaft 
des  Kreises  in  dem  Satze  enthalten,  dass  das  Product  der 
vier  aufeinanderfolgenden  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vier- 
sei ts  ein  Skalar  ist:  und  eine  gleich  charakteristische  (wenn 
auch  weniger  leicht  ersichtliche)  Eigenschaft  der  Kugel  ist  in 
dem  anderen  Satze  gegeben,  dass  das  Product  der  fünf  auf- 
einanderfolgenden Seiten  eines  eingeschriebnen  windschiefen 
Fünfecks  gleich  einem  tangentialen  Vector  ist,  welcher  von 
dem  Punkte  aus  gezogen  wird,  in  welchem  das  Fünfeck  beginnt 
(oder  endet).  Es  werden  dann  einige  allgemeine  Transfor- 
mationsformeln für  vector  Ausdrücke  gegeben,  mit  welchen 
sich  der  Leser  selbst  recht  vertraut  machen  sollte,  da  sie  beim 
praktischen  Gebrauch  unserer  Rechenart  häufig  vorkommen; 
besonders  die  vier  Formeln  (Seite  437,  438): 


in  denen  u,  ß,  y,  g  irgend  welche  vier  Vectoren  sind,  während 
S  und  V  Operationszeichen  sind,  die  skalar  und  vector  Theile 
eines  Quaternions  gesondert  zu  nehmen.  Ueberhaupt  muss 
dieser  Abschnitt  (III,  i,  6)  als  sehr  wichtig  angesehen  werden, 
in  Betreff  der  gegenwärtigen  Auseinandersetzung;  und  wenn 
man  ihn  mit  Sorgfalt  gelesen  hat,  nach  einem  Durchblick  der 
Theile,  welche  vorher  angedeutet  wurden,  so  wird  man  keine 


KyFßa^aSßy-ßSya; 

Vyßu  =  aSßy-ßSya  +  ySaß\ 
gSaßy  =  aSßyg+ßSyag  +  ySaßg; 
gSußy=FßySteg+ryaSßg  +  VaßSyg; 


(D) 
(E) 
(F) 

(G) 


XIV 


Vorwort  de»  Uebersetzers. 


Schwierigkeit  mehr  finden,  zu  irgend  welchen  folgenden  An- 
wendungen der  Quaternionen  Überzugelm,  weder  in  dem  gegen- 
wärtigen, noch  in  irgend  einem  anderen  Werke. 

Der  siebente,  achte  und  neunte  Abschnitt  können,  bei 
einem  ersten  Durchlesen,  Ubergangen  werden.  Sie  enthalten 
indessen  Sätze,  welche  die  Zusammensetzung  aufeinanderfolgen- 
der Drehungen  (Seite  468,409,470;  siehe  auch  Seite  479)  be- 
treffen; ferner  Ausdrücke  für  die  Hälfte  der  Fläche  eines  sphä- 
rischen Polygons,  oder  für  die  halbe  Öffnung  einer  beliebigen 
Pyramide,  als  Winkel  eines  quaternion  Productes,  und  eine 
Erweiterung  derselben,  durch  Grenzbetrachtungen,  auf  die  halbe 
Fläche  einer  sphärischen  Figur,  welche  durch  eine  geschlossne 
Curve  begrenzt  wird,  oder  auf  die  Hälfte  der  Oeffnung  eines 
beliebigen  Kegels  (Seite  479,  480;;  ferner  wird  dann  eine  Con- 
struction  (Seite  510—513)  gegeben  für  eine  Reihe  sphärischer 
Parallelogramme,  welche  nach  einer  theilweisen  Analogie  mit 
Parallelogrammen  in  einer  Ebne  so  genannt  werden;  es  folgt 
ein  Satz  (Seite  514),  welcher  ein  gewisses  System  solcher 
(sphärischen)  Parallelogramme  mit  den  Brennpunkten  eines 
sphärischen  Kegelschnitts  in  Zusammenhang  setzt,  der  einem 
gewissen  Vierseit  eingeschrieben  ist;  und  der  Begriff  (Seite 
501,  516)  einer  vierten  Einheit  im  Räume  («,  oder  +  1),  welche 
mehr  skalar  als  vector  Charakter  hat;  sie  gestattet  nur  einen 
Wechsel  des  Vorzeichens,  das  sich  mit  der  Reihenfolge  der 
Drehung  umkehrt,  wenn  sie  sich  auch  in  dieser  Theorie  als 
die  vierte  Proportionale  [ij~lk)  zu  drei  rechtwinkligen  Ein- 
heitsvectoren  darstellt. 

Man  thut  wohl  daran,  den  zehnten  Abschnitt  (HI,  i,  10.) 
besonders  wegen  der  exponential  Beziehungen  durch- 
zulesen, welche  er  zwischen  Quaternionen  und  der  sphärischen 
Trigonometrie,  oder  besser  Polygonometrie  aufstellt,  und  zwar 
durch  eine  Art  Ausdehnung  des  Moivre'schen  Satzes,  von  der 
Ebne  auf  den  Raum,  oder  auf  die  Kugel.  Zum  Beispiel,  auf 
Seite  548  wird  eine  Gleichung  von  sechs  Gliedern  gegeben, 
welche  für  jedes  sphärische  Fünfeck  statt  hat,  und  auf  diesem 
Wege  aus  einer  erweiterten  exponential  Formel  abgeleitet 
wird.  Die  Rechnungen  in  den  Nebenartikeln  zu  Artikel  312 
tSeite  539—544)  können  indessen  übergangen  werden;  und 
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vielleicht  auch  Artikel  315,  und  seine  Nibenartikel  (Seite  552, 
553).  Dagegen  sollte  man  Artikel  314,  und  seine  Nebenartikel, 
Seite  549—552,  wegen  der  exponential  Formen  durch- 
lesen, welche  sie  für  den  Kreis,  die  Ellipse,  die  logarith- 
mischen Spiralen  (die  kreisförmige,  und  die  elliptische), 
für  die  Schraubenlinie  und  Schraubenfläche  enthalten. 

In  dem  dann  Folgenden  wird  es  hinreichend  sein,  den 
Artikel  316  durchzulesen,  und  seine  ersten  elf  Nebenartikel, 
Seite  554 — 557.  In  diesem  Abschnitt  ist  der  angenommene 
Logarithmus  lq,  eines  Quaternions  q,  die  einfachste  Wur- 
zel, q%  der  transcendenten  Gleichung, 

o  *       Q  3 

1  +  q  +  \  +  tuT  +  u' 9" w*  =  ?; 
und  als  Ausdruck  für  ihn  findet  sich, 

lq  =  lTq+  Lq.UVq,  (H) 

in  welchem  T  und  U  die  Bezeichnungen  für  den  Tensor  und 
Versor  sind,  während  Z_  q  der  Winkel  von  q  ist,  von  dem  an- 
genommen wird,  dass  er,  wie  üblich,  zwischen  0  und  n  hege. 
Solche  Logarithmen  erweisen  sich  oft  als  nützlich  bei  der 
Berechnung,  obwohl  sie  nicht  allgemein  die  elementare  Eigen- 
schaft besitzen,  dass  die  Summe  der  Logarithmen  zweier  Qua- 
ternionen  gleich  dem  Logarithmus  ihres  Productes  ist:  dieses 
scheinbare  Paradoxon,  oder  wenigstens  diese  Abweichung  von 
den  gewöhnlichen  algebraischen  Regeln  entsteht  notwendiger- 
weise aus  der  entsprechenden  Eigenschaft  der  quaternion  Mul- 
tiplication,  von  der  wir  schon  gesehn  haben,  dass  sie  nicht 
allgemein  eine  commutative  Operation  ist  {q'q"  nicht  =  q"q\ 
wenn  nicht  q*  und  q"  complanar  sind).  Und  hier  könnte  vielleicht 
der  Leser  ein  erstes  Studium  dieses  Buchs  abschliessen.*) 

*)  Wenn  er  es  vorziehn  sollte,  zur  differential  Rechnung 
der  Quatcrnionen  im  nächsten  Kapitel  (III,  n,)  überzugehn,  und  zu 
den  geometrischen  und  andern  Anwendungen  im  dritten  Kapitel 
(111,  ik.i  dieses  Theils,  so  möchte  es  wühl  von  Nutzen  sein,  an  dieser 
Stelle  den  letzten  Abschnitt  (I,  in,  7)  des  ersten  Theils  von  neuem  durch- 
zulesen, welcher  von  den  Differentialen  von  Vectoren  handelt  (Seito 
124—132);  und  vielleicht  die  vorher  übersprungnen  Theile  des  Ab- 
schnitts II,  i,  13,  nämlich  die  Artikel  213—220,  und  ihre  Nebenartikel 
(Seite  279— 309), .  welche  sich,  ausser  auf  andere  Dinge,  auf  eine  Con- 
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Wir  haben  schon  gesagt,  dass  das  zweite  Kapitel  bei 
einem  ersten  Studium  dieses  Werkes  fortgelassen  werden  kann. 
Es  handelt  von  den  Differentialen  und  von  der  Entwicklung 
der  Functionen  von  Quaternionen.  Zuerst  wird  eine 
Definition  für  gleichzeitige  Differentiale  gegeben,  welche  durch 
Beispiele  aus  der  Algebra  und  der  Geometrie  erläutert  wird. 
Bei  unserer  Auffassung  wird  hier  angenommen  (vergl.  I,  m,  7) 
dass  Differentiale  nicht  nothwendigerweise,  noch  selbst 
allgemein,  klein  sind.  Aber  es  wird  an  einer  späteren  Stelle 
gezeigt  (Art  401),  dass  die  Grundannahmen  dieses  Kalküls  uns 
erlauben,  wenn  immer  irgend  ein  Vortheil  dadurch  gewonnen 
wird,  Differentiale  als  unendlich  klein  zu  behandeln;  und  so, 
wenigstens  in  vielen  Anwendungen,  die  Rechnung  abzukürzen. 

Partielle  Differentiale  und  Ableitungen  werden  dann  ein- 
geführt; und  Differentiale  der  Functionen  von  Functionen. 

Eine  der  wichtigsten  Regeln  der  differential  Rechnung  der 
Quaternionen  ist  es,  die  Factoren  eines  quaternion  Products, 
in  situ  zu  differenziren;  so  ist,  nach  Seite  587, 

~.  .        d.qq'=dq.q'+q.dq\  (I) 

Die  Formel, 

d.q~1=  —q-i.dq.q-1,  (J) 

welche  auf  Seite  578  für  das  Differential  des  Reciproken  eines 
Quaternions  (oder  Vectors)  gegeben  wird,  ist  auch  oft  nützlich; 
und  ebenso  sind  es  die  Gleichungen  (Seite  601), 

AT q  =  sd^  dTj  =  Fdj  K) 

lq  q  '  Lq  q   '  v 

und  (Seite  598), 

d.u*=  £a<  (L) 

7  ist  irgend  ein  Quaternion,  und  u  irgend  ein  constanter  Ein- 
heitsvector,  während  t  ein  variabler  Skalar  ist. 


struction  des  Ellipsoids  beziehn,  wie  sie  durch  unsere  Rechnungsart 
an  die  Hand  gegeben  wird.  Doch  der  Verfasser  will  jetzt  davon  abschen, 
irgend  welche  weiteren  Anwendungen  von  dieser  Art  zu  machen,  nach- 
dem er  vorher  angedeutet  hat,  was  ihm  ein  Minimum  für  das  Studium 
der  quaternion  Rechnung  zu  sein  scheint;  es  umfasst  eher  weniger,  als 
300  Seiten  (oder  Theile  von  Seiten)  dieses  Bandes,  was  der  Bequemlich- 
keit wegen  für  den  Leser  hier  am  Ende  des  Kapitels  recapitulirt  wird. 
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Es  ist  von  Wichtigkeit,  daran  zu  erinnern  (vergL  HI,  i,  11), 
dass  wir  in  Quaternioneu  nicht  die  gebräuchliche  Gleic  hung  haben, 

wenn  nicht  q  und  tlq  complanar  sind;  und  dass  wir  daher 
nicht  allgemein  haben, 

wenn  q  ein  variabler  Vector  ist;  wenn  wir  auch,  in  dieser 
Rechenart,  die  kaum  weniger  einfache  Gleichung  haben,  welche 
in  Fragen  von  Nutzen  ist,  die  sich  auf  die  Bewegung  der  Ge- 
stirne beziehen, 

*±  =  it,  (M) 

wenn  a  irgend  ein  constanter  Vector  ist,  und  wenn  die  Ebne 
von  a  und  q  gegeben  (oder  constant)  ist 

Der  fünfte  Abschnitt  handelt  von  den  mehrfachen 
Differentialen  und  von  den  Entwickelungen  der  Functionen 
von  Quaternionen.  In  diesem  Abschnitt  werden  Sätze  aufge- 
stellt (Seite  018 — 624),  welche  quaternion  Functionen  betreffen, 
die  zusammen  verschwinden;  und  es  wird  eine  Form  der  Ent- 
wicklung angegeben  (Seite  624—626),  welche  der  Taylor'scheu 
Reihe  analog*  ist,  und  wie  sie  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  in 
aller  Strenge  durch  die  symbolische  Gleichung,  1  +  A  =  c4, 
(Seite  634)  ausgedrückt  wird.  Um  ein  Beispiel  für  partielle 
und  mehrfache  Differentiation  zu  geben,  wird  am  Ausdruck 
(Seite  634,  635), 

q  =  rk'j'Jij-'k-', 

operirt,  welcher  irgend  einen  Vector  darstellen  kann,  und  es 
wird  eine  Anwendung  davon  gemacht,  vermittelst  einer  be- 
stimmten Integration  (Seite  637 — 639)  den  bekannten  Werth 
für  die  Oberfläche  und  das  Volumen  einer  Kugel  abzuleiten, 
oder  für  die  Oberfläche  und  das  Volumen  von  Theilen  der- 
selben ;  es  wird  ferner  der  Satz  gegeben,  dass  die  vector  Summe 


*  Auf  einer  späteren  Stufe  (Art.  375)  wird  eine  neue  Fassung  des 
Taylor'schcn  Satzes  gegeben,  und  ein  neuer  Beweis  desselben,  aber 
wieder  in  einer  Form,  welche  den  Quaternionen  angepasst  ist. 
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der  Elemente  mit  Richtung  eines  Kugelsegments  null  ist: 
jedes  Element  der  Überfläche  wird  durch  eine  nach  Innen 
gerichtete  Normale  dargestellt,  welche  dem  Flächenelenient 
proportional  ist,  und  welche  dem  Druck  einer  Flüssigkeit  auf 
jenes  Element  entspricht. 

Im  sechsten  Abschnitt  wird  gezeigt,  ausser  anderem,  dass 
ein  lineares  und  vector  Symbol,  ff,  für  die  Operation 
an  einem  Vector,  p,  eine  symbolische  und  cubische 
Gleichung  befriedigt  (Seite  652),  von  der  Form, 

0  =  m  -  m'tf  +  m"q>*  -  (f 3 ;  (N) 

und  danach  ist 

m  tf, ~ 1  =  m'  —  m"(f  +  <f  2  =  i/'>  (N') 
=  einem  zweiten  Symbol  für  lineare  Operation  und  es 
wird  gezeigt,  wie  es  auf  andere  Weise  von  tf  abzuleiten  ist, 
ff  sowohl  als  die  drei  skalar  Constanten,  m,  m',  «*".  Die 
damit  im  Zusammenhang  stehende  algebraische  und  cubische 
Gleichung  (Seite  683,  684), 

M  =  m  +  m'c  +  m"c2  +  c3  =  0,  (O) 
gestattet  —  wie  sich  zeigt  —  wichtige  Anwendungen;  und  es 
wird  bewiesen*  (Seite  683,  686),  dass,  wenn  SXtpp  =  Snffk, 
unabhängig  von  X  und  p  ist,  ein  Fall,  in  welchem  die  Function 
ff  selbstconjugirt  heisst,  dann  diese  letzte  cubische  Glei- 
chung drei  reelle  Wurzeln  cv  c.,,  r3  hat;  während,  in  dem- 
selben Falle,  die  vector  Gleichung, 

*><jre=o,  (P) 

durch  ein  System  von  drei  reellen  und  rechtwinkligen 
Richtungen  befriedigt  wird:  nämlich  (vergleiche  Seite  69«, 
700  und  den  Abschnitt  III,  in,  7)  durch  diejenigen  der  Achsen 
eines  (biconcyklischen)  Systems  von  Oberflächen  zweiter 
Ordnung,  welches  durch  die  skalar  Gleichung  dargestellt 
wird, 

Spffp-Cgt+C,  (Q) 
in  welcher  C  und  C  Constanten  sind.  Es  werden  die  einzel- 
nen Fälle  di8cutirt;  und  es  werden  allgemeine  Formen 
für  die  vector  und  skalar  Functionen  ff  p  und  8<?<pQ  angegeben, 

•  Ein  vereinfachter  Beweis  von  einigen  der  Hauptresultato  wird  für 
den  Fall  von  Sclbstconjugation  an  einer  späteren  Stelle  gegeben, 
in  den  weuigen  ersten  Nebcnartikelu  zu  Art  415. 
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die  wir  cyklische,  rechtwinklige,  focale,  bifocale  u.  s.  w.  nennen, 
nach  dem  hauptsächlichsten  Gebrauch,  der  in  der  Geometrie 
von  ihnen  gemacht  wird;  ein  Paar  solcher  (cyklischen)  Formen, 
mit  reellen  und  constanteu  Werthen  von  //,  A,  welches  sehr 
nützlich  ist,  ist 

Sgcf q  =  f/gs  -f  SXgfiQ.  (R) 

Endlich  wird  gezeigt  (Seite  739 — 742),  dass,  wenn eine 
lineare  und  quaternion  Function  eines  Quaternions,  <y, 
ist,  dann  das  Operationszeichen,/,  eine  gewisse  symbo- 
lische und  biquadratische  Gleichung  befriedigt,  welche 
der  cubischen  Gleichung  in  rp  entspricht,  und  ähnlicher  An- 
wendungen fähig  ist. 

Schliesslich  ist  es  mir  eine  angenehme  Pflicht  die  Sorgfalt 
dankend  hervorzuheben,  die  der  Herr  Verleger  auf  die  Aus- 
stattung des  durch  Einführung  vieler  neuen  Bezeichnungen 
schwierigen  Werkes  verwandt  hat;  ich  hoffe,  dass  dieselbe 
wesentlich  dazu  beitragen  wird,  das  Studium  des  "Werkes  zu 
erleichtern. 

Berlin,  den  15.  September  1882. 


Dr.  Paul  Glan. 


Vorrede.* 


[1.]  Das  Buch,  das  ich  hiermit  dem  Publicum  vorlege, 
beruht  auf  denselben  Grundsätzen,  wie  die  „Vorlesungen", 
die  ich  vor  etwa  zehn  Jahren  über  denselben  Gegenstand  ver- 
öffentlicht habe,  aber  der  jetzt  zu  Grunde  gelegte  Plan  ist 
völlig  neu  und  das  vorliegende  Werk  kann  in  keinem  Sinne 
als  eine  zweite  Auflage  des  vorigen  angesehen  werden.  Das 
Inhaltsverzeichniss,  das  die  Ueberschriften  der  einzelnen 
Kapitel  und  Abschnitte  in  ein  Ganzes  zusammenfasst,  mag 
genügen,  denjenigen  Lesern,  die  mit  dem  Gegenstande  schon 
bekannt  sind,  einen  Begriff  von  dem  eingeschlagenen  Lehrgange 
zu  geben;  doch  scheint  es  mir  angemessen,  einige  wenige  ein- 
leitende Bemerkungen  hinzuzufügen ,  besonders  in  Betreff  der 
Methode  der  Darstellung,  wie  sie  mir  dem  Gegenstande  am 
angemessensten  erschienen  ist. 

[2.]  Das  vorliegende  Buch  ist  in  drei  Thcile  gctheilt,  von 
denen  jeder  dazu  bestimmt  ist,  einen  leitenden  Begriff  oder 
Gesichtspunkt  zu  entwickeln  und  ihn  durch  eine  ausreichende, 
doch  nicht  allzu  grosse  Anzahl  von  Beispielen  oder  Anwen- 
dungen zu  erläutern.  Der  erste  Theil  bringt  den  Begriff 
eines  Vectors,  den  wir  uns  als  eine  gerade  Linie  von 
bestimmter  Richtung,  im  Räume  von  drei  Dimensionen, 
vorstellen.  Der  zweite  Theil  führt  die  eine  Auffassung 
eines  Quaternions  als  den  Quotienten  zweier  Vectoren 
ein.  Und  der  dritte  Theil  handelt  von  den  Productcn  und 
Potenzen  von  Vectoren,  die  wir  unter  einem  solchen 
Gesichtspunkte  auffassen,  dass  sie  eine  zweite  Hauptform 
des  Begriffs  eines  Quaternions  in  der  Geometrie  be- 
gründen  

•  Dieses  Bruchstück  wurde  vom  Herausgeber  unter  den  Manuskripten 
des  Verfassers  aufgefunden. 
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Theü  I 

Ueber  Vectoren,  soweit  sie  ohne  Einführung  von  Winkeln  und 
Drehungen  behandelt  werden  können. 


Kapitel  1. 
Grundlegende  Sätze  in  Betreff  der  Vectoren 


Erster  Abschnitt. 

Ueber  den  Begriff  eines  Vectors  und  über  Gleiohheit  von 

Vectoren. 

1.  —  Eine  grade  Linie  AB,  von  der  man  nicht  nur  ihre 
Länge  sondern  auch  ihre  Richtung  in  Betracht  zieht,  wird 
ein  Vector  genannt  Ihr  Ausgangspunkt  A  heisst  sein  An- 
fangspunkt und  ihr  Endpunkt  B  sein  Endpunkt  Wir  können 
uns  einen  Vector  AB  vorstellen  als  die  Differenz  seiner  Be- 
grenzungspunkte oder  können  uns  denken,  dass  wir  sie  durch 
ihn  construircn  können  ;  oder,  um  uns  vollständiger  auszudrücken, 
er  ist  das  Resultat  der  Subtraction  seines  Anfangspunktes  von 
seinem  Endpunkte  und  in  Uebereinstimmung  mit  dieser  Auf- 
fassung können  wir  ihn  bezeichnen  durch  das  Symbol  B—A. 
Diese  Bezeichnung  ist  sehr  nützlich,  denn  sie  gestattet  Analogien 
im  Zeichen  zwischen  geometrischen  und  algebraischen  Opera- 
tionen. Wenn  die  Grenzpunkte  A  und  B  verschieden  sind,  so  heisst 
der  Vector  AB  oder  B—A  ein  wirklicher  oder  ein  wirksamer 
Vector;  doch  wenn  im  Grenzfall  die  beiden  Punkte  zusammen- 
fallen, dann  sagt  man  der  Vector  AA  oder  A  —  A  ist  Null. 

Entgegengesetzte  Vectoren,  wie  AB  und  BA,  oder  B—A 
und  A—B,  werden  bisweilen  Vector  und  Revector  genannt 
Aufeinanderfolgende  Vectoren,  wie  AB  und  BC,  oder  B—A  und 
C-B,  bezeichnet  man  gelegentlich  auch  mit  Vector  und 
Pro  vector:  die  Linie  AC,  oder  C-A,  welche  vom  Anfangs- 
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punkt  des  ersten  A  zum  Endpunkt  des  zweiten  C  gezogen  ist, 
heisst  Transvector.  Später  werden  wir  auch  Bogenvectoren  und 
Winkelvectoren  betrachten,  doch  gegenwärtig  sind  unsere  Vec- 
toren  wie  vorher  nur  grade  Linien. 

2.  Zwei  Vectoren  sind  einander 

Fl*  1 

gleich  oder  die  Gleichung  AB=CD, 
oder  B—A  =  C—D,  findet  statt,  wenn 
B  -  A  ^  (und  nur  wenn)  der  Anfangspunkt  und 

A  '  Endpunkt  des  einen  zur  Coincidenz  ge- 

X  m  Jf  bracht  werden  kann  mit  den  entsprechen- 

"  den  Punkten  des  anderen  durch  eine  Ver- 

Revector.  Schiebung  ohne  Drehung.  Daraus  folgt, 

dass  alle  Null -Vectoren  gleich  sind  und  daher  durch  ein  ge- 
meinsames Zeichen  dargestellt  werden  können,  wie  das,  welches 
man  für  Null  braucht;  so  dass  wir  schreiben  können: 

A—A  =  B—B  =  etc.  =  0; 

dagegen  sind  zwei  wirkliche  Vectoren,  AB  und  CD,  nicht  gleich, 
(in  dem  gegenwärtigen  vollständigen  Sinne),  wenn  sie  nicht 

sowohl  gleiche  Länge  als  auch 
gleiche  Richtung  haben.  Wenn 
sie  daher  nicht  Theile  ein  und 
derselben  Linie  sind,  müssen 
sie  die  entgegengesetzten  Seiten 
eines  Parallelogramms  ABDC 
sein.  Die  beiden  Linien  AD 
2  und  BC  werden  daher  die  beiden 

% — * — ^  '  — *■  Diagonalen  eines  solchen  Pa- 

rallelogramms sein  und  halbiren 
einander  folglich  in  einem  Punkte  E.  Umgekehrt,  wenn  die 
beiden  Gleichungen: 

D—E—  E—A, 

und 

C-E=  E-B, 

stattfinden,  so  dass  die  beiden  Linien  AD  und  BC  einen  gemein- 
samen Mittelpunkt  haben  oder  commedial  sind,  dann  hat,  auch 
wenn  sie  Theile  einer  graden  Linie  sind,  die  Gleichung: 

D-C=B-A 
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statt  Zwei  Radien  AB,  AC,  irgend  eines  Kreises  (oder  einer 
Kugel)  können  niemals  gleiche  Vectoren  sein;  und  zwar  dess- 
halb  nicht,  weil  sie  verschiedene  Richtung  haben. 

3.  Eine  Gleichung  zwischen  Vectoren,  betrachtet  als  eine 
^  6  Gleichung  zwischen  den  Unterschieden 

von  Punkten,  lässt  sich  umkehren  und 
permutiren;  oder  in  Zeichen,  wenn: 
D-C  =  B—A, 

dann  Ist: 

C-D  =  A-B. 

T\g.  e.  und 

D-B  =  C-A. 
Zwei  Vectoren,  CD  und  EF, 
die  demselben  dritten  Vector,  AB, 
gleich  sind,  sind  auch  unter  einan- 
der gleich.  Diese  drei  gleichen  Vec- 
toren sind  im  Allgemeinen  die  drei 
parallelen  Kanten  eines  Prismas. 


Zweiter  Abschnitt. 

lieber  Differenzen  und  Summen  von  zwei  Vectoren. 

4.  Um  ebenso,  wie  in  der  Algebra,  schreiben  zu  können 
{C'-Ä)  —  (B-A)  =  C-B, 

wenn 

C-A  -  C-A, 

wollen  wir  jetzt  festsetzen,  dass  wenn  ein  erster  Vector  AB 
abgezogeu  wird  von  einem  zweiten  Vector  AC,  der  mit  ihm 
coinitial  ist,  oder  von  einem  dritten  Vector  A'C,  der  diesem 
zweiten  gleich  ist,  der  Rest  der  vierte  Vector  BC  ist,  der  von 
dem  Endpunkt  B  des  ersten  zum  Endpunkt  des  zweiten  C  gezogen 
wird;  so  dass  man  als  Rest  den  entsprechenden  Pro  vector  erhält, 
wenn  man  einen  Vector  von  einem  Transvector  (Art.  1)  abzieht. 
Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  geometrische  Subtraction  von 
Vectoren  der  Zerlegung  von  Bewegungen  (oder  von  Vectionen) 


6 


Elemente  der  Quatemloneu. 


[TheU  L 


entspricht  und  dass  wir  durch  eine  solche  Zerlegung  einer  Null- 
Vection  in  zwei  entgegengesetzte  Vectionen  die  Formel  erhalten, 

0-(B-A)  =  (A-A)-  (B-A)=  A-B. 

Wird  also  ein  wirklicher  Vector  AB  abgezogen  von  einem  Null- 
vector,  AA,  so  ist  der  Rest  der  Revector  BA.  Wenn  wir  daher 
übereinkommen  einen  Ausdruck  von  der  Form  0— a  im  Allge- 
meinen abzukürzen  zu  der  Form,  —  a,  können  wir  kurz 
schreiben,  -  AB  =  BA;  a  und  —  a  sind  also  Bezeichnungen 
für  entgegengesetzte  Vectoren,  während  a  und  —  (--«)  aus  dem- 
selben Grunde  ein  und  denselben  Vector  bezeichnen;  so  dass  wir 
wie  in  der  Algebra  die  identische  Gleichung  schreiben  können, 

-(-«)  =  «• 

5.  Um  weitere  Uebereinstimmung  mit  der  Algebra  zu  erhal- 
ten, adoptiren  wir  die  Relation  zwischen  den  Zeichen  -f-  und  - 

(b-a)  +  a  =  b. 

Wir  sagen  wie  gewöhnlich:  (b— a)  ist  addirt  zu  a  und  die 
Summe  ist  b  \  (6-a)und  a  nennen  wir  die  Summanden.  Dann 
haben  wir  die  beiden  Folgerungen: 

I.  Wenn  ein  Vector,  AB  oder  {B—  A),  addirt  wird  zu  seinem 
Anfangspunkt  A,  so  ist  die  Summe  sein  Endpunkt  B  (Art  1);  und 

II.  wenn  ein  Provector  BC  addirt  wird  zu  einem  Vector 
AB,  so  ist  die  Summe  der  Transvector  AC\  oder  in  Zeichen 

I.   (B-A)  +  A  =  B 

und 

IL    (C-B)  +  {B-  A)  =  C-A. 

In  der  That,  die  erste  Gleichung  ist  eine  unmittelbare  Folge- 
rung der  allgemeinen  Formel,  die  oben  die  Zeichen  +  und  — 
verbindet,  im  Zusammenhang  mit  der  Auffassung  (Art  1)  eines 
Vectors  als  Differenz  zweier  Punkte,  und  die  zweite  folgt  aus 
derselben  Formel  in  Verbindung  mit  der  Definition  der  geo- 
metrischen Subtraction  eines  solchen  Vectors  von  einem  anderen, 
wie  sie  in  Art.  4  angegeben  wurde  und  derzufolge  wir  (wie  in 
der  Algebra)  für  irgend  drei  Punkte,  A,  B,  C,  die  Identität  haben: 
(C-A)- [B-A)  =  C-B. 

Es  ist  klar,  dass  diese  geometrische  Addition  aufeinanderfolgen- 
der Vectoren  der  Zusammensetzung  aufeinanderfolgender  Vec- 
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tionen  oder  Fortbewegungen  entspricht;  (vgl.  Art  4)  und  dass 
die  Summe  zweier  entgegengesetzter  Vectoren  (oder  eines  Vec- 
tors  und  Revectors)  eine  Null -Linie  ist;  so  dass 

BA  +  AB  =  0, 

oder 

(A-B)  +  (B-A)  =  0. 
Es  folgt  auch,  dass  die  Summen  gleicher  Paare  aufeinander- 
P,f  7  folgender  Vectoren  gleich  sind;  oder 

ausführlicher,  dass  wenn 

B-A  =^  B-A, 

und 

c-ir  =  c-b, 

dann 

C-A'  =  C-A 

ist.  Die  beiden  Dreiecke  ABC  und  ABC  sind  im  Allge- 
meinen die  beiden  entgegengesetzten  Flächen  eines  Prismas. 
(Vergl.  Art.  3). 

6.  Um  ferner,  ebenso  wie  in  der  Algebra,  schreiben  zu  können : 

{C-B)  +  (B-A)  =  C-A, 

wenn 

C-B  =  C-B, 
wollen  wir  festsetzen,  dass  wenn  wir  zwei  aufeinanderfolgende 
Vectoren,  AB,  BC,  haben,  und  einen  dritten  Vector  B C  gleich 

dem  zweiten,  der  aber  nicht  auf  den 

Hg.  8.  ' 

ersten  folgt,  die  Summe,  die  man  erhält, 
wenn  man  den  dritten  zum  ersten  addirt, 
jener  vierte  Vector,  AC,  ist,  der  vom 
Anfangspunkt  A  des  ersten  zum  End- 
punkt C  des  zweiten  gezogen  ist.  Es 
"^  folgt  daraus,  dass  die  Summe  irgend 
zweier  coinitialen  Seiten,  AB,  AC,  eines  Parallelogramms 
AB  ÜC  die  zwischenliegende  und  coinitiale  Diagonale  AD  ist; 
oder  in  Zeichen: 

(C-A)  +  {B-A)  =  D-A, 

wenn 

D-C=  B-A; 

denn  wir  haben  dann  (nach  3) 

C-A  =  D-B. 

7.  Die  Summe  irgend  zweier  gegebener  Vectoren  hat  also 
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einen  Werth,  der  unabhängig  von  ihrer  Anordnung  ist;  oder 
in  Zeichen: 

a  +  ß  =  ß  +  a. 
Wenn  gleiche  Vectoren  zu  gleichen  Vectoren  addirt  werden, 
sind  die  Summen  gleiche  Vectoren,  auch  wenn  die  Summanden 
nicht  als  aufeinanderfolgend  gegeben  sind  (vergl.  5) ;  wenn  ferner 
ein  Null-Vector  zu  einem  wirklichen  Vector  addirt  wird,  so  ist 
die  Summe  dieser  wirkliche  Vector;  oder  in  Zeichen: 

0  -+-  a  =  cc. 

Wenn  wir  ferner  übereinkommen  allgemein  (vergl.  4)  den 
Ausdruck  0  -f-  a  in  u  abzukürzen,  und  wenn  a  einen  Vector 
bezeichnet,  dann  sind  +  cf,  und  +  (-f-  a),  u.  s.  w.  nur  andere 
Zeichen  für  denselben  Vector;  und  wir  haben,  wie  in  der  Al- 
gebra, die  Identitäten, 

-(-«)  =+«, 

+  (-«)—(+*)--«, 
(+«)+(-*)  =0, 

u.  s.  w. 

Dritter  Abschnitt, 
Ueber  Summen  von  drei  und  mehr  Veotoren. 

8.  Die  Summe  von  drei  gegebenen  Vectoren  a,ß,y  wollen 
wir  definiren  ab  den  vierten  Vector 

d '  =  y  +  {ß  +  a) 

oder  abgekürzt: 

9  -  y  +  ß  +  « 

den  man  erhält,  wenn  man  den  dritten  zur  Summe  vom  ersten 
und  zweiten  addirt;  und  in  gleicher  Weise  wird  die  Summe 
von  irgend  einer  Anzahl  Vectoren  gebildet,  indem  man  den 
letzten  zur  Summe  der  vorhergehenden  addirt  Auch  für  irgend 
vier  Vectoren  a,ß,y,Ö  wird  die  Summe  6  +  (y  +  ß  +  a)  einfach 
bezeichnet  mit  S  +  y  +  ß  +  «  ohne  Klammern  und  ebenso  für 
irgend  eine  Anzahl  von  Summanden. 

9.  Die  Summe  irgend  einer  Anzahl  aufeinanderfolgender 
Vectoren  AB,BC,CD  ist  also  die  Linie  AD,  vom  Anfangs- 
punkt A  des  ersten  zum  Endpunkt  D  des  letzten;  und  weil 
wir  bei  drei  solchen  Vectoren  (wie  in  Fig.  9)  die  beiden  Diago- 


Digitized  by  Google 


Kap.  L] 


Grundlegende  Sätze  —  Vectoren. 


9 


nalen  AC,BD  des  ebenen  oder  windschiefen  Vierseits  ABCD 
Ftg.  9  ziehen  können  und  dann  nach  Be- 

C  lieben  AD  ansehn  können  entweder 

als  die  Summe  von  AB,  BD  oder 
als  die  Summe  von  AC,  CD,  können 
wir  für  irgend  drei  Summand-Linien 

**  a,ß,y  die  folgende  Formel  für  die 

Association  aufstellen: 

(y  +  ß)  +  «  =  y  +  iß  +  «)  =  ;'  +  ß  +  «. 
Verbinden  wir  sie  mit  der  Formel  für  die  Commutation 
(Art.  7),  nämlich  mit  der  Gleichung: 

u  +  ß-ß  +  u, 

die  vorher  für  irgend  zwei  solche  Summanden  aufgestellt  wurde, 
so  folgt  leicht,  dass  die  Addition  von  Vectoren  stets  sowohl 
eine  assiociative  als  eine  commutative  Operation  ist.  Mit  an- 
deren Worten,  die  Summe  irgend  einer  Anzahl  gegebener  Vec- 
toren hat  einen  Werth,  der  unabhängig  ist  von  ihrer  Reihen- 
folge und  von  der  Art  sie  in  Gruppen  zusammenzufassen;  so 
dass,  wenn  die  Längen  und  Richtungen  der  Summanden  bei- 
behalten werden,  auch  die  Länge  und  Richtung  der  Summe  un- 
geändert  bleibt;  ausser  wenn  die  Richtung  der  letzteren  als 
unbestimmt  angesehn  werden  muss,  wenn  nämlich  die  Länge 
der  Summenlime  verschwindet.  Diesen  Fall  wollen  wir  jetzt 
betrachten. 

10.  Wenn  irgend  n  Summandlinien  AB,  BC,  CA,  oder 
AB,  BC,  CD,  DA,  u.  s.  w.  in  irgend  einer  Reihenfolge  zusammen- 
gestellt, die  n  aufeinanderfolgenden  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
oder  eines  Vierseits  ABCD  oder  irgend  eines  anderen  geschlos- 
senen Polygons  sind,  so  ist  ilire  Summe 
eine  Null-Linie  AA;  und,  umgekehrt, 
wenn  die  Summe  irgend  eines  Systems 
von  n  gegebenen  Vectoren  der  Null 
gleich  ist,  so  können  sie  (in  irgend 
einer  Reihenfolge  durch  Fortbewegung 
ohne  Drehung)  zu  den  n  aufeinander- 
folgenden Seiten  eines  geschlossenen  ebenen  oder  windschiefen 
Vielecks  gemacht  werden.  Wenn  daher  irgend  ein  solches 
Vieleck  (F)  gegeben  ist.  z.B.  ein  Fünfeck  ABCDE,  so  kann 
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man  ein  anderes  geschlossenes  Polygon  (/*')  oder  ABCDE 
mit  einem  willkürlichen  Anfangspunkt  A ,  doch  mit  derselben 
Anzahl  Seiten  AB, ....  EA  construiren.  Diese  neuen  Seiten 
sind  als  Vectoren  den  vorigen  AB,....EA,  genommen  in  einer 
willkürlichen  Reihenfolge,  gleich.  Ziehen  wir  z.  B.  vier  auf- 
einanderfolgende Vectoren 

AB'  =  CD,  BC  =  AB,  CD  =  EA,DE'  =  BC 

und  vervollständigen  dann  dies  neue  Fünfeck  durch  die  Linie 
EA,  so  wird  diese  abschliessende  Linie  der  zweiten  Figur  (/'') 
der  übrigbleibenden  Seite  DE  der  ersten  Figur  {P)  gleich  sein. 

11.  Da  eine  geschlossene  Figur  ABC...  eine  geschlossene 
Figur  erzeugt,  wenn  alle  ihre  Punkte  auf  irgend  eine  angenom- 
mene Ebne  durch  irgend  ein  System  paralleler  Ordinaten  pro- 


Fi?.  11. 


jicirt  werden,  (obwohl  die  Fläche  der 
projicirten  Figur  ABC...  im  beson- 
deren Falle  verschwinden  kann),  so 
folgt,  dass  wenn  die  Summe  irgend 
einer  Anzahl  gegebener  Vectoren  a, 
ß,  -/....  Null  ist,  und  wenn  wir  sie  alle 
auf  irgend  eine  Ebne  durch  parallele 
Linien,  von  ihren  Endpunkten  aus  ge- 
zogen, projiciren,  die  Summe  der  pro- 
jicirten Vectoren  u,  (¥,  y'....  gleichfalls 
X  tili  ist ;  so  dass  diese  letzteren  Vectoren, 
wie  die  früheren,  so  angeordnet  werden 
können,  dass  sie  die  aufeinanderfolgen- 
den Seiten  eines  geschlossenen  Vielecks  werden,  wenn  sie  es 
nicht  schon  von  vornherein  sind.  (In  Fig.  11  ist  Ä'B  'C"  ein 
solches  Polygon,  nämlich  ein  Dreieck  mit  verschwindender 
Fläche;  und  wir  haben  die  Gleichung: 


ebenso  auch 
und 


A  B"  -f  B  C  +  C'A'=Q 
AB  +  BC  +  CA  =  0 

AB  +    BC  +    CA  =  0.) 
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Vierter  Abschnitt. 
Uober  Coeffloienten  von  Vectoren. 

Der  einfache  oder  einzelne  Vector,  «,  wird  auch  bezeichnet 
durch  1«,  oder  durch  1.«,  oder  durch  (+  l)a;  ebenso  wird 
der  doppelte  Vector,  «  +  bezeichnet  durch  2  a,  oder,  2.a 
oder  (+  2)  u.  s.  w.;  die  Regel  ist,  dass  wir  für  irgend  eine 
algebraische  ganze  Zahl  to,  wenn  man  sie  als  Ooefficienten  auf- 
lagst,  mit  der  der  Vector  a  multiplicirt  wird,  stets  haben: 

1  «  +  to«  =  (1  -f-  to)«; 
das  Zeichen  1  +  to  hat  hier  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  der 
Algebra.  Also  Ott  =  0,  die  Null  auf  der  einen  Seite  bezeichnet 
einen  Null -Ooefficienten  und  die  Null  auf  der  anderen  Seite 
einen  Null -Vector;  denn  nach  der  Regel  ist, 
1  r<  -j  0«  =  (1+  ü)a  =  1 «  =  «, 

und  daher 

0«  =  «  -  «  =  0. 

Ferner,  da  (1)  «  +  (  — 1)  «  =  (1  — 1)  «  =  0«  =  0;  so  haben  wir 
(-l)«=0-«=-a=-(la);  ebenso, da  (l)«  +  (-2)«=(l—  2)a 
=  (— l)a=— «,  schliessen  wir,  dass  (—2)«= —«—«=— (2a); 

T\g.  13. 


und  allgemein,  ( —  to)«  =  —  (to«),  welche  ganze  Zahl  auch  in  sein 
mag:  so  dass  wir  ohne  Gefahr  der  Verwechslung,  die  Paren- 
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thesen  in  den  letzteren  Bezeichnungen  fortlassen  und  einfach 
schreiben  können  —  lce,  —  2  a,  —  ma. 

13.  Es  folgt  daraus,  dass  welche  zwei  ganze  Zahlen  (po- 
sitiv, oder  negativ,  oder  null)  auch  durch  m  und  n  dargestellt 
werden  mögen  und  welche  beiden  Vectoren  man  auch  durch  a 
und  ß  bezeichnen  mag,  wir  stets  wie  in  der  Algebra  die  For- 
meln haben, 

na  ±  ma  =  (n  ±  ^n)a, 

n(ina)  =  (nm)  et  =  nma, 

und  (vergl.  Fig.  12), 

m{ß  ±a)  =  mß  ±  ma; 

so  dass  die  Multiplication  von  Vectoren  mit  Coefficienten  eine 
zweifach  distributive  Operation  ist,  wenigstens  wenn  die  Multi- 
plicatoren  ganze  Zahlen  sind.  Diese  Beschränkung  werden  wir 
indessen  bald  fallen  lassen. 

14.  "Wenn  ma=ß,  und  der  Coeöicient  m  noch  ganz  ist,  so 
heisstder  Vector  ß  ein  Vielfaches  von  a\  und  umgekehrt,  (wenig- 
stens wenn  die  ganze  Zahl  m  von  Null  verschieden  ist),  heisst 
der  Vector  a  ein  Theil  von  ß.  Ein  Vielfaches  eines  Theiles  eines 
Vectors  heisst  ein  Bruch  dieses  Vectors;  also,  wenn  ß=ma, 
und  y  —  na,   dann  ist  y  ein  Bruch  von  ß,  der  in  folgender 

Weise  bezeichnet  wird,  y  =  —  ß\  man  sagt  auch  ß  wird  multi- 

TU 

plicirt  mit  dem  Bruch  ^,  und  y  heisst  das  Product  dieser 

Multiplication.  Es  folgt,  dass,  wenn  .r  und  y  irgend  zwei  Brüche 
(positiv,  oder  negativ,  oder  null,  ganze  Zahlen  eingeschlossen) 
sind  und  a  und  ß  irgend  zwei  Vectoren,  dann: 

ya  ±  ree  =  (y  ±  x)a, 

y(xa)  =  {yx)a  =  yxa, 

x{ß±a)  =  xß  ±  xa\ 
Resultate,  die  diejenigen  des  Art.  13  einschliesscn  und  aus- 
gedehnt werden  können  auf  den  Fall,  in  dem  x  und  y  incom- 
mensurable  Coefficienten  sind,  die  man  als  Grenzwerthe  von 
Brüchen  auffassen  kann. 

15.  Für  irgend  einen  wirklichen  Vector,  a,  und  für  irgend 
einen  Coefficienten,  x,  von  irgend  einer  der  vorhergehenden 
Arten,  stellt  das  Product  xa ,  interpretirt  wie  oben,  stets  einen 
Vector  ß  dar,  der  dieselbe  Richtung  hat  wie  die  Multiplicand- 
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Linie  a,  wenn  *>0,  doch  die  entgegengesetzte,  wenn  x<0, 
und  null  wird,  wenn  x  =  0.  Umgekehrt,  wenn  a  und  ß  irgend 
zwei  wirkliche  Vectoren  sind,  mit  entweder  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Bichtungen,  Fälle,  in  welchen  wir  sagen  werden, 
dass  sie  parallele  Vectoren  sind  und  schreiben  werden  ß  j|  a  (da 
beide  dann,  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  einer  gemein- 
samen Linie  parallel  sind),  so  können  wir  stets  finden,  oder 
gefunden  denken,  einen  Coefficienten  x^O,  der  der  Gleichung 

ß  =  xa 

genügt;  oder,  wie  wir  sie  auch  schreiben  können 

und  diese  positive  oder  negative  Zahl  x  hat  zu  ±  1  dasselbe  Ver- 
hältniss  wie  die  Länge  der  Linie  ß  zu  der  Länge  von  a. 

16.  Daher  ist  es  natürlich  zu  sagen,  dass  dieser  Coeffi- 
cient  x  der  Quotient  ist,  der  sich  ergiebt  durch  Division  des 
Vectors  ß  durch  den  parallelen  Vector  a;  und  demgemäss  zu 
schreiben : 

x  =  ß  ~  a 

oder 

x  =  ß-.a 

oder 

x  =  £  ; 
a 

wir  haben  dann,  wenigstens  wenn  die  Divisor-Linie  a  ein  wirk- 
licher Vector  und  die  Dividend-Linie  ß  ihr  parallel  ist,  wie  in 
der  Algebra  die  Identität 

{ß:a).a  =^a  =  ß, 

und 

xa 

xu\  u  =  —  =  x\ 
o 

wir  werden  sie  später  durch  Definition  auf  den  Fall  nicht 
paralleler  Vectoren  ausdehnen.  Wir  können  auch  unter  den- 
selben Bedingungen  schreiben,  a  =  * ,  und  können  sagen,  dass 
der  Vector  et  der  Quotient  aus  der  Division  des  anderen 
Vectors  ß  durch  die  Zahl  x  ist;  so  dass  wir  die  weiteren 
Identitäten  haben: 

£.x  =  ax  m  ß, 
x 

und  „* 

—  =  u. 
x 
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1 7.  Der  positive  oder  negative  Quotient,  x  =  t  der  so  durch 

Division  eines  von  zwei  parallelen  Vectoren  durch  den  anderen 
erhalten  wird  und  der  die  Null  als  Grenze  einschliesst,  kann 
auch  eine  Skalar  genannt  werden,  denn  er  kann  stets  gefunden 
und  in  gewissem  Sinne  construirt  werden,  durch  Vergleichung 
von  Strecken  auf  ein  und  derselben  Skala  (oder  Achse);  oder 
er  kann  unter  die  Form: 

_  C- A  AC 
X~B-A  "  AB 
gebracht  werden,  in  der  die  drei  Punkte  A,  B,  C,  collinear 
sind  (wie  in  der  nebenstehenden  Figur).  Solche  Skalaren  sind 
daher  einfach  die  Reellen  (oder  reellen  Grössen)  der  Algebra; 

n   is  doch  in  Verbindung  mit  den  nicht 

weniger  reellen  vorher  betrachteten 
A      £   C  Vectoren  bilden  sie  eins  der  Haupt- 

eleraente  des  Systems  oder  der  Rechen- 
art, der  das  vorliegende  Buch  gewidmet  ist.  Wir  werden  auf 
einer  späteren  Stufe  zeigen,  dass  es  einen  sehr  wichtigen  Sinn 
hat,  in  dem  wir  uns  einen  Skalar  zu  einem  Vector  addirt  denken 
können,  und  dass  die  so  erhaltene  Summe,  oder  die  Combination, 

„Skalar  plus  Vector" 

ein  Quaternion  ist. 


Kapitel  II. 

Anwendungen  auf  Punkte  nnd  Linien  in  einer  gegebenen  Ebne. 


Erster  Abschnitt. 
Ueber  lineare  Gleichungen  zwischen  zwei  ooinitialen  Vectoren. 

18.  Wenn  verschiedene  Vectoren,  OA,  OB,  alle 

von  einem  gemeinsamen  Punkt  0  aus  gezogen  werden ,  so 
heisst  dieser  Punkt  der  Anfangspunkt  des  Systems,  und  jeder 
besondere  Vector,  wie  OA,  heisst  der  Vector  seines  End- 
punktes, A.    In  dem  gegenwärtigen  und  den  künftigen  Ab- 
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schnitten  werden  wir  stets  annehmen,  wenn  nicht  ausdrücklich 
das  Gegentheil  bemerkt  ist,  dass  alle  Vectoren  et,  /?,...  die 
wir  zu  betrachten  Gelegenheit  haben  werden,  von  ein  und  dem- 
selben Anfangspunkt  aus  gezogen  sind.  Wollen  wir  jedoch 
diesen  Anfangspunkt  O  ändern,  ohne  die  Endpunkte  A, . . .  . 
zu  ändern,  so  brauchen  wir  nur  von  jedem  der  früheren  Vectoren 
a, .  .  .  .  ein  und  denselben  Vector  tu,  nämlich  den  früheren 
Vector  0(7  des  neuen  Anfangspunktes  O  'zu  subtraliiren;  dann 
sind  die  Reste,  a  —  «,  ß —  w, ....  die  neuen  Vectoren  /?',.... 
derselben  Punkte  A,  B, . . . .   So  haben  wir  z.  B. 

a  *  =  (7A  =  J-O  =  (A-0)  —  {0-0)=  OA—OO 
=  a  —  oj. 

19.  Wenn  zwei  Vectoren  a,  ß,  oder  OA,  OB  so  von 
einem  gegebenen  Anfangspunkte  O  in  gleicher  oder  entgegen- 
gesetzter Richtung  aus  gezogen 
sind,   dass   die  drei  Punkte  O, 

n  Jf   A,  B  in  einer  graden  Linie  liegen 

(wie   in  nebenstehender  Figur), 

dann  ist  (nach  16,  17)  ihr  Quotient^-  irgend  ein  positiver  oder 

negativer  Skalar,  z.  JB.  x\  und,  umgekehrt,  die  Gleichung  ß  =  ru, 
interpretirt  mit  Beziehung  auf  einen  Anfangspunkt,  drückt  die 
Bedingung  der  Collinearität  der  Punkte  0,  A,  B  aus;  die 
besonderen  Werthe,  x  =  0,  x  —  1,  entsprechen  den  besonderen 
Lagen,  O  und  A,  des  variablen  Punktes  B,  dessen  Ort  die  un- 
begrenzte Grade  OA  ist. 

20.  Die  lineare  Gleichung  zwischen  den  beiden  Vectoren 
u  und  ß  nimmt  eine  mehr  symmetrische  Form  an,  wenn  wir 
sie  schreiben: 

au  +  bß  =  0; 

in  der  a  und  b  zwei  Skalaren  sind,  deren  Verhältniss  indess 
nur  von  Bedeutung  ist.  Die  Bedingung  der  Coincidenz  der 
zwei  Punkte  A  und  B,  die  vorher  dem  Werthe  x  =  1  entsprach, 

ist  jetzt  ^  =  1 ;  oder  symmetrischer 

a  +  b  mm  0. 

Wenn  demgemäss  a  =  —b  ist,  so  wird  die  lineare  Gleichung 

b{ß-a)  =  0, 

oder 

ß-  a  =  0, 
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denn  wir  nehmen  an,  dass  nicht  beide  Coefficienten  verschwin- 
den; und  die  Gleichung  ß  =  a,  oder  OB  =  OA,  erfordert,  dass 
der  Punkt  B  mit  dem  Punkte  A  zusammenfallt:  ein  Fall,  der 
auch  passend  durch  die  Formel  ausgedrückt  wird 

B  =  A- 

zusammenfallende  Punkte  werden  daher  (wenigstens  in  der 
Bezeichnung)  als  gleich  behandelt.  Im  Allgemeinen  ergiebt 
die  lineare  Gleichung: 

a.OA  +  b.  OB=0, 

und  daher 

a:b  =  BO:  OA. 


Zweiter  Abschnitt. 
TJeber  lineare  Gleichungen  swisohen  drei  ooinitialen  Veotoren. 

21.  Wenn  zwei  (wirkliche  und  coinitiale)  Vectoren  a,  ßt 
nicht  durch  irgend  eine  Gleichung  von  der  Form  au  +  bß  =  0, 
mit  irgend  zwei  beliebigen  Skalar-Coefficienten  a  und  b,  ver- 
i5.  bunden  sind,  so  können  ihre  Rich- 

jf  tungen  einander  weder  gleich  noch 

entgegengesetzt  sein.  Sie  bestim- 
men daher  eine  Ebene  A  OB,  in 
welcher  der  (jetzt  wirkliche)  Vec- 
tor,  der  durch  die  Summe  acc+bß 
dargestellt  wird,  liegt  Denn  wenn 
C  wir,  der  Symmetrie  wegen,  diese 

Summe  mit  dem  Symbol,  —  cy 
bezeichnen,  in  dem  c  ein  dritter 
Skalar  ist  und  y  =  OC  ein  dritter 
A'  Ä  Vector,  so  dass  die  drei  coini- 

tialen  Vectoren  u,  ß,  y  verbunden  sind  durch  die  lineare 
Gleichung, 

aa  +  bß+  cy  =  0; 

und  wenn  wir 

OÄ=-aa,     OR  =  ~bß  , 
c  c 

machen;  so  liegen  die  beiden  Hülfspunkte  A'  und  B  (nach  19} 
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auf  den  beiden  unbegrenzten  Graden  O A,  resp.  OB:  und  wir 
haben  die  Gleichung, 

0C=  0A  +  OB, 
so  dass  die  Figur  A'OBC  (nach  6)  ein  Parallelogramm  ist 
und  folglich  eben. 

22.  Umgekehrt,  wenn  C  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene 
AOB  ist,  so  können  wir  von  ihm  die  Ordinaten  CA  und  CB 
zu  den  Linien  OA  und  OB  ziehen  und  die  Verhaltnisse  der  drei 
Skalaren,  a,  b,  c,  so  bestimmen,  dass  sie  den  beiden  Gleichungen, 

±  =  _  0A' 
e 

c 

genügen;  in  Folge  derselben  erhalten  wir  die  früheren  Aus- 
drücke für  OA,  OB  und  wie  vorher  die  Beziehung  0C=  OA' 
+  02?';  und  werden  so  wieder  auf  die  lineare  Gleichung, 
aa  +  bß  +  cy  =  0,  zurückgeführt  Von  dieser  Gleichung  kann 
man  daher  sagen,  sie  drückt  die  Bedingung  für  die  Compla- 
narität  der  vier  Punkte,  O,  A,  B,  C  aus.  Und  wenn  wir  sie 
unter  der  Form: 

xtt  +      +  zy  =  0, 
schreiben  und  die  Vectoren  u  und  /9als  gegeben  ansehen,  aber  y 
als  einen  variablen  Vector  und  x,  y,  z  als  variable  Skalaren,  dann 
ist  der  Ort  des  variablen  Punktes  C  die  gegebene  Ebene,  OAB. 


OA  » 
OB' 
OB  ' 


Fi».  M, 


23.  Es  kann  kommen,  dass 
der  Punkt  C  auf  der  graden  Linie 
AB  liegt,  die  hier  als  gegeben 
betrachtet  wird.  In  diesem  Falle 
(vergl.  Art.  17,  Fig.  13)  muss  der 
A  C 

Quotient  Ä^  gleich  einem  gewis- 
sen Skalar  sein,  nehmen  wir  an  t ; 
so  dass  wir  eine  Gleichung  haben 
werden  von  der  Form, 


oder 


Hamilton, 


y  =  a  +  t(ß-«), 
(l-)fa+tß-y  =  0; 
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oder 


wenn  wir  diese  letzte  Form  mit  der  linearen  Gleichung  des 
Art  21.  vergleichen,  so  sehen  wir,  dass  die  Bedingung  der 
Collinearität  der  drei  Punkte  A,  2?,  C,  in  der  gegebenen  Ebne 
OAB,  ausgedrückt  wird  durch  die  Formel: 

a  +  b  +  c  =  0. 

Bedingung  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

1=  "\ 

e  r  ' 

OA' 

OA    +  OB  ~~  ' 
und  in  dieser  letzten  Form  drückt  sie  eine  geometrische 
Relation  aus,  deren  Vorhandensein  anderweitig  bekannt  ist. 
24.  Wenn  wir  also  die  beiden  Gleichungen  haben: 

ua  +  bß  +  cy  =  0, 

und 

a  +  b  +  c  =  0, 

so  dass  die  drei  coinitialen  Vectoren  a,  ß,  y  in  einer  graden 
Linie  endigen  und  desshalb  termino-eollinear  genannt  werden 
können,  und  dann,  nach  einander  und  einzeln,  jeden  der 
drei  Skalaren  a,  b,  c  eliminiren,  so  werden  wir  zu  folgenden 
anderen  drei  Gleichungen  gefuhrt,  die  gewisse  Verhältnisse  von 
Abschnitten  ausdrücken: 

b{ß—  a)  +  c{y-a)  =  0, 
—  ß)  +  a{a—  ß)  =  0, 
a{a-y)  +  b(ß-y)  =  0] 

oder 

0  =  b .  AB  +  c.  A  C=  c .  BC  +  a .  BA  =  a .  CA  +  * .  CB. 
Daraus  folgt  folgende  Proportion  zwischen  Coefficienten  und 


a.bic  mm  BC:  CA:  AB. 

Wir  hätten  auch  bemerken  können,  dass  die  angegebenen 
Gleichungen  ergeben: 

u~    b  +  c> 

a       ev  +  an 

an  +  bß 
r~    a  +  h  ' 
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ferner: 

AC  _  £—  et         b  b 

AB  ~  ß-  tt  "  a  +  6  ~      V  U*  8*  W< 

25.  Wenn  wir  noch  a  und  ß  als  gegeben  behandeln,  aber 
y  und  ^  als  variabel  betrachten,  so  drückt  die  Gleichung : 

'      j-  +  y 

aus,  dass  der  veränderliche  Punkt  C  irgendwo  auf  der  unbe- 
grenzten Graden  AB  hegt,  oder  dass  diese  Linie  sein  Ort 
ist,  während  er  die  begrenzte  Linie  AB  in  Abschnitte  theilt, 
deren  veränderliches  Verhältniss  ist: 

CB  ~~  x 

Es  sei  C  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  derselben  Linie 
und  sein  Vector  sei: 

7  ~  '  +7  » 

dann  haben  wir  ebenso  das  weitere  Verhältniss  der  Abschnitte: 

AC  y 
CB  ~  x" 

Wenn  wir  nun  übereinkommen,  allgemein,  für  irgend  eine 
Gruppe  von  vier  collinearen  Punkten,  die  Bezeichnung  anzu- 
wenden: 

(ABCD)-  B-c.  DA  =  ßC  .  DC, 
so  dass  das  Symbol 

{AB  CD), 

die  anharmonische  Function,  oder  der  anharmonische  Quotient, 
oder  einfach  die  Anharmonische  der  Gruppe  A,  B,  C,  D  ge- 
nannt werden  kann,  so  werden  wir  im  gegenwärtigen  Falle  die 
Gleichung  haben: 

26.  Wenn  der  anharmonische  Quotient  der  negativen  Ein- 
heit gleich  wird,  so  wird  die  Gruppe  (wie  wohl  bekannt  ist) 
harmonisch.    Wenn  wir  daher  die  beiden  Gleichungen  haben: 

r       x  +  y  1  1         x  —  y  ' 

so  sind  die  beiden  Punkte  C  und  C  einander  harmonisch  con- 
jugirt,  in  Beziehung  auf  die  beiden  gegebenen  Punkte,  A  und  B\ 
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und  wenn  sie  sich  zusammen  ändern,  in  Folge  der  Aenderung 

des  Werthes  von       so  bilden  sie  (in  einem  wohlbekannten 

Sinne)  auf  der  unbegrenzten  Graden  AB  Theilpunkte  in  In- 
volution.  Die  Doppelpunkte  (oder  Brennpunkte)  dieser  Invo- 
lution, nämlich  die  Punkte,  von 
denen  jeder  sich  selbst  conjugirt 

*  — £  fr  ist,  sind  die  Punkte  A  und  B 

selbst  Als  Verification  finden 
wir,  wenn  wir  mit  p  den  Vector  des  Mittelpunktes  M  des  ge- 
gebenen Intervalls  AB  bezeichnen,  so  dass 

ß-H  =  p-a,  oder  p  =  |  (a  +  ß), 

leicht,  dass 

p— ?    y  +  -r  r— 

oder 

so  dass  das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  MC,  MC  der 
beiden  veränderlichen,  aber  conjugirten  Punkte  C,  C  von 
dem  Mittelpunkte  M  der  Involution  gleich  dem  konstanten 
Quadrat  des  halben  Abstandes  zwischen  den  beiden  Doppel- 
punkten, A,  B,  ist.   Allgemeiner,  wenn  wir  schreiben: 

y  m  *°+9ß        y'  =  .+  **ß_ 

'         x  «f  g  9   '  £r  +  »y  ' 

wo  der  anharmonische  Quotient  ~  =  ^ , ,  irgend  ein  konstanter 

Skalar  ist,  so  bilden,  in  einer  anderen  bekannten  und  neueren*) 
Ausdrucksweise,  die  Punkte  C  und  C  auf  der  unbegrenzten 
graden  Linie  AB  zwei  homographische  Eintheilungen ,  deren 
Doppelpunkte  wieder  A  und  B  sind.  Noch  allgemeiner,  wenn 
wir  die  beiden  Gleichungen  aufstellen: 

'         x  +  y   '   u"u  '  /x  +  »y  ' 

—  wieder  konstant,  aber  £  variabel  nehmen,  während  «' =  0^, 

ß  —  OB"  und  y'  =  O C,  so  sind  die  beiden  gegebenen  Linien, 
und  .d'i?',  homographisch  eingetheilt  durch  die  beiden 

*)  Vergl.  die  „GSomeirie  Superieure"  von  M.  Chasles,   p.  107 
(Paris,  1862). 
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variablen  Punkte  C  und  C,  von  denen  wir  jetzt  nicht  voraus- 
setzen, das8  sie  sich  auf  einer  gemeinsamen  Linie  entlang  bewegen. 

27.  Wenn  die  lineare  Gleichung  aa  +  bß  +  cy  —  0,  ohne 
die  Beziehung  a  +  b  +  c  =  0  zwischen  ihren  Coefficienten  be- 
steht, so  sind  die  drei  coinitialen  Vectoren  er,  ß,  y  noch  com- 
planar,  aber  sie  endigen  nicht  mehr  in  einer  graden  Linie; 
ihre  Endpunkte  A,  Bt  C  sind  jetzt  die  Ecken  eines  Dreiecks. 
In  diesem  allgemeineren  Falle  können  wir  uns  die  Aüf- 
Fig.  ib.  gäbe  stellen,  die  Vectoren  a, 

ß*f  y  der  drei  Punkte 
Ä  m  OA  •  BC, 

J»XA\„  BT -OB' CA, 

C=OCAB 
zu  finden,  d.  h.  der  Punkte,  in 
denen  die  vom  Anfangspunkte  O 
\^        ^    zu  den  drei  Ecken  des  Dreiecks 
A  C  B  gezogenen  Linien  die  drei  ent- 

sprechenden gegenüberliegenden  Seiten  schneiden.  Die  drei 
Collineationen  OAÄ,  u.  s.  w.  geben  (nach  19)  drei  Ausdrücke 
von  den  Formen: 

a  =  xce, 

r  =  *r, 

in  denen  x,  y,  z  drei  Skalare  sind,  die  man  zu  bestimmen 
suchen  kann  vermittelst  der  drei  anderen  Collineationen  AB  C 
u.  8.  w.,  mit  Hülfe  von  Beziehungen,  die  aus  dem  Satz  des 
Art  23  abzuleiten  sind.  Wenn  man  daher  rar  u  seinen  Werth, 
x—  1a,  in  die  gegebene  lineare  Gleichung  einsetzt  und  die 
Summe  der  Coefficienten  der  neuen  resultirenden  linearen 
Gleichung  gleich  Null  setzt,  nämlich: 

jr-iaa  -f-  bß  -f-  cy] 

and  wenn  man  in  gleicher  Weise  ß,  y,  jedes  der  Reihe  nach, 
aus  der  ursprünglichen  Gleichung  eliminirt,  so  finden  wir  die 
Werthe: 

a  —  b  —  c 

*  -  b  +  <>  y  ~  c  +  a»  Z  ~  alh&' 

woraus  die  gesuchten  Vectoren  sich  auf  folgende  zwei  Arten 
ausdrücken  lassen: 
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oder 

nbß  +  cy    a,      cy  +  act      ,       aa  +  bß 

In  der  That  sehen  wir  aus  dem  einen  der  Ausdrücke 
iür  a,  das8  Ä  auf  der  Linie  CM  liegt,  und  aus  dem  anderen 
Ausdruck  für  denselben  Vector  a,  dass  derselbe  Punkt  Ä 
auf  der  Linie  BC  liegt.  Als  eine  andere  Verification  können 
wir  bemerken,  dass  die  letzten  Ausdrücke  für  a,ß,  y  mit 
denen  zusammenfallen,  die  in  Artikel  24  für  ce,  ß,  y  selbst, 
unter  der  besonderen  Annahme,  dass  die  drei  Punkte  A,  Bf  C 
collinear  waren,  gefunden  wurden. 

28.  Wir  können  uns  ferner  vornehmen,  die  Verhältnisse 
der  Abschnitte  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  zu  bestimmen, 
die  durch  die  Punkte  Ä,  C,  gebildet  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  können  wir  die  letzten  Gleichungen  für  a,  ß,  y  unter 
der  Form  schreiben: 

0  =  b  («'  -  ß)  -  c  {y  -  u) 
=  c{ß'-y)-a{«-(!) 

=  «(y'-«)-t>(ß-7>y, 

und  wir  sehen,  dass  sie  dann  die  gesuchten  Verhältnisse  er- 
geben, wie  folgt: 

BÄ  e 

CB  a 


BÄ  c' 
AV  _K 
CB~  a' 

und  daraus  erhalten  wir  sofort  die  bekannte  Gleichung  der 
sechs  Abschnitte: 

BÄ     CB"     AC  _  , 
ÄC  '  BÄ  '  C  B  ~  l> 

als  die  Bedingung  des  ZusammentreflFens  der  drei  graden 

Linien  AÄ,  BB ,  CC  in  einem  gemeinsamen  Punkte,  wie  O. 

Es  ist  auch  leicht,  aus  denselben  Verhältnissen  der  Abschnitte 

auf  die  folgende  Proportion  der  Coefficienten  und  Flächen  zu 

schliessen : 

a:b:c=  OBC:  OCA.OAB, 
in  der  wir  im  Allgemeinen  algebraische  Vorzeichen  beachten 
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müssen;  ein  Dreieck  denken  wir  (durch  Null)  vom  Positiven 
zum  Negativen  übergehend,  im  Vergleich  mit  irgend  einem 
gegebenen  Dreieck  in  seiner  Ebne,  wenn  (in  Folge  irgend 
einer  continuirlichen  Aenderung)  seine  Spitze  seine  Basis 
schneidet  Man  muss  beachten,  dass  wir  nach  dieser  Bestim- 
mung (die  wirklich  eine  nothwendige  zur  Aufstellung  allgemeiner 
Formeln  ist),  für  irgend  drei  Punkte,  die  Gleichung  haben: 

ABC  +  liAC=0, 
genau  so,  wie  wir  (in  Art.  5)  für  irgend  zwei  Punkte  die 
Gleichung  hatten: 

AB  +  BA  =  0. 

Vollständiger  haben  wir  in  diesem  Sinne  die  Formeln: 

ABC  =  -  BAC  =  BCA  =  -  CBA  =  CAB  =  -  ACß; 

und  irgend  zwei  complanare  Dreiecke,  ABC,  ABC,  haben  zu 
einander  ein  positives  oder  negatives  Verhältniss,  je  nachdem 
die  beiden  Rotationen,  die  durch  dieselben  Symbole  ABC, 
ABC,  dargestellt  gedacht  werden  können,  gleich  oder  ent- 
gegengesetzt gerichtet  sind. 

29.  Wenn  Ä  und  B'  resp.  die  Seiten  BC  und  CA  hal- 
biren,  dann  ist 

a  =  b  wm  c, 

und  ü  halbirt  AB;  daraus  folgt  das  bekannte  Theorem,  dass 
die  drei  Halbirungslinien  der  Seiten  eines  Dreiecks  in  einem 
Punkte  zusammentreffen,  der  oft  der  Schwerpunkt  genannt 
wird,  doch  den  wir  vorziehen  den  mittleren  Punkt  des  Drei- 
ecks zu  nennen  und  der  hier  der  Anfangspunkt  O  ist  Zu 
gleicher  Zeit  werden  die  erste  Ausdrücken  in  Art.  27  für  a,  ßl,  y 

daraus  ergiebt  sich  der  andere  bekannte  Satz,  dass  die  drei  Hal- 
birungslinien einander  in  einem  Drittel  ihrer  Länge  schneiden. 

30.  Die  lineare  Gleichung  zwischen  a,  ß,  y  reducirt  sich, 
in  dem  zuletzt  betrachteten  Falle,  auf  die  Form 

«  +  ,?+y  =  0, 

oder 

OA+OB+  OC=  0; 
die  drei  Vectoren  u,  ß,  y,  oder  OA,  OB,  OC  können  daher 
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(nach  Art.  10)  durch  eine  Fortbewegung  ohne  Drehung  so 
zusammengesetzt  werden,   dass  sie  die  aufeinanderfolgenden 
Fi*,  ib.  Seiten  eines  Dreiecks  werden ; 

und  wenn  wir  daher  (wie  in 
Fig.  19)  das  Parallelogramm 
AOBD  herstellen,  so  ist  das 
Dreieck  0 AD  das  erwähnte. 
Es  folgt  (nach  11),  dass ,  wenn 
wir  die  vier  Punkte  0,A,B,C 
durch  irgend  ein  System  pa- 
ralleler Coordinaten  in  vier 
andere  Punkte  Ol ,  Ax ,  Bl ,  Cv 
auf  irgend  eine  angenommene 
Ebne  projiciren,  die  Summe 
der  drei  projicirten  Vectoren 

ai  i  ß\  >  Y\ »  °^er  0|  A »  u-  s-  w* 
ebenfalls  Null  ist;  so  dass  wir 
die  neue  lineare  Gleichung, 

«i + A  +  n  -  °f 


oder, 


0^+  OxBx+  0,(7,=  0, 


Flf  30. 


haben ;  und  wirklich  ist  sofort 
ersichtlich  (siehe  Fig. 20),  dass 
der  projicirte  mittlere  Punkt 
0,  der  mittlere  Punkt  des 
projicirten  Dreiecks,  Av  Bv 
Cv  ist.  Wir  haben  auch  die 
Gleichung: 

(^-«0+(A-A+(yi-y)-Oi 

in  der 

al-a=Ü1  Al—OA~*{OlA  +  AA1)—{OOl+  OxÄ\ 

^AA^  —  OO^ 
daraus  folgt: 

OO^^AAt  +  BB^CCJ, 

oder  die  Coordinate  des  mittleren  Punktes  eines  Dreiecks  ist 
das  Mittel  der  Coordinaten  der  drei  Ecken. 
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Dritter  Abschnitt, 
üeber  ebne  geometrische  Netze. 

31.  Wenn  wir  den  allgemeineren  Fall  des  Art.  27,  in  dem 
die  Ooefificienten  a,  b,  c  als  ungleich  angenommen  wurden,  wieder 

»i.  aufnehmen,  so  kön- 

nen wir  zunächst 
untersuchen,  in  wel- 
chen Punkten  A", 
B',C  die  Linien 
BC,  CA,  AB 
respective  die  Sei- 
ten B(\CA,AB, 
des  Dreiecks  treffen; 
oder  können  anzu- 
geben suchen  die 
Vectoren  a",ß",r" 
der  Durchschnitts- 
f  punkte  (vergl.  27), 

A'=  BCBC, 
B  =  C'A'CA, 
C*=  AB"  AB, 

Die  ersten  Ausdrücke  im  Art.  27  rar  ß',y,  geben  die 
Gleichungen: 


folgt: 


(c  +  a)ß'+bß=0, 
(a  +  *)/+cy«0; 

bß-er  _  (q  +  b)r  -  (c  +  a)ß'  . 
b  —  e  (a  +  b)  —  (c  +  a)  ' 


aber  (nach  25)  ist  die  eine  Seite  der  Vector  eines  Punktes 
auf  BC,  und  die  andere  der  eines  Punktes  auf  B'C'\  jede  ist 
daher  ein  Werth  rar  den  Vector  a"  von  A" ',  und  ähnliches 
gilt  rar  ß"  und  y".    Wir  können  daher  schreiben: 


bB  —  c* 


cv  —  an 


2rj 
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und  indem  wir  diese  Ausdrücke  mit  der  zweiten  Reihe  der 
Werthe  von  a',ß',y'  in  Art.  27  vergleichen,  sehen  wir  (nach  26), 
da-s  die  Punkte  A",B",  C  harmonisch  conjugirt  (wie  sie  es,  be- 
kanntermassen,  wirklich  sind)  respective  zu  den  Punkten  Ä,B,C, 
in  Beziehung  auf  die  drei  Punktepaare,  Fi,  C;  C,  A\A,  B\  sind; 
so  dass  wir,  in  der  Bezeichnung  des  Art  25,  die  Gleichungen 
haben: 

{BÄCA")  m  {CB'AB")  =  {ACBC)  =  -  1. 

Und  da  die  Ausdrücke  für  a",ß",y"  zu  der  folgenden  li- 
nearen Gleichung  zwischen  diesen  drei  Vectoren  führen: 

{b  _  e)  „  '  +  (c  _  a)  f  +  (a  -  b)  y"  =  0, 
mit  der  Relation 

(/>  -  c)  +  (c  -  a)  +  (a  -  b)  =  0 

zwischen  ihren  Coefticientcn,  so  kommen  wir  (nach  23)  zu  dem 
zweiten  bekannten  Satze,  dass  die  drei  Punkte  A ',  ZT,  C"  col- 
linear  sind,  wie  das  durch  eine  der  punktirten  Linien  in  da- 
vorstehenden Figur  21  angezeigt  ist. 

32.  Die  Linie  Ä'BfC  kann  irgend  eine  gradlinige  Trans- 
versale darstellen,  die  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  schneidet; 
und  da  wir  haben: 

BA'       a"  -  ß  e 
A  C  ~  r-a    -  b> 

während  -SL-j  =  -  ,  und        =  - ,  wie  vorher, 
B  A       c 1  C  B      a'  ' 

so  kommen  wir  zu  der  zweiten  Gleichung  der  sechs  Segmente, 
für  irgend  ein  Dreieck,  das  durch  eine  grade  Linie  geschnitten 
wird  (vergl.  28): 

BA'     CB_     AC  . 
A  C     BA  '    CB  ~~  A' 

was  wiederum  übereinstimmt  mit  bekannten  Resultaten. 

33.  Wenn  man  ß  und  y  zwischen  jeder  Reihe  von  Aus- 
drücken (27)  für  ß1  und  /  eliminirt,  mit  Hülfe  der  gegebenen 
linearen  Gleichung,  so  kommen  wir  zu  der  weiteren  Gleichung 
zwischen  den  drei  Vectoren  a,ß',y': 

0  =  -  au  +  (c  +  a)ßr  +  (a  +  b)y'. 

Behandelt  man  sie  in  derselben  Weise  wie  die  zwischen 
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u,ß,y  gegebene  Gleichung,  so  finden  wir,  dass  wenn  wir  (wie 
in  Fig.  21) 

jt  '=  OA'BC, 
B"=OBC'A, 
C"'  =  OC  AB, 

machen,  die  Vectoren  dieser  drei  neuen  DurchschnittH-Punkte 
ausgedrückt  werden  können  auf  einem  der  beiden  folgenden 
Wege,  von  denen  der  erste  der  kürzere  ist,  doch  der  zweite 
für  gewisse  Zwecke  (vergl.  34,  36)  angemessener: 

t  >"   °°  ff"    bß  ,,,    cy  

'  *  *    ~2a  +  b  +  e1    P    -2b  +  c  +  a>    '     ~2c+a  +  b 

oder 

tt           n,      2aa  +  b.ß+cv 
1L  '  *  U  2a+b  +c  > 

ry„  _  2bß  +  cy  +  aa 
P    ~    2b  +  ~e  ~+T  » 

m      2cy  +  aa  +  bß 
7  2c  +  Q  +  b  ' 

Und  die  drei  Gleichungen,  von  denen  die  folgende  eine  ist: 
(b  -  c)a"  -  {2b  +  c  +  a)ß'"  +  (2c  +  a  +  b)y"  =  0, 
mit  den  Beziehungen  zwischen  ihren  Coefficienten,  die  nach  dem 
Anblick  sofort  ersichtlich  sind,  zeigen  (nach  23),  dass  wir  die 
drei  lunzukommenden  Collineationen  haben,  A'ff"C",  B'C'A", 
C"A"B"',  wie  sie  durch  drei  von  den  punktirten  Linien  in  der 
Figur  angedeutet  sind.  Da  wir  ferner  die  beiden  Ausdrücke  haben : 

.,,  _  (a  -f  b)  Y'  +  (c  +  a)  £ 

(fl  +  6)  +  (c  +  a)  ' 
//  _(a  +  b)y'  —  (c  +  a)ß' 

\a  +  b)  -  (e  +  a)  ' 

so  sehen  wir  (nach  26),  dass  die  beiden  Punkte  A',A"  har- 
monisch conjugirt  sind  in  Beziehung  auf  />  und  C  ;  und  ebenso 
die  beiden  anderen  Punktepaare  B"  und  C",  C"  in  Bezug 
auf  C,  A,  und  Ä,B':  so  dass  wir,  in  einer  schon  angewandten 
Bezeichnung  (25,  31),  schreiben  können, 

{BA"CA')  =  {CB"'AB  ")  =  {AC'BC)  -  -  t 

34.  Wenn  wir,  wie  vorher,  mit  irgend  vier  complanaren 
Punkten  beginnen,  O,  A,  B,  C,  von  denen  nicht  drei  collinear 
sind,  so  können  wir  (wie  in  Fig.  18),  durch,  wie  wir  sagen 
können,  eine  erste  Construction,  von  Urnen  sechs  Linien  ableiten, 
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die  sie  zu  zwei  und  zwei  verbinden,  und  die  einander  in  drei 
neuen  Punkten  Ä,  R,  C  schneiden;  und  dann  können  wir  durch 
eine  zweite  Construction  (dargestellt  in  Fig.  21)  diese  drei  neuen 
Linien  verbinden,  die,  durch  ihre  Durchschnitte  mit  den  vorigen 
Linien,  sechs  neue  Punkte,  Ä\  .  .  .  C"  ergeben  werden.  Wir 
können  fortfahren  sie  miteinander  und  mit  den  gegebenen  Punkten 
durch  sechszehn  neue  Linien,  oder  Linien  einer  dritten  Con- 
struction, zu  verbinden,  nämlich,  die  vier  punktirten  Linien  der 
Fig.  21,  und  zwölf  andere  Linien  ,  von  denen  drei  von  jedem 
der  vier  gegebenen  Punkte  gezogen  werden  müssten:  und  diese 
würden  vier  und  achtzig  neue  Durchschnittspunkte  bestimmen, 
von  denen  man  einige,  obwohl  sie  nicht  bezeichnet  sind,  in  der 
Figur  sehen  kann. 

Aber  wie  weit  dieses  Verfahren  linearer  Construction  fort- 
gesetzt werden  möge,  um  das  zu  bilden,  was  man*  ein  ebenes 
geometrisches  Netz  genannt  hat,  die  Vectoren  der  so  bestimmten 
Punkte  haben  alle  eine  gemeinsame  Eigenschaft:  nämlich  die, 
dass  jeder  dargestellt  werden  kann  durch  einen  Ausdruck  von 
der  Form: 

_  xaa  +  ybß  +  tCf  . 
^  ~~    xa  +  yb  +  ze  ' 

in  dem  die  Coefficienten  x,  y,  z  irgend  welche  ganze  Zahlen  sind. 
Wirklich  sehen  wir  (aus  27,  31,  33),  dass  solche  Ausdrücke  für 

die  neun  abgeleiteten  Vectoren  a',  y"\  die  bisher  allein 

betrachtet  worden  sind,  angegeben  werden  können;  und  es  ist 
nicht  schwer,  aus  der  Art  der  angewandten  Rechnungen,  ein- 
zusehn,  dass  ein  ähnliches  Resultat  für  jeden  folgenden  abge- 
leiteten Vector  gelten  muss.  Doch  dieses  und  andere  verwandte 
Resultate  werden  verständlicher  und  ihre  geometrische  Bedeu- 
tung wird  besser  verstanden  werden,  nach  einer  etwas  eingehen- 
deren Betrachtung  von  anharmonischen  Quotienten  und  der 
Einführung  eines  gewissen  Systems  anharmonischer  Coordinaten. 
für  Punkte  und  Linien  in  einer  Ebne,  zu  der  wir  uns  jetzt 
wenden  wollen;  indem  wir  uns,  für  ein  folgendes  Kapitel,  einige 
Anwendungen  der  vorigen  Theorie  auf  den  Raum  vorbehalten. 


•  Prof.  A.  F.  Möbiaa,  auf  Seite  274  seine»  baryeentrischen  Calcüls. 
(Der  barycentrisebe  Calcül,  Leipzig,  1827.) 
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Vierter  Abschnitt. 

Ueber  anharmoniache  Coordinaten  und  Gleichungen 
Punkten  und  Linien  in  einer  Ebne. 

35.  Wenn  wir  die  letzten  Gleichungen  des  Art.  33  mit  den 
entsprechenden  Gleichungen  des  Art.  31  vergleichen,  so  sehen 
wir,  das8  die  harmonische  Gruppe  BÄCA",  auf  der  Seite  BC 

des  Dreiecks  ^LßCin  Fig.  21,  einfach 
reflectirt  worden  ist  in  eine  andere 
solche  Gruppe,  B'Ä"CA',  auf  der 
Seite  BC,  durch  ein  harmonisches 
Büschel  von  vier  Strahlen,  die  alle 
durch  den  Punkt  O  gehen ;  und  ebenso 
ist  es  bei  den  anderen  Gruppen.  All- 
gemeiner, es  sei  OA,  OB,  OC,OD, 
oder  kurz  O.ABCD,  irgend  ein  Bü- 
schel, mit  dem  Punkt  O  als  Spitze; 
und  es  werde  der  neue  Strahl  OD, 
wie  in  Fig.  22,  durch  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  ABC,  in  den  drei  Punkten  AVBV  Cx  geschnitten; 
es  sei  ferner 


±±eJ 


b  +  te 


so  dass  wir  (nach  25)  die  anharmonischen  Quotienten  haben; 

wir  wollen  die  beiden  anderen  Vectoren  der  Durchschnitts- 
punkte, ßx  und  yv  zu  bestimmen  suchen,  und  zwar  in  der  Ab- 
sicht die  anharmonischen  Verhältnisse  der  Gruppen  auf  den  beiden 
anderen  Seiten  zu  bestimmen.   Die  gegebene  Gleichung  (27), 

au  +  bß  +  cy  —  0, 
zeigt  uns  sofort,  dass  diese  beiden  Vectoren: 
nn  —  r  _<s  —  *)cr+Jaa 

nr  _v  —  («— iW  +  ««g 

VLi  -  yi  ~  (.-y)  b  +  za r» 

sind  und  daraus  leiten  wir  (nach  25)  die  beiden  anderen  An- 
harmonischen ab, 


{CB'ABJ 


3Lr_ 


(BCACJ 
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so  dass  wir  die  Relationen  haben: 

{CB'ABJ  +  {CA DA,)  =  (BC ACX)  +  BÄCA})  =  |, 
Ferner  ist  es  im  Allgemeinen,  für  irgend  vier  colüneare 
Punkte  A,  B,  C,  D,  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass 

und  daraus  kann  nach  der  Definition  (25)  der  Bezeichnung  des 
Symbols  (ABCD),  die  folgende  Identität  abgeleitet  werden: 

{AB  CD)  +  {ACBD)  =  1. 
Wenn  wir  dies  dann  mit  den  zuletzt  gefundenen  Relationen 
vergleichen,  haben  wir,  für  Fig.  22,  die  folgenden  anharmonischen 
Gleichungen: 

(CABBJ-WBAJ^^; 

(BACC1)  =  (BA'CAi)  = 

und  wir  sehen  (wie  nach  bekannten  Sätzen  zu  erwarten  war), 
dass  sich  die  Anharmonische  der  Gruppe  nicht  ändert,  wenn 
wir  von  einer  Seite  des  Dreiecks,  diese  als  eine  Transversale 
des  Büschels  betrachtet,  zu  einer  anderen  Seite,  oder  Trans- 
versale übergehen. 

Wir  können  daher  (wie  üblich)  von  solch  einer  Anharmo- 
nischen einer  Gruppe,  als  zu  gleicher  Zeit  von  der  Anharmo- 
nischen eines  Büschels  sprechen;  und,  mit  Rücksicht  auf  die 
Reihenfolge  der  Strahlen,  und  auf  die  Definition  (25)  die  beiden 
letzten  Anharmonischen  durch  die  beiden  folgenden  reciproken 
Ausdrücke  bezeichnen: 

[O.  CA  BD)  =  - ;        (O.BACD)  =  ±\ 

mit  anderen  sich  daraus  ergebenden  Werthen,  wenn  die  Reihen- 
folge der  Strahlen  geändert  wird;  wir  wollen  schreiben,  dass 

(O.CABD)  =  (CÄ&D), 
wenn  die  Strahlen  OC,OA,OB,()D  durch  irgend  eine  grade 
Linie  in  den  Punkten  C',Ä,B',Df  geschnitten  werden. 
36.  Der  Ausdruck  (34), 

_  .ran  +  ybß  +  zcy 
"         xa  +  yb  +  zc  ' 

kann  den  Vector  irgend  eines  Punktes  P  in  der  gegebenen 
Ebne,  durch  eine  passende  Wahl  der  Coefficienten  x,y,z,  oder 
einfach  der  Verhältnisse  derselben  darstellen.  Denn  da  (nach  22) 
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die  drei  complanaren  Vectoren  PA,  PB,  PC  durch  eine  lineare 
Gleichung  von  der  Form: 

a'.PA  +  b'.Pß  +  c.PC=0, 

verbunden  sein  müssen,  oder: 

a'(a-o)  +  b'(ß-V)  +  c(y-i))  =  0, 

eine  Gleichung,  die  ergiebt 

—  aa  +     +  e  1 
P  —    a'  +  b'  +  c  9 

so  haben  wir  nur  zu  schreiben: 


7-'- 


7- 


Fi*.  23 


um  den  angegebenen  Ausdruck  lÜr  p  zu  erhalten.    Daraus  ist 

leicht  zu  folgern,  aus  Sätzen  die 
schon  entwickelt  worden  sind,  dass 
wenn  wir  schreiben  (vergleiche  die 
nebenstehende  Figur  23), 
Pl  =  PA  BC, 
l\  =  PB'CA, 
Ps  =  PC  AB, 
wir,  mit  denselben  Cocfificienten 
ryz  die  folgenden  Ausdrücke  für 
die  Vectoren  OP,OP2,0  Ps,  oder 
Pi>Pi>P3>  der  drei  Durchschnittspunkte.   Plf  P2,  P^  haben 
werden : 

und  dies  ergiebt  sofort  die  folgenden  Anhannonischen  der  Bü- 
schel oder  Gruppen: 

{A.BOCP)  =  {BACPx)  =  f ; 

(B.  CO  AP)  =  (CRAPJ  =j; 

(C.  A  OBP)  =  {ACBP3)  =  -  ; 

wir  ersehen  daraus,  dass  ihr  Product  gleich  eins  ist. 

Irgend  zwei  von  diesen  drei  Büscheln  gentigen  zur  Bestim- 
mung der  Lage  des  Punktes  P,  wenn  das  Dreieck  ABC  und 
der  Anfangspunkt  O  gegeben  sind,  und  daraus  leuchtet  ein. 
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da88  die  drei  Coefficienten  x,y,zf  oder  irgend  welche  ihnen  pro- 
portionale Skalare,  deren  Quotienten  also  die  Anharmonischen 
dieser  Büschel  darstellen,  passend  die  Anharmonischen  Co- 
ordinaten  des  Punktes,  1\  mit  Bücksicht  auf  das  gegebene 
Dreieck  und  den  gegebenen  Anfangspunkt  genannt  werden 
können:  während  der  Punkt  P  selbst  durch  das  Zeichen: 

P  =  {x,y,z)} 

bezeichnet  werden  kann. 

Mit  dieser  Bezeichnung  werden  die  dreizehn  Punkte  der 
Fig.  21  so  bezeichnet: 

A    =(1,0,0),    B  =(0,1,0),      C  =(0,0,1),     0«  (1,1,1), 
A  =(0,1,1),     B  =(1,0,1),     C  =(1,1,0); 
A'  =(0,1,-1),  #'=(-1,0,1),  C"  =(1,-1,0); 
A"  =  (2, 1, 1),    S"  =  (1, 2, 1),     C"  =  (1, 1, 2). 

37.  Wenn  Px  und  P2  irgend  zwei  Punkte  in  der  gegebenen 
Ebne  sind: 

und  wenn  t  und  u  irgend  zwei  Skalar  -  Coefficienten  sind,  dann 
ist  der  folgende  dritte  Punkt, 

P  =  {txx  +  uxv  tyx  +  uyv  tzx  +uz%), 
collinear  mit  den  zwei  vorigen  Punkten,  oder  (in  anderen  Worten 
er  hegt  auf  der  graden  Linie  Px  P2.  Denn,  wenn  wir  setzen: 

X  =  tXx  +  MX,, 

y  =  tyx  +  uy2f 
z  =  tzx  +  uzst 

und: 

Xjd  a  +  . . .  a  +  . . . . 

pi  ■  x,a +  ....»  ^^^rr-Tr.» 

xaa +  . . . . 

so  sind  diese  Vectoren  der  drei  Punkte  PxPtP  durch  die 
lineare  Gleichung  verbunden: 

t{xxa  +  +  «(*2a  +  •••■)  P«  -  (*«  +  •...)(>  =  0; 

in  der  (vergl.23)  die  Summe  der  Coefficienten  Null  ist  Umgekehrt, 
der  Punkt  P  kann  nicht  colünear  mit  PvPt  sein,  wenn  sich 
nicht  seine  Coordinaten  in  dieser  Weise  durch  die  ihrigen  aus- 
drücken lassen.  Es  folgt  daraus,  dass  wenn  ein  variabler  Punkt  P 
gezwungen  wird  sich  eine  gegebene  grade  Linie  PxPt  entlang 
zu  bewegen,  oder  wenn  er  solch  eine  Linie  (in  der  gegebenen 
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Ebne)  zu  seinem  Orte  hat,  dass  seine  Coordinaten  xyz  einer 
homogenen  Gleichung  ersten  Grades  genügen  müssen,  mit  con- 
stanten  Coefficienten ;  die,  in  der  bekannten  Bezeichnung  der 
Determinanten,  so  geschrieben  werden  kann: 

0=  xx,yx,zx 

oder  vollständiger, 

0  =  x{yxzs-  zxyt)  +  y{zx*t-        +  z {xxyt-  y^,); 
oder  kurz:  0  =* /*  +  my  +  nz; 

in  ihr  sind  /,  m,  n  drei  konstante  Skalare,  deren  Quotienten 
die  Lage  der  graden  Linie  A  bestimmen,  einer  Linie,  die 
also  der  Ort  des  Punktes  P  ist  Es  ist  naturgemäss,  die 
Gleichung,  die  so  die  Coordinaten  des  Punktes  P  verbindet, 
die  Anharmonische  Gleichung  der  Linie  A  zu  nennen;  und 
man  wird  es  auch  angemessen  finden,  von  den  Coefficienten 
/,  m,  n  in  dieser  Gleichung,  als  von  den  Anharmonischen 
Coordinaten  der  Linie  zu  sprechen:  diese  Linie  kann  auch 
bezeichnet  werden  durch  das  Symbol: 

A  =  [/,  ot,  n]. 

38.  So  haben  z.  B.  die  drei  Seiten  BC,  CA,  AB  des  ge- 
gebenen Dreiecks  zu  ihren  Gleichungen: 

x  =  0,   y  =  0,    z  =  0, 
und  zu  ihren  Symbolen: 

[1,0,0],    [0,1,0],  [0,0,1]. 
Die  drei  weiteren  Linien  OA,  OB,  OC,  der  Figur  18 
haben  in  gleicher  Weise  zu  ihren  Gleichungen  und  Symbolen: 
y  —  z  »  0,    z  —  x  =  0,     x  —  y  =  0, 
[0,1,-1],     [-1,01]  [1,-1,0]. 

Die  Linien  BCA',  CA  Bf',  ABC  der  Figur  21  sind: 
</  +  z  —  x  =  0,  z  +  x  -y  =  Q,  x  -\-  y  —  z  =  0 , 

die  Linien  Ä'B"C",  B'C'A",  C'A"B",  derselben  Figur,  werden 
ebenso  dargestellt  durch  die  Gleichungen  und  Symbole: 
jj  +  z -3x=  0,  z  +x  -3y  =  0,  x+y-3z  =  0, 
[-3,1,1],         [1,-3,1],  [1,1,-3]; 
und  die  Linie  A  B  C  ist, 

*  +  y  +  z  =  0,  oder  [1,1,1]. 

Hamilton,  Qu»t«iiioi>en.  3 
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Endlich,  wollen  wir  bemerken,  dass  in  derselben  Weise 
die  Gleichung  und  das  Symbol  dessen,  was  oft  die  Linie  im 
Unendlichen  genannt  wird,  oder  des  Ortes  aller  unendlich  ent- 
fernten Punkte  in  der  gegebenen  Ebne,  bezüglich  sind: 

a x  +  by  -f-  cz  =  0,  und  [a,b,c]\ 
denn  die  lineare  Function,  ax  +  by  +  cz,  der  Coordinaten  x,y,  z 
eines  Punktes  P  in  der  Ebne,  ist  der  Nenner  des  Ausdrucks 
(34,36)  für  den  Vector  q  dieses  Punktes:  so  dass  der  Punkt  P 
in  unendlicher  Entfernung  vom  Anfangspunkte  O  ist,  wenn,  und 
nur  wenn,  diese  lineare  Function  verschwindet. 

39.  Die  anharmonischen  Coordinaten  einer  Linie,  obwohl 
sie  vorher  (37)  in  Beziehung  auf  die  Gleichung  dieser  Linie, 
interpretirt  wurden,  die  Gleichung  aufgefasst  als  eine  Verbindung 
zwischen  den  Coordinaten  eines  variablen  Punktes  derselben, 
sind  auch  einer  unabhängigen  geometrischen  Deutung  fähig. 
Denn  die  drei  Punkte  L,M,N,  in  denen  die  Linie  A,  oder 
[/.  m,  n]  oder  Ix  +  my  +  nz  =  0,  die  drei  Seiten  BC,  CA,  AB 
des  gegebenen  Dreiecks  ABC,  oder  die  drei  gegebenen  Linien 
x  =  0,y  =  0,  z  =  0(38)  schneidet,  können  augenscheinlich  (nach 
Massgabe  von  36)  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden: 

L  =  (0, n,-m);    M=  (-  n,Q,!);  iV=(m,-/,0). 

Aber  wir  haben  auch  (nach  36): 
^"  =  (0,1,-1);    B'=  (-1,0,1);    C  =(1,-1,0); 
daraus  folgt  leicht,  nach  den  Sätzen  früherer  Artikel,  dass: 

1  =  {BA"CL);    ±  =  {CB'AMy,  ^=(AC"BNy, 

mit  der  sich  daraus  ergebenden  Relation: 

(B  Ä'CL) .  (CB'A  M) .  {A  C'B  ZV)  =  1. 

40.  Umgekehrt,  diese  letzte  Gleichung  wird  leicht  bewiesen, 
mit  Hülfe  der  bekannten  und  allgemeinen  Relation  zwischen 
Segmenten  (32),  wenn  man  sie  auf  irgend  zwei  Transversalen 
A"B"C  und  LMN,  eines  Dreiecks  ABC  anwendet  In  der 
That,  haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 

BA"     CR'     AC  ,  BL      CM      AN  . 

A  'C  '  B"A  '  CB  =  -l»        LC  '  MA  '  ~NB  =  -*« 
dividirt  man  die  erste  derselben  durch  die  letztere,  so  folgt  die 
letzte  Formel  des  vorigen  Artikels.    Wir  hätten  daher  auf 
diesem  Wege,  ohne  irgend  welche  Betrachtung  eines  variablen 
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Punktes  P,  dazu  geführt  werden  können ,  drei  Hülfs  -  Skalare, 
/,  m,n,  einzuführen,  dadurch  definirt,  dass  ihre  Quotienten 

*  ,  — ,  *  respective  gleich  sind,  wie  in  39,  den  drei  Anhar- 
monischen von  Gruppen, 

(BÄ'CL),   (CBTAM),    (A  C"BN)\ 

und  dann  würde  es  augenscheinlich  gewesen  sein,  dass  diese  drei 
Skalare,  l,m,n  (oder  irgend  welche  andere  ihnen  proportionale) 
genügen,  die  Lage  der  geraden  Linie  A,  oder  LMN,  betrachtet 
als  eine  Transversale  des  gegebenen  Dreiecks  ABC,  za  bestim- 
men :  so  dass  sie  naturgemäss,  im  Hinblick  darauf,  wie  vorher, 
die  anharmonischen  Coordinaten  dieser  Linie  hätten  genannt 
werden  können.  Doch  obwohl  die  anharmonischen  Coordinaten 
eines  Punktes  und  einer  Linie  so  in  unabhängiger  Weise  de- 
finirt werden  können,  so  findet  man  doch,  dass  die  geometri- 
sche Nützlichkeit  solcher  Definitionen  hauptsächlich  von  ihrer 
Combination  abhängt:  oder  von  der  Formel  Ix  +  my  +  nz  =  0 
in  37,  die  nach  Belieben  betrachtet  werden  kann,  entweder  als 
Ausdruck  dafür,  dass  der  variable  Punkt  (x,y,  z)  irgend  wo  auf 
der  gegebenen  geraden  Linie  [/,th,  n]  liegt;  oder  dafür,  dass 
die  variable  Linie  [/,  m,  w]  in  irgend  einer  Richtung,  durch  den 
gegebenen  Punkt  {x,y,z)  geht 

41.  Wenn  Ax  und  A2  irgend  zwei  gerade  Linien  in  der 
gegebenen  Ebne  sind, 

Ax  =  [/„      «J,  Ao  «  [l2,  m2,  ns], 

dann  kann  irgend  eine  dritte  gerade  Linie  A  in  derselben  Ebne, 
die  durch  den  Durchschnittspunkt  Ax '  At  geht,  oder  (in  anderen 
Worten),  die  mit  ihnen  zusammentrifft  (in  endlicher  oder  un- 
endlicher Entfernung),  dargestellt  werden  (vergl.  37)  durch  ein 
Symbol  von  der  Form, 

A  =  [tly  +  uli,tmx  +  ttm^,tnx  +  nn2]\ 
in  ihm  sind  t  und  u  Skalar-Coefficienten.    Oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  wenn  /,  m,  n  die  anharmonischen  Coordinaten 
der  Linie  A  sind,  dann  muss  (vergL  wieder  37),  der  Gleichung 

I/,  m,  n  I 

0  =  /  {mfo—  nxm2)  +  u.  8.  w.  =  /„  , 
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genügt  werden;  denn,  wenn  {Xf  Y,Z)  der  angenommene  den 
drei  Linien  gemeinsame  Punkt  ist,  so  müssen  die  drei  Glei- 
chungen: 

/  X+m  y+n  Z=0, 
{X  +  m1  Y  +  n,Z=  0, 

zugleich  stattfinden.  Umgekehrt,  diese  Coexistenz  wird  möglich 
sein,  und  die  drei  Linien  werden  einen  gemeinsamen  Punkt 
haben  (der  unendlich  weit  entfernt  sein  kann),  wenn  die  vorige 
Bedingung  des  Zusammentreffens  erfüllt  ist.  Zum  Beispiel, 
da  wir  (in  38)  gesehen  haben,  dass  [o,  b,  c]  das  Symbol  der 
Linie  in  der  Unendlichkeit  ist  (wenigstens  wenn  wir  noch  die- 
selben Bedeutungen  der  Skalare  a,b,c  beibehalten  wie  in  den 
Artikeln  27,  u.  s.  w.),  so  folgt,  dass 

A  —  [/,  m,  n],  und  Ä=*  [/  +  ua,  »i  +  ub,  n  -f  uc], 

die  Symbole  zweier  parallelen  Linien  sind;  denn  sie  treffen  im 
Unendlichen  zusammen.  Im  Allgemeinen,  führen  alle  Probleme 
über  Durchschnitte  von  geraden  Linien,  Collineationen  von 
Punkten,  u.  s.  w.,  in  der  gegebenen  Ebne,  wenn  sie  mit  dieser 
anharmonischen  Methode  behandelt  werden,  zu  leichten  Elimi- 
nationen zwischen  linearen  Gleichungen  (von  der  Skalar-Art), 
bei  denen  wir  uns  hier  nicht  aufzuhalten  brauchen:  der  Me- 
chanismus solcher  Hechnungen  ist  meistens  derselbe  wie  in  den 
bekannten  Methoden  trilinearer  Coordinaten:  obwohl  (wie  wir 
gesehen  haben)  die  geometrische  Deutung  völlig  verschieden  ist. 

Fünfter  Abschnitt. 
Ueber  ebne  geometrische  Netse,  (Fortaetzung). 

42.  Wenn  wir  jetzt,  für  einen  Augenblick,  die  Betrachtung 
derjenigen  ebenen  geometrischen  Netze  wiederaufnehmen ,  die 
in  Art.  34  erwähnt  wurden;  und  übereinkommen  diese  Punkte 
und  Linien,  in  der  gegebenen  Ebne,  respective  rationale  Punkte 
und  rationale  Linien  zu  nennen,  deren  anharmonische  Coordi- 
naten gleich  (oder  proportional)  ganzen  Zahlen  sind;  weil  dann 
die  anharmonischen  Quotienten,  die  im  letzten  Abschnitt  dis- 
cutirt  wurden,  rational  sind;  wenn  wir  dagegen  sagen,  dass  ein 
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Punkt  oder  eine  Linie  irrational  ist,  oder  dass  er  in  irrationaler 
Beziehung  zu  dem  gegebenen  System  von  vier  Anfangspunkten 
O,  A,  B,  C,  steht,  wenn  seine  anharmonischen  Ooordinaten  nicht 
alle  gleich  (oder  proportional)  ganzen  Zahlen  sind;  so  ist  es  klar, 
dass  welche  vier  Punkte  wir  als  Anfangspunkte  annehmen  mögen, 
und  wie  weit  wir  die  Construction  des  Netzes  treiben  mögen, 
die  Netzpunkte  und  Netzlinien,  die  so  entstehen,  alle  rational 
sein  werden,  in  dem  eben  jetzt  definirten  Sinne.  In  der  That, 
beginnen  wir  mit  solchen;  die  folgenden  Eliminationen  (41) 
können  nachher  niemals  zu  irgend  welchen  fuhren,  die  von  der 
entgegengesetzten  Art  sind :  die  gerade  Linie,  die  zwei  rationale 
Punkte  verbindet,  ist  immer  eine  rationale  Linie;  und  der 
Durchschnittspunkt  zweier  rationalen  Linien  ist  nothwendig  ein 
rationaler  Punkt.  Die  in  Art  34  gemachte  Behauptung  ist 
daher  völlig  gerechtfertigt 

43.  Umgekehrt,  jeder  rationale  Punkt  der  gegebenen  Ebne, 
mit  Rücksicht  auf  die  vier  angenommenen  Anfangspunkte  OABC, 
ist  ein  Punkt  des  Netzes,  das  diese  vier  Punkte  bestimmen. 
Dies  zu  beweisen,  ist  es  augenscheinlich  genügend  zu  zeigen, 
dass  jeder  rationale  Punkt  Ax  =  (0,y,  z),  auf  irgend  einer  Seite 
B C  des  gegebenen  Dreiecks  ABC,  auf  diese  Weise  construirt 
werden  kann.    Macht  man,  wie  in  Pig.  22, 

Bx  =  OAx '  CA,  und  Cx  =  OAx  AB, 

so  haben  wir  (nach  35,  36)  die  Ausdrücke, 

Bx  =  (y,Q,y  -  z),  q=(z,z-y,0); 

aus  ihnen  ist  leicht  zu  folgern  (nach  36,  37),  dass 

CBx'BC=(0,y,z-y), 

BCX'BC  =  (0,y-z,z); 

und  so  können  wir  die  lineare  Con- 
struction des  rationalen  Punktes  (0, 
y,  z),  bei  dem  die  beiden  ganzen  Zahlen 
y  und  z  als  Primzahlen  zu  einander 
angenommen  werden  können,  darauf 
zurückfuhren,  dass  sie  von  derjeni- 
gen des  Punktes  (0, 1, 1),  abhängt,  der 
schon  als  Ä  construirt  worden  ist  Es 
folgt  ferner,  dass  obwohl  kein  irrationaler  Punkt  Q  der  Ebne 
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ein  Netzpunkt  sein  kann,  man  doch  jedem  solchen  Punkte  un- 
endlich nahe  kommen  kann,  wenn  man  die  lineare  Construction 
fortsetzt;  er  kann  daher  in  einer  vierseitigen  Masche  P1PiP3Pv 
oder  auch  in  einer  dreiseitigen  Masche  PlPJP3  eingeschlossen 
werden  und  diese  Masche  des  Netzes  kann  man  so  klein  machen 
als  man  will.  Entsprechende  Bemerkungen  ergeben  sich  für 
irrationale  Linien  in  der  Ebne,  die  niemals  mit  Netz -Linien 
zusammenfallen,  doch  ihnen  unendlich  nahe  liegen  können. 

44.  Wenn  P,  Pv  P2  irgend  drei  collineare  Punkte  des 
Netzes  sind,  so  dass  die  Formeln  von  37  anwendbar  sind,  und 
wenn  P'  irgend  ein  vierter  Netzpunkt  (*■',/,/)  auf  derselben 
Linie  ist,  dann  haben  wir,  wenn  man  schreibt: 

xxa  +  yxb  +  z,c  =  vv       x2a  +  y2b  +  z2c  =  vtt 
zwei  Ausdrücke  von  den  Formen: 

  tl\Qt  +  U  t't  Qt  >         tvxQx  +  UVt  <jt 

^         tvx  +  uvt     '  ^         tvx  +  u'Vf  ' 

in  denen  die  Coefficienten  tu  tu  rational  sind,  denn  die  Coor- 
dinaten  xyz,  u.  s.  w.,  sind  es,  wie  auch  die  Constanten  abc  sein 
mögen.  Wir  haben  daher  (nach  25)  den  folgenden  rationalen 
Ausdruck  für  die  Anharmonische  dieser  Netzgruppe: 

V  xrr2r  )  -  u -{x^  _JfTt)(x.Jfi  _y>|), 

und  ebenso  für  jede  andere  Gruppe  derselben  Art  Daher  hat 
jede  Gmppe  von  vier  collinearen  Netzpunkten,  und  folglich  auch 
jedes  Bündel  von  vier  zusammenlaufenden  Netzlinien,  einen  ra- 
tionalen Werth  für  seine  anharmonische  Function;  dieser  Werth 
hängt  nur  von  den  bei  der  linearen  Construction  angewandten 
Processen  ab,  durch  die  man  zu  dieser  Gruppe  oder  diesem 
Bündel  kam,  und  ist  ganz  unabhängig  von  der  Configuration 
oder  der  Anordnung  der  vier  Anfangspunkte:  denn  die  drei 
Anfangsconstanten,  a,  b,c,  verschwinden  aus  dem  resultirenden 
Ausdruck.  So  waren,  in  Fig.  21,  die  neun  Büschel,  welche  die 
neun  abgeleiteten  Punkte  Ä  ...C"  zu  ihren  Ausgangspunkten 
hatten,  alle  harmonische  Büschel,  in  welcher  Art  auch  die  vier 
Punkte  O,  A,  Bf  C  angeordnet  sein  mochten.  Im  Allgemeinen 
kann  man  sagen,  dass  alle  ebenen  geometrischen  Netze  homo- 
graphische Fipuren  sind;*  und  umgekehrt,  können  in  irgend 

*  Vergl.  die  Geometrie  Superieure  von  Chasles,  p.  862. 
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zwei  solchen  ebenen  Figuren,  entsprechende  Punkte  betrachtet 
werden  als  entweder  zusammenfallend,  oder  wenigstens  (nach  43) 
als  unendlich  nahe  der  Coincidenz  mit  ähnlich  construirten 
Punkten  zweier  ebenen  Netze:  d.  h.  mit  Punkten,  deren  anhar- 
monische Coordinaten  (36)  in  ihren  respectiven  Systemen  gleich 
ganzen  Zahlen  sind. 

45.  Ohne  hier  auf  eine  allgemeine  Theorie  der  Trans- 
formation anharmonischer  Coordinaten  einzugehn,  können  wir 
doch  schon  sehn,  dass  wenn  wir  irgend  vier  Netzpunkte  OvAv 
BVCV  von  denen  nicht  drei  collinear  sind,  auswählen,  jeder 
andere  Punkt  P  desselben  Netzes  in  rationaler  Beziehung  (42) 
zu  ihnen  steht;  denn  (nach  44)  sind  die  drei  neuen  Anharmo- 
nischen der  Büschel,  {Ai .  B1OlClF)  =  2l,  u.  s.  w., rational:  und 

daher  sind  die  jetzigen  Coordinaten  J,i,yl,zl  des  Punktes  P 
(vergl.  36)  sowohl,  als  seine  alten  Coordinaten  ryz,  gleich  oder 
proportional  ganzen  Zahlen.  Es  folgt  (nach  43),  dass  jeder 
Punkt  P  des  Netzes  linear  construirt  werden  kann,  wenn  irgend 
vier  solche  Punkte  gegeben  sind;  (von  denen  nicht  drei  colli- 
near sind,  wie  oben) ;  oder  mit  anderen  Worten,  dass  das  ganze 
Netz  reconstruirt  werden  kann,  *  wenn  irgend  eins  seiner  Vier- 
seite (sowie  der  Zwischenraum  in  Fig.  24)  bekannt  ist  Als 
ein  Beispiel  können  wir  annehmen,  dass  die  vier  Punkte  OÄBC' 
in  Fig.  21  gegeben  sind,  und  dass  gesucht  wird  von  ihnen  aus 
die  drei  Punkte  ABC  wiederzufinden,  die  vorher  zu  den  gege- 
benen Daten  der  Construction  gehörten.  Zu  diesem  Zweck 
ist  es  nur  nöthig,  zuerst  die  drei  Hülfspunkte  Ä",  B  "f  C"  zu 

*  Dieser  Satz  (45)  von  der  möglichen  Reconstruction  eines  ebenen 
Netzes,  von  irgend  einem  seiner  Vierecite  aus,  und  das  Theorem  (43)  in 
Bezug  auf  die  Möglichkeit  der  unendlichen  Annäherung  durch  Netzlinicu 
an  die  vorher  erwähnten  irrationalen  Punkte  (42),  ohne  diese  Punkte  durch 
irgend  welche  Processe  linearer  Construction  von  der  hier  betrachteten 
Art  jemals  erreichen  zu  können,  sind  schon  aufgestellt  worden,  wenigstens 
ihrem  Wesen  nach,  (obwohl  durch  eine  völlig  verschiedene  Analysis  be- 
gründet), in  der  an  tiefen  und  originalen  Gedanken  reichen  Abhandlung 
von  Möbius,  auf  die  ich  mich  in  einer  früheren  Anmerkung  bezogen  habe. 
(Art.  34,  p.  26).  Vergleiche  die  Anmerkung  über  den  barycentrischen 
Calcül;  und  die  Bemerkungen  in  dem  folgenden  Kapitel  über  Netze 
im  Rftuni- 
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bestimmen,  als  die  Durchschnittspunkte  OÄ'BC,  u.  s.  w.;  und 
dann  die  drei  anderen  Hillfspunkte  A',  B',  C  als  BC '  B"C", 
u.  s.  w.:  dann  setzen  uns  die  Formeln,  A  =  BB' '  CC\  u.  8. 
in  den  Stand,  wie  gewünscht  wird,  wieder  zu  den  Punkten  A, 
B,  C,  als  Durchschnittspunkten  bekannter  gerader  Linien  zurück- 
zukehren. 

Sechster  Abschnitt. 

Ueber  anharmonische  Gleichungen  und  Vector-Ausdrücke,  für 
Curven  in  einer  gegebenen  Ebne. 

46.  Wenn,  in  den  Ausdrücken  34  oder  36  für  einen  va- 
riablen Vector  g  =  OP,  die  drei  variablen  Skalare  (oder  an- 
harmonischen Coordinaten)  x,y,z  durch  irgend  eine  algebraische 
Gleichung,  z.  B. 

fp  {*>!/>*)  «0, 

die  wir  als  rational  und  ganz  und  homogen  vom  p-ten  Grade 
annehmen  wollen,  verbunden  sind,  dann  ist  der  Ort  des  End- 
punktes P  (Art.  1)  dieses  Vectors  eine  ebene  Curve  p-ter 
Ordnung;  denn  (vergL  37)  sie  wird  in  p  Punkten  (verschiedenen 
oder  zusammenfallenden,  und  reelen  oder  imaginären)  durch 
irgend  eine  gerade  Linie,  Ix  +  my  -f  nz  =0,  in  der  gegebenen 
Ebne,  geschnitten-    Wenn  wir  z.  B.  schreiben: 

^        Oa  +  u*b  +  v*c  1 
wo  t,u,  v  drei  neue  variable  Skalare  sind,  von  denen  wir  an- 
nehmen wollen,  dass  ihre  Summe  gleich  null  ist,  und  sie  aus 
den  vier  Gleichungen: 

x  =  t%,y  =?/*,  z  =  ol,  t  +  u  +  v  =  0, 

eliminiren,  so  werden  wir  zu  der  folgenden  Gleichung  zweiten 
Grades  gefuhrt: 

0  =fp  =  +  y5  +  *  ~  2y*  -  2z*  -  2xy; 
hier  ist  p  =  2,  und  der  Ort  von  P  ist  ein  Kegelschnitt.  In 
der  That,  ist  es  der  Kegelschnitt,  der  die  Seiten  des  gegebenen 
Dreiecks  ABC  in  den  vorher  genannten  Punkten  Ä,  B\  C  be- 
rührt; denn  wenn  wir  seine  Durchschnittspunkte  mit  der  Seite 
B  C  suchen,  indem  wir  x  =  0  setzen  (38),  so  erhalten  wir  eine 
quadratische  Gleichung  mit  gleichen  Wurzeln,  nämlich,  {y — z)% = 0 ; 
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sie  zeigt,  dass  es  einen  Berührungspunkt  mit  dieser  Seite  im 
Punkte  (0,1,1),  oder  Ä  (36)  giebt;  und  ähnliches  gilt  für  die 
beiden  anderen  Seiten. 

47.  Wenn  der  Punkt  O,  in  dem  die  drei  geraden  Linien 
AÄ,  BB,  CC  zusammentreffen,  (wie  in  Fig.  18,  u.  s.  w.)  ein  in- 
nerer Punkt  des  Dreiecks  ABC  ist,  so  werden  die  Seiten  dieses 


schriebene  Ellipse ;  die  indessen  der  eingeschriebene  Kreis  wird, 


a,  b,  c  bezeichnen  hier  die  Längen  der  Seiten  des  Dreiecks  und 
s  ist  ihre  halbe  Summe. 

48.  Aber  wenn  der  Schnittpunkt  O  ein  äusserer  Punkt  des 
Tangenten-Dreiecks  AB C ist,  so  dass  zwei  seiner  Seiten  ausser- 
halb des  Dreiecks  berührt  werden,  dann  sind  zwei  von  den  drei 
Verhältnissen  der  Abschnitte  (28)  negativ;  und  dann  kann  eine 
von  den  drei  Constanteu  a,b,c  als  <0,  und  jede  der  beiden 
anderen  als  >0  angesehen  werden. 

Wenn  wir  also  annehmen 

Ä>0,  c>0,  a<0,  a  +  Ä>0,  a  +  c>  0, 

so  wird  Ä  ein  Punkt  auf  der  Seite  BC  selbst  sein,  aber  die 
Punkte  B,  C",  O  werden  auf  den  Verlängerungen  der  Linien 
AC,  AB,AA  liegen,  wie  in  Fig.  26;  und  dann  ist  der  Kegel- 
schnitt ABC  eine  Ellipse  (mit  Einschluss  eines  Kreises),  oder 


Fl*.  26. 


Dreiecks  alle  im  Innern  berührt,  in 
den  Berührungspunkten  A\  B\  C 
mit  dem  Kegelschnitt ;  so  dass  in  die- 
sem Falle  (nach  28)  die  Verhältnisse 
der  Constanten  a,  £,  c  alle  positiv 
sind,  und  der  Nenner  des  vorigen 
Ausdrucks  (46)  für  g  nicht  verschwin- 
den kann,  für  irgend  welche  reelen 
Werthe  der  variablen  Skalare  t, 
u,  u;  und  folglich  kann  kein  sol- 
cher Werth  den  Vector  g  unend- 
lich machen.  Der  Kegelschnitt  ist 
daher  im  Allgemeinen  in  diesem 
Falle,  wie  in  Fig.  25,  eine  einge- 


wenn : 


a~x:b—  1:c~1  s=  t  —  a:s—  b:s  —  c; 
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eine  Parabel,  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung: 

[a  +  c)*J  +  2ctu  +  {b  +  c)u»  -  0, 

die  man  erhält,  wenn  man  den  Nenner  (46)  des  Vectors  g  gleich 
Fir  M.  Null  setzt,  entweder,  1)  imaginär; 

C'  oder  2)  reell  und  gleich;  oder  3) 

reell  und  ungleich  sind:  d.  h.  je 
nachdem  wir  haben: 
bc  +  ca  -f  ab>0,  oder  =0, 
oder  <0; 
oder  (da  das  Produkt  abc  hier 
negativ  ist),  je  nachdem: 
rt-i  +b-\  +c-i  <o,  oder  =  0,  oder  >0. 

Zum  Beispiel,  wenn  der  Kegelschnitt  der  Kreis  ist,  den 
man  oft  den  umschriebenen  Kreis  genannt  hat,  so  geben  die 
bekannten  Verhältnisse  der  Abschnitte  die  Proportion: 

«-1  1  =  —  bim—  es— b\ 

und, 

49.  Allgemeiner,  wenn  Cx  (wie  in  Fig.  26)  ein  Punkt  auf 
der  Seite  AB,  oder  deren  Verlängerung,  ist,  so  dass  CCX  pa- 
rallel der  Sehne  BC  ist,  dann  ist: 

CXC:AC  =  CB'.AB'  =  -  a:c, 

und: 

AB:  AC  =  a  +  b:b\ 
schreibt  man  dann  die  Bedingung  (48)  der  Ellipticität  (oder  der 

Kreisform)  unter  der  Form :  —--  <  a  *  6 ,  so  sehen  wir,  dass 

der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel,  oder  Hyperbel  ist,  je 
nachdem  CXC<  oder  =  oder  >  AB  ist;  die  Anordnung  ist 
hierbei  wieder,  in  anderen  Beziehungen,  wie  sie  in  Fig.  26  dar- 
gestellt ist.  Oder,  um  dieselbe  Sache  mehr  symmetrisch  auszu- 
drücken, wenn  wir  das  Parallelogramm  CA  BD  vervollständigen, 
dann  ist,  je  nachdem  der  Punkt  Dy  1)  jenseits  der  Sehne  fFC, 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  A\  oder  2)  auf  diese  Sehne;  oder 
3)  in  das  Dreieck  ABC  fällt,  wenn  die  allgemeine  Anordnung 
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derselben  Figur  beibehalten  wird,  die  Curve  elliptisch,  oder 
parabolisch,  oder  hyperbolisch.  In  der  anderen  Anordnung 
oder  Configuration,  die  dem  System  von  Ungleichheiten  £>0, 
c  >  0,  a  +  £  -f  c  <  0,  entspricht,  liegt  der  Punkt  Ä  noch  auf 
der  Seite  B  C  selbst,  aber  O  liegt  auf  der  Verlängerung  von  A'A 
über  A  hinaus;  und  dann  zeigt  die  Ungleichheit: 

a  {b  +  c)  +  bc  <  -  (£'  +  bc  +  c*)<  0, 

dass  der  Kegelschnitt  nothwendiger  Weise  eine  Hyperbel  ist; 
daraus  ist  leicht  zu  sehn,  dass  ein  Zweig  von  der  Seite  BC 
in  A  berührt  wird,  während  der  andere  Zweig  in  B'  und  C 
von  den  über  A  hinaus  verlängerten  Seiten  CA  und  Bl  be- 
rührt wird.  Die  Curve  ist  also  hyperbolisch ,  wenn  entweder 
a  +  b  oder  a  +  c  negativ  sind,  während  a  und  b  positiv  sind, 
wie  vorher. 

50.  Wenn  die  quadratische  Gleichung  (48)  reelle  und  un- 
gleiche Wurzeln  hat,  so  dass  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel 
ist,  dann  können  die  Richtungen  der  Asymptoten  gefunden 
werden,  indem  man  diese  Wurzeln,  oder  die  ihnen  entsprechen- 
den Werthe  von  f,  v,  v  (oder  irgend  welche  ihnen  proportionale 
Skalare)  in  den  Zähler  des  Ausdrucks  (40)  für  o  setzt;  und 
ebenso  können  wir  die  Richtung  der  Achse  der  Parabel  linden, 
in  dem  Falle,  dass  die  Wurzeln  reell  und  gleich  sind:  denn 
wir  werden  so  die  Richtungen,  oder  die  Richtung,  erhalten,  in  der 
eine  gerade  Linie  OP  von  O  aus  gezogen  werden  muss,  so, 
dass  sie  den  Kegelschnitt  im  Unendlichen  schneidet.  Und  die- 
selben Bedingungen  wie  vorher,  zur  Unterscheidung  der  Alien 
des  Kegelschnitts,  können  in  anderer  Weise  erhalten  werden, 
wenn  man  die  anharmonischc  Gleichung,  /  =0(46),  dieses  Kegel- 
schnitts mit  der  entsprechenden  Gleichung  ax  +by  +  cz  =  0  (38) 
der  Linie  in  der  Unendlichkeit  combinirt;  um  so  zu  erörtern, 
(nach  bekannten  Sätzen  der  neueren  Geometrie),  ob  diese  Linie 
die  Curve  in  zwei  imaginären  Punkten  trifft,  oder  sie  berührt, 
oder  sie  schneidet  in  Punkten,  die  (obwohl  unendlich  entfernt) 
doch  hier  als  reell  zu  betrachten  sind. 

51.  Im  Allgemeinen,  wenn  f{j;y,z)  =  0  die  anharmonische 
Gleichung  (46)  irgend  einer  ebenen  Curve  ist,  betrachtet  als 
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der  Ort  eines  variablen  Punktes  P\  und  wenn  das  Differential* 
dieser  Gleichung  in  folgender  Weise  bezeichnet  wird: 

0  =  rf/(*,y,z)  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz; 
dann  haben  wir,  in  Folge  der  vorausgesetzten  Homogenität  (46) 
der  Function  /,  die  Beziehung: 

Xx  +  Yy  +  Zz  =  0, 

und  wir  werden  auch  diese  zweite  und  analoge  Beziehung  haben: 

Xx  +  iy  +  zz  =  o, 

wenn: 

x  —  x'.y — y :/  —  z  =  dx:dy:dz\ 

d.  h.  (nach  den  Sätzen  des  Art.  37),  wenn  P'=»  (x',y',zr)  irgend 
ein  Punkt  auf  der  Tangente  der  Curve  ist,  die  an  den  Punkt 
P  =  (x,y,  z)  gezogen  ist  und  als  die  Grenze  der  Secante  be- 
trachtet wird.  Das  Zeichen  (37)  dieser  Tangente  in  P  kann 
daher  so  geschrieben  werden: 

[X,  VtZ]f  oder  {Dmft  Dyß  />./]; 
wo  Dm,Dv,Dt  die  bekannten  Bezeichnungen  für  die  partiellen 
Ableitungen  sind. 

52.  Zum  Beispiel,  wenn  /  die  in  46  angegebene  Form  hat* 
die  dem  eben  betrachteten  Kegelschnitt  entspricht,  so  haben 
wir  Dmf  =  2  (x  —  y  —  z)}  u.  s.  w.;  danach  kann  die  Tangente 
in  irgend  einem  Punkte  {x,y,z)  dieser  Curve  durch  das  Symbol 
bezeichnet  werden: 

[x  —y  -  z,  y  —  z  —  x,  Z  —  x  —  y]\ 

in  dem,  wie  gewöhnlich,  die  Coordinaten  der  Linie  durch  irgend 
andere  ersetzt  werden  können,  die  ihnen  proportional  sind. 
So  ist  im  Punkte  A,  oder  (nach  36)  in  (0, 1, 1),  der  (nach  der 
Form  von f)  augenscheinlich  ein  Punkt  der  Curve  ist,  die  Tangente 
die  Linie  [-2,0,0],  oder  [1,0,0];  d.h.  (nach  38),  die  Seite 
BC  des  gegebenen  Dreiecks,  wie  es  auch  schon  in  anderer 
Weise  vorher  gefunden  worden  ist  (46).    Und  im  Allgemeinen 

*  In  der  Theorie  der  Quaternionen,  die  zu  unterscheiden  ist  von 
der  der  Vectoren  (obwohl  sie  sie  einschliesst),  werden  wir  für  nöthig 
finden,  eine  neue  Definition  der  Differentiale  einzurühren,  wegen  der 
Eigenschaft  der  Multiplication  von  Quaternionen  nicht  umkehrbar  zu  sein; 
doch,  für  den  gegenwärtigen  Zweck,  sind  die  üblichen  Bedeutungen  der 
Zeichen  d  und  D  ausreichend. 
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ist  es  leicht  zu  sehn,  dass  das  vorige  Symbol  die  gerade  Linie 
bezeichnet,  die  (in  einem  wohlbekannten  Sinne)  die  Polare  des 
Punktes  ist,  in  Beziehung  auf  den  gegebenen  Kegel- 

schnitt; oder  dass  die  Linie  [X'f  Y',Z"]  die  Polare  des  Punktes 
{x',y',z)  ist;  denn  die  Gleichung: 

Xx  +  Yy  +  Zz  =  0, 

die  für  einen  Kegelschnitt  auch  Xx  +  Yy  +  Z'z  =  0,  ge- 
schrieben werden  kann,  drückt  (nach  51)  die  nothwendige  Be- 
dingung aus,  dass  ein  Punkt  {*,y,z)  der  Curve*  zu  der  Tan- 
gente gehört,  die  durch  den  Punkt  {x\y\zr)  geht.  Umgekehrt, 
ist  der  Punkt  {x,y,z)  (in  demselben  wohlbekannten  Sinne)  der 
Pol  der  Linie  [A",  Y,  Z] ;  so  dass  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts, der  (nach  bekannten  Sätzen)  der  Pol  der  Linie  in  der 
Unendlichkeit  ist  (38),  der  Punkt  ist,  für  den  die  Bedingungen: 

a~lX=b-1  Y=c~lZ 

erfüllt  sind;  er  ist  daher,  für  den  gegenwärtig  betrachteten 
Kegelschnitt,  der  Punkt: 

Ä'=(i  +  f)C+0)fl  +  *)) 

dessen  Vector  OK  mit  Hülfe  der  linearen  Gleichung,  a  a  +  bß  + 

cy  -  0,  (27)  leicht  auf  die  Form: 

q'q  +  b*ß+c*r 
*~      2(bc  +  ca  +  ab)> 

gebracht  werden  kann;  man  kann  verificiren,  dass  der  Nenner 
verschwindet,  nach  48,  wenn  der  Kegelschnitt  eine  Parabel  ist. 
Li  dem  allgemeineren  Falle,  wenn  dieser  Nenner  von  Null 
verschieden  ist,  kann  man  zeigen,  dass  jede  Sehne  der  Curve, 
die  durch  das  Ende  K  des  Vectors  x  gezogen  wird,  in  dem 
Punkte  K  halbirt  wird:  auf  diesem  Wege  würde  sich  dieser 
Punkt  daher  ebenfalls  als  Mittelpunkt  erweisen. 

53.  Statt  des  eingeschriebenen  Kegelschnittes  (46),  der 
der  Gegenstand  der  letzten  Artikel  gewesen  ist,  können  wir, 
als  ein  weiteres  Beispiel,  den  umschriebenen  Kegelschnitt  be- 

•  Wenn  die  Curve  f  ■  0  von  einem  höheren  als  dem  zweiten  Grade 
wäre,  dann  würden  die  beiden  Gleichungen,  die  wir  vorher  hingeschrieben 
haben,  das  darstellen,  was  man  die  erste  Polare,  und  die  letzte  oder  die 
Linien-Polare,  des  Punktes  x\  mit  Rücksicht  auf  die  gegebene  Curve, 
genannt  hat. 
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trachten,  der  durch  die  drei  Ecken  A,B,C  des  gegebenen 
Dreieck»  geht,  und  der  die  Linien  AA',Bß",CC  der  Fig.  21 
berührt.  Die  anharmonische  Gleichung  dieses  neuen  Kegel- 
schnittes ist,  wie  leicht  zu  sehn: 

+  zx+  ry  =  0; 

der  Vector  des  variablen  Punktes  P  der  Curve  kann  daher  in 
folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

- 

Q  = 

mit  der  Bedingung  t  +  u  +  v  =  0,  wie  vorher.  Für  den  Vec  tor 
seines  Mittelpunktes  K  findet  man: 

o'  +  b*  +  c* -2bc-2ca  -2afe' 

und  er  ist  eine  Ellipse,  eine  Parabel,  oder  eine  Hyperbel,  je 
nachdem  der  Nenner  dieses  letzten  Ausdruckes  negativ,  oder 
null,  oder  positiv  ist.  Und  da  die  beiden  letzten  Vectoren  x,  x 
das  Verhältniss  von  Skalaren  zu  einander  haben,  so  folgt 
(nach  19),  dass  die  drei  Punkte  0,A",  Ä"  collinear  sind;  oder 
mit  anderen  Worten,  dass  die  Mittelpunktslinie  Ä'Ä",  der  beiden 
hier  betrachteten  Kegelschnitte,  durch  den  Schnittpunkt  O  der 
drei  Linien  AA,  KJf,  CC  geht.  Allgemeiner,  wenn  L  der  Pol 
irgend  einer  gegebenen  geraden  Linie  J  =  [t,  m,  n]  (37),  in  Be- 
ziehung auf  den  eingeschriebenen  Kegelschnitt  (46),  ist  und  A 
der  Pol  derselben  Linie  A  mit  Beziehung  auf  den  umschriebenen 
Kegelschnitt  des  gegenwärtigen  Artikels,  so  kann  man  zeigen, 
dass  die  Vectoren  OL,  OL',  oder  X,X',  der  beiden  Pole  von 
der  Form  sind: 

X  =  h  (la  a  +  miß  -f-  v  cy), 
X'—  k'{lau-\-  mhß  +  ncy), 

wo  h  und  k  Skalare  sind ;  die  drei  Punkte  O,  L,  L  liegen  daher 
auf  einer  geraden  Linie. 

54.  Als  Beispiel  für  den  Vector-Ausdruck  einer  Curve  von 
höherem  als  dem  zweiten  Grade  wollen  wir  den  folgenden  nehmen : 

wo  t  +  u  +  v  =  0,  wie  vorher.  Macht  man  x  =  t\r/=  u9,z  =  v\ 
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so  finden  wir  durch  Elimination  von  t,v,v  die  anharmonische 
Gleichung: 

{z+y  +  z)*-27xyz  =  0; 

der  Ort  des  Punktes  P  ist  daher,  in  diesem  Beispiel,  eine 
Curve  dritter  Ordnung,  oder  kurz  ausgedrückt  eine  cubische  Curve. 
Die  Art  (41)  des  Rechnens  mit  anharmonischen  Coordinaten 
ist  so  völlig  dieselbe,  wie  die  der  bekannten  Coordinatenmethode, 
dass  es  gentigen  mag  hier  kurz  zu  bemerken,  dass  die  Seiten 
des  gegebenen  Dreiecks  A  B  C  die  drei  (reelen)  Tangenten  der 
Wendepunkte  sind;  die  Wendepunkte  sind  diejenigen,  welche 

initvr,/r,CrinFig.21 
FIf-  a7,  bezeichnet  sind;  und  der 

Anfangspunkt  der  Vec- 
toren  ()  ist  ein  conju- 
girter  Punkt.*  Wenn 
a  =  b  =  c,  ein  Fall,  in 
welchem  (nach  29)  der 
Anfangspunkt  O  (wie  in 
Fig.  19)  der  Mittelpunkt 
des  Dreiecks  wird,  so 
ist  die  Sehne  der  Wende- 
punkte A"B"C"  die  Linie 
j'  x<7*      in  der  Unendlichkeit  und 

die  Curve  nimmt  die  in 
Fig.  27  dargestellte  Form  an;  sie  hat  drei  unendliche  Zweige, 
die  in  den  Winkeln  liegen,  die  Scheitelwinkel  zu  denen  des 
Dreiecks  ABC  sind;  die  Seiten  des  Dreiecks  sind  die  drei 
gegebenen  Asymptoten. 

55.  Es  würde  hier  nicht  der  Ort  sein,  in  irgend  welche 
Einzelheiten  der  Discussion  solcher  eubischer  Curven  einzugehen, 
zu  ilirem  Studium  mag  sich  der  Leser  naturgemäss  anderen 
Werken  zuwenden.**  Doch  es  mag  kurz  bemerkt  werden,  dass, 
da  die  allgemeine  cubische  Curve,  in  der  vorligenden  Behand- 

•  Er  entspricht  den  Werthen  t  m  1 ,  ■  =  0,  v  =  0*,  wo  B  eine  der 
imaginairen  Cubikwurzeln  der  Einheit  ist;  diese  Werthe  von  t,u,v  gehen 
x  =*  y  =  x,  und  q  =  0. 

Besondere  das  ausgezeichnete  Werk  über  höhere  ebne  Curven 
von  Georg  Salmon,  F.T.  CD.,  u.  8.  w.   Dublin  1852. 
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lung,  durch  Combination  des  allgemeinen  Ausdrucks  der  Art. 
34  oder  36  für  den  Vector  g,  mit  der  Skalar- Gleichung: 

ä'=  27kxyz,  wo  *  =  x  +  y  -j-  z, 

dargestellt  werden  kann;  wenn  k  eine  willkürliche  Constante 
bedeutet,  die  gleich  der  Einheit  wird,  wenn  der  Anfangspunkt  (wie 
in  54)  ein  conjugirter  Punkt  ist;  es  folgt,  dass,  wenn  P  =  (x,y,z) 
und  P'  =  {x'ty',z)  irgend  zwei  Punkte  der  Curve  sind,  und  wir 
s  =  x  +  y  +     machen,  die  Relation  folgt: 

xyzs'3  am  x'y'z's3, 

oder: 

in  ihr  ist  nicht  schwierig  zu  beweisen,  dass: 

^,  =  {A".PBPB% 

PC PC\ 
'^  =  {C".PAPA\ 

ist;  die  Bezeichnung  (35)  für  anharmonische  Büschel  ist  hier 
beibehalten.  Wir  erhalten  so  den  folgenden  Satz:  „Wenn  die 
Seiten  eines  gegebenen  ebenen*  Dreiecks  ABC  (wie  in  Fig.  21) 
durch  irgend  eine  gegebene  geradlinige  Transversale  Ä'B'C" 
geschnitten  werden,  und  wenn  irgend  zwei  Punkte  P  und  P' 
in  seiner  Ebne  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  sie  die  anhar- 
monische Relation  gilt: 

{A".  PB  P'B") .  {&'.  PC  PC) .  {C.  PA  P'A')  =  1, 
dann  liegen  die  beiden  Punkte  P,  P'  auf  einer  beiden  ge- 
meinsamen cubischen  Curve,  die  die  drei  collinearen  Punkte 
A",  B',  C"  zu  ihren  drei  reellen  "Wendepunkten  und  die  Seiten 
BC,  CA,  AB  des  Dreiecks  zu  ihren  drei  Tangenten  in  diesen 
Punkten  hat."  Dieses  Resultat  scheint  eine  neue  geometrische 
Erzeugung  für  Curven  dritter  Ordnung  darzubieten. 

56.  Wie  auch  die  Ordnung  einer  ebenen  Curve  sein  mag, 
oder  was  auch  immer  der  Grad  p  der  Function  /  in  46,  wir 


*  Dieser  Satz  kann  ohne  irgend  welche  erhebliche  Veränderung  von 
ebene  auf  sphärische  Curven  dritter  Ordnung  ausgedehnt  werden. 
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sahen  in  51,  dass  die  Tangente  zur  Curve  in  irgend 
Punkte  P=  {x,y,z)  die  gerade  Linie 

ist,  wenn 

l  =  D.f,  m  =  D,f,  n  =  /?./; 
diese  Ausdrücke  ergeben,  bei  der  angenommenen  Homogenität 
von/,  die  Relation,  Ix  +  my  +  nz  =  0,  und  befähigen  uns  daher, 
das  System  der  folgenden  beiden  Differentialgleichungen  auf- 


Idx     mdy  +  ndz  =  0, 

xdl  -f  ydm  -\-  zdn  =  0. 
Wenn  wir  dann,  durch  Elimination  der  Verhältnisse  von  x,  y,  r, 
zu  einer  neuen  homogenen  Gleichung  kommen  von  der  Form: 

0  -  DJ,  D%f), 

die  für  alle  Werthe  von  x,y,z  gilt,  welche  die  Function  /  =  0 
machen,  (obwohl  es  nöthig  sein  kann  Factoren,  die  durch  diese 
Elimination  eingeführt  worden  sind,  fortzuschaffen),  so  erhalten 
wir  die  Gleichung: 

F{ßt  m,  n)  =  0, 

als  eine  Bedingung,  die  durch  die  Tangente  A  der  Curve  er- 
füllt sein  muss,  in  allen  Lagen,  die  diese  gerade  Linie  ein- 
nehmen kann.  Und,  wenn  wir  die  beiden  Differentialgleichungen : 

dp  (/,  m,  n)  =s  0,       xdl  +  ydm  +  zdn  =  0, 
vergleichen,  so  sehn  wir,  dass  wir  die  Proportion  schreiben 
können: 

x:y:z=  DiF:  DmF:  DnF, 
und  das  Symbol: 

P=(DtF,  D„F,  DnF), 

wenn  {x,y,z\  wie  vorher,  der  Berührungspunkt  Pder  variablen 
Linie  [/,m,n]  in  irgend  einer  ihrer  Lagen,  mit  der  Curve  ist, 
die  sie  einhüllt  Wir  können  daher  Übergehn  (oder  zurück- 
kehren) von  der  Tangential-Gleichung  F  =  0,  einer  Curve,  wenn 
man  sie  auffasst  als  die  Enveloppe  einer  geraden  Linie  A,  zu 
der  Punkt-Gleichung  f  =  0,  derselben  Curve,  wenn  wir  sie  (wie 
in  46)  als  den  Ort  eines  Punktes  P  auffassen.  Wenn  wir 
daher,  durch  Elimination  der  Verhältnisse  von  /,  m,  n,  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

O-fiZhF,  DmF,  DnF), 

Hamilton,  QoaUrnionen.  4 
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erhalten,  (die,  wenn  nöthig,  von  fremden  Factoren  befreit  worden 
ist)  als  eine  Folgerung  aus  der  homogenen  Gleichung  F  =  0,  so 
haben  wir  nur  für  diese  partiellen  Differentialquotienten,  Di  F, 
u.  s.  w.,  die  anliarmonischen  Coordinaten  x,y}  z  einzusetzen,  denen 
sie  proportional  sind.  Uud  wenn  die  Functionen  f  und  F  nicht  nur 
homogen  sind,  (wie  wir  sie  stets  annehmen  wollen),  sondern  auch 
rational  und  ganz,  (eine  Annahme,  die  es  mitunter  passend  ist, 
nicht  zu  machen),  dann  ist,  weil  der  Grad  der  Function  /,  oder 
der  Punkt-Gleichung,  wie  vorher,  die  Ordnung  der  Curve  be- 
zeichnet, leicht  zu  sehn,  dass  der  Grad  der  anderen  homo- 
genen Funktion  F,  oder  der  Tangentialgleichung,  in  dieser 
anharmonischen  Methode  (wie  nach  Analogie  mit  anderen  und 
älteren  Methoden  erwartet  werden  konnte)  die  Klasse  der  Curve 
bezeichnet,  zu  der  die  Gleichung  gehört,  oder  die  Anzahl  der 
Tangenten,  (verschieden  oder  zusammenfallend,  und  reell  oder 
imaginär),  die  an  die  Curve,  von  irgend  einem  willkürlichen 
Punkte  in  ihrer  Ebne  gezogen  werden  können. 

57.  Zum  Beispiel  (vergL  52),  wenn  wir  x,y,z  aus  den 
Gleichungen : 

/  =  x-y-z} 
m  =  y  —  z  —  x} 

n  =  z  —  r  —  y, 
Ix  +  my  -f  nz=  0, 

eliminiren,  in  denen  /,  m,  n  die  Coordinaten  der  Tangente  des 
eingeschriebenen  Kegelschnitts  des  Art.  46  sind,  so  werden  wir 
zur  folgenden  Tangentialgleichung  dieses  Kegelschnitts,  oder 
dieser  Curve  zweiter  Klasse  geführt: 

F(L,  m,n)  =  nin  +  n/  +  /m  =  0; 

und  wir  können  verificiren,  dass  die  Seiten  [1,0,0],  u,  s.  w.  (38), 
des  Dreiecks  A  B  C  zu  den  Linien  gehören,  die  dieser  Gleichung 
genügen.  Umgekehrt,  wenn  diese  Tangentialgleichung  gegeben 
wäre,  so  könnten  wir  aus  ihr  (nach  56)  Ausdrücke  für  die 
Coordinaten  des  Berührungspunktes  x,y,  z  ableiten,  nämlich: 
x  =  DtF  =  m  +  n,  y  =  n  +  l,  z  =  /+»n; 

wir  können  verificiren,  dass  die  Seite  [1, 0, 0]  den  Kegelschnitt, 
den  wir  jetzt  als  eine  Enveloppe  betrachten,  im  Punkte  (0, 1,1), 
oder  Ä,  berührt,  wie  vorher;  und  dann  würden  wir,  durch  Eli- 
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mination  von  /,  m,n,  wieder  auf  die  Punktgleichung, /=0  von  46 
zurückkommen.  Ebenso  können  wir,  aus  der  Puuktgleichung 
/  =  yz  +  zx  +  xy  =  0  des  umschriebenen  Kegelschnitts  (53), 
durch  Differentiation  die  Tangential -Coordinaten*  ableiten: 

/  =  Dxf=y  +  z,  m  =  z  +  x,  n  =  x+y, 

und  so  durch  Elimination  die  Tangentialgleichung  erhalten, 
nämlich: 

m,  »)  =  r  +  m!  +  na  -  2mn  —  2nl  -  2/ro  =  0; 

aus  der  wir  rückwärts  die  Punktgleichung  ableiten  konnten. 
Und  die  so  einfache  Formel  (vergL  40) 

Ix  -j-  my  +  nz  =  0, 

die  wir  so  oft  Gelegenheit  hatten  anzuwenden,  und  die  zwei 
Arten  anharmonischer  Coordinaten  verbindet,  kann  nicht  nur 
(wie  in  37)  als  die  Punktgleichung  einer  gegebenen  geraden 
Linie  A  betrachtet  werden,  auf  der  sich  ein  Punkt  P  bewegt, 
sondern  auch  als  die  Tangentialgleichung  eines  gegebenen 
Punktes,  um  welchen  sich  eine  gerade  Linie  dreht,  je  nachdem 
wir  /,  m,  n  oder  x,y,  z  als  gegeben  ansehn.  So  kann,  während 
die  gerade  Linie  A  B  C",  oder  [1,1,1]  der  Fig.  21  in  38 
durch  die  Gleichung  x  +y  +  z  =  0  dargestellt  wurde,  der 
Punkt  O  derselben  Figur,  oder  der  Punkt  (1,  1,  1)  durch  die 
analoge  Gleichung, 

/  +  m  +  n  =  0, 

dargestellt  werden ;  denn  die  Coordinaten  /,  m,  n  jeder  Linie, 
die  durch  den  Punkt  O  geht,  müssen  dieser  Gleichung  ersten 
Grades  genügen.  Als  ein  Beispiel  dafür  kann  man  in  dem- 
selben Art  38  die  Linien  OA,  OB,  OC  ansehn. 

58.  Um  ein  oder  zwei  Beispiele  für  den  Gebrauch  von 
Formen  zu  geben,  die,  obwohl  homogen,  doch  nicht  rational 
und  ganz  sind  (56),  können  wir  die  Punktgleichung  des  ein- 
geschriebenen Kegelschnitts  (46)  folgendermassen  schreiben: 

.   +«*  +  0; 

*  Die  Benennung  „Tangentialcoordinate"  scheint  zuerst  von  Dr.  Booth 
in  einer  im  Jahre  1S40  veröffentlichten  Abhandlung  eingeführt  worden  zu 
sein,  auf  die  wir  hier  nicht  näher  eingehn  können;  doch  das  System  des 
Dr.  Booth  war  ganz  verschieden  von  dem  hier  mitgetheilten.  Siehe  den 
Hinweis  in  Salmon's  Höhere  ebene  Curven,  in  der  Anmerkung  zu  Seite  16. 
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und  dann  sind  (wenn  wir  den  gemeinsamen  numerischen  Factor  | 
weglassen)  die  partiellen  Ableitungen 

/  =  m=y~i,     n  = 

so  dass  eine  Form  der  Tangentialgleichung  dieses  Kegelschnitts 

/-i  +  m-i  +  „-i  =  0,  • 

ist;  sie  stimmt  offenbar,  wenn  die  Brüche  fortgeschafft  werden, 
mit  der  ersten  Form  des  letzten  Artikels  tiberein.  Wir  können 
Terificiren  (48),  dass  a~l  +  b~l  +c~l  =  0  ist,  wenn  die  Curve 
eine  Parabel  ist;  d.  h.,  wenn  sie  berührt  wird  (50)  durch  die 
Linie  in  der  Unendlichkeit  (38).  Für  den  umschriebenen  Kegel- 
schnitt (53)  können  wir  die  Punktgleichung  so  schreiben: 

T-x+y-i  +  z-i  =  0; 
wonach  man  auch  schreiben  kann: 

f  =  *-a,    m  =  >/-*,    n  =  z~*, 

und 

/*  +m*  +  ni  =  0; 
und  diese  Form  der  Tangentialgleichung  stimmt,  wenn  die 
Wurzeln  fortgeschafft  werden,  wieder  mit  57  über.  Und  es  ist 
augenscheinlich,  dass  wir  mit  gleicher  Leichtigkeit  von  diesen 
Tangentdalgleichungen  zu  den  Punktgleichungen  zurückkehren 
könnten. 

59.  Für  die  kubische  Curve  mit  einem  conjugirten  Punkt  (54), 
kann  die  Punktgleichung  so  geschrieben  werden,* 

+y  +  0; 

wir  können  daher  für  ihre  Tangentialcoordinaten  die  Ausdrücke : 

/  =  x~ m=y—  ^,    n  =  z   ^ , 
setzen  und  wir  finden  so  als  eine  Form  ihrer  Tangentialgleichung: 

Umgekehrt,  wenn  diese  Tangentialgleichung  gegeben  wäre, 
könnten  wir  zu  der  Punktgleichung  zurückkehren,  indem  wir 
setzten: 

*  =  y  =  Tri-*,     z  =  n~*; 

daraus  würde  sich,  j?*+jr*+**s=0,  ergeben,    wie  vorher. 

•  Vergleiche  Salmon's  Höhere  ebne  Curven,  Seite  172. 
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Die  soeben  gefundene  Tangentialgleichnng  wird,  wenn  wir  die 
Wurzeln  fortschaffen: 

0  =  M  +  m~*  +  n~»  -  2m-»n-1  -  2n~ll~l  -  2/~1m-1; 
oder,  wenn  auch  die  Brüche  fortgeschafft  werden: 
0  =  F=  m2»»  +  »*/»  +  limi  -  2nPm  -  2lmln  -  2mnV; 

ihre  biquadratische  Form  zeigt  (nach  56),  dass  die  kubische 
Curve  eine  Curve  vierter  Klasse  ist,  wie  das  auch  schon  bekannt 
ist  Der  Charakter  des  Wendepunktes  (54),  den  die  Punkte  Ä't  B", 
C,  auf  dieser  Curve  haben,  zeigt  sich  hier  durch  den  Umstand, 
dass  wenn  wir  m  —  n  =  Omachen,  um  die  vier  Tangenten  von 
A"=  (0, 1,  - 1)  (36)  zu  finden,  die  resultirende  biquadratische  Glei- 
chung, 0=m4  —  4/m8,  drei  gleiche  Wurzeln  hat;  so  dass  die  Linie 
[1,0,0],  oder  die  Seite  BC,  dreifach  zählt  und  daher  eine  Tangente 
eines  Wendepunktes  ist;  die  vierte  Tangente  von  A"  ist  die  Linie 
[1, 4, 4],  welche  die  kubische  Curve  im  Punkt  (  —  8, 1, 1)  berührt. 
60.  Im  Allgemeinen  köimen  die  beiden  Gleichungen  (56) : 
nDtf-lDJ^O,  nDaf—mD9f=01 
als  der  Ausdruck  betrachtet  werden,  dass  die  homogene  Gleichung : 

f{n*,ny,—  lx-my)=*0, 
die  man  erhält,  wenn  man  z  mitHülfe  der  Relation  lx+my+nz=0, 
aus  f{x,y,z)  =  0,  eliminirt,  und  die  wir  mit  <p{x,y)  =  0,  be- 
zeichnen können,  zwei  gleiche  Wurzeln  x:y  hat,  wenn  /,m,  n 
wieder  die  Coordinaten  einer  Tangente  der  Curve  f  sind ;  diese 
Gleichheit  entspricht  offenbar  der  Coincidenz  zweier  Durch- 
schnittspunkte dieser  Linie  mit  der  Curve.  Umgekehrt,  wenn 
wir  nach  den  üblichen  Methoden  die  Bedingung  der  Gleichheit 
zweier  Wurzeln  x\y  der  homogenen  Gleichung  p Grades: 
0  =  (p  {x,y)  =>/(n/,  ny,  —  Ix  —  my), 

suchen,  indem  wir  das  Yerhältniss  x\y  zwischen  den  beiden 
abgeleiteten  homogenen  Gleichungen, 

0  =  Dx<p,      0  =  Z>y<jp, 

eüminiren,  so  werden  wir  im  allgemeinen  zu  einer  resultirenden 
Gleichung  von  der  Dimension  2p(p—l)  in  l,m,n,  geführt 
werden,  die  die  Form  hat: 

0  =  nr(*-VF{l,m,n); 
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und  so  erhalten  wir,  nach  Fortlassung  des  durch  diese  Elimi- 
nation* eingeführten  fremden  Factors  n't'~x\  die  Tangential- 
gleichung  F=0,  die  im  Allgemeinen  von  dem  p(p  —  1)** 
Grade  sein  wird;  dies  ist  auch  im  Allgemeinen  die  bekannte 
Klasse  (56)  der  Curve,  deren  Ordnung  (46)  mit  p  bezeichnet 
wird  und  wir  haben  folglich  auch  rückwärts  eine  ähnliche  Art 
des  Ueberganges  von  einer  Tangential-  zu  einer  Punktgleichung, 
61.  Zum  Beispiel,  wenn  die  Function  f  die  in  54  ange- 
gebene kubische  Form  hat,  so  werden  wir  darauf  geführt,  die 
Bedingung  für  die  Existenz  zweier  gleichen  Wurzeln  in  der 
kubischen  Gleichung: 

0  =  <p  (x,y)  =  {(«-/)  x  +  (m-/)yj3  +  27  n*xy  (Ix  +  my), 

zu  suchen,  wenn  wir  x:y  aus  zwei  abgeleiteten  und  quadrati- 
schen Gleichungen  eliminiren;  das  Besultat  ergiebt  sich,  im 
ersten  Augenblick,  von  der  zwölften  Dimension  in  den  Tangen- 
tial-Coordinaten  l,m,n;  doch  man  findet,  dass  es  durch  n6 
theilbar  ist,  und  wenn  diese  Division  ausgeführt  wird,  wird  es 
auf  den  sechsten  Grad  reducirt  und  es  ergiebt  sich  so,  dass 
die  Curve  von  der  sechsten  Klasse  ist,  wie  es  von  der  allge- 
meinen kubischen  Curve  in  der  That  bekannt  ist.  In  dem 
gegenwärtigen  Falle  ist  indess  eine  weitere  Beduction  möglich, 
wegen  des  conjugirten  Punktes  O  (54),  der  den  quadratischen 
Factor  (vergl.  57): 

(/  +  m  +  «)»  =  0, 
einführt;  wenn  dieser  Factor  beseitigt  ist,  so  findet  man,  dass 
die  Tangentialgleichung  auf  die  schon  in  59  angegebene  biqua- 
dratische Form**  reducirt  wird.    Die  zuletzt  ausgeführte 

*  Vergleiche  die  in  Salmon's  Höheren  ebnen  Curven,  Seite  98,  an- 
gewandte Methode,  die  Gleichung  der  reeiproken  einer  gegebenen  Curve 
zu  finden,  mit  Rücksicht  auf  den  imaginären  Kegel,  x1  +  y'  +  *'  »  0. 
Im  Allgemeinen  Bind  F(xyz)  =  0,  und  /(*y«)«=Ot  die  Gleichungen 
zweier  reeiproken  Curven,  wenn  die  Function  F  wie  vorher  aus  /  abge- 
leitet wird. 

*•  Wenn  [wir  die  Form  F**  0  (59)  mit  «*  multipliciren ,  und  dann 
nt  in  —  Ix  —  my  verwandeln,  so  erhalten  wir  eine  biquadratische  Glei- 
chung in  / :  m,  nämlich, 

0  =  tp  (/,  m)  r»  (1  —  m)*  (Ix  +  wy)*  +  2lm  (l  +  m)  (Ix  +  my)z  +  Pm1**; 

und  wenn  wir  dann  l :  m  aus  den  beiden  abgeleiteten  kubischen  Gleichun- 
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algebraische  Division  entspricht  der  bekannten  geometrischen 
Depression  einer  kubischen  Ourve  mit  einem  Doppelpunkt,  von 
der  sechsten  zur  vierten  Klasse.  Doch  es  ist  Zeit  diesen  Ab- 
schnitt über  ebne  Curven  zu  schliessen,  und  zur  Betrachtung 
und  Vergleichung  der  Vectoren  von  Punkten  im  Räume  über- 
zugehn,  wie  wir  es  im  nächsten  Kapitel  thun  wollen. 


Kapitel  III. 
Anwendungen  anf  Vectoren  im  Räume. 

Erster  Abschnitt. 

Ueber  lineare  Gleichungen  zwischen  nicht  oomplanaren 

Vectoren. 

62.  Wenn  drei  gegebene  und  wirkliche  Vectoren  OA,  OB, 
OC,  oder  tx,ß,y,  nicht  in  ein  und  derselben  Ebne  liegen  und 
wenn  die  drei  Skalaren  a,b,c  nicht  alle  verschwinden,  dann 
kann  (nach  21,  22)  der  Ausdruck  aa  +  bß  +  cy  nicht  gleich 
Null  werden;  er  muss  daher  irgend  einen  wirklichen  Vector  (1) 
darstellen,  den  wir,  der  symmetrischen  Bezeichnung  wegen,  mit 
dem  Symbol  —  dd  bezeichnen  können,  wo  der  neue  (wirkliche) 
Vector  ö,  oder  OD,  nicht  in  einer  der  drei  gegebenen  und 
verschiedenen  Ebnen,  BOC,  COA,  AOB,  hegt,  wenigstens  so- 
lange nicht  einer  der  drei  gegebenen  Coefficienten  a,  b,  c  ver- 
schwindet; der  neue  Skalar,  d,  ist  entweder  grösser  oder  kleiner 

gen,  0  =  Ditf,,  0  =  Dmif>,  eliminiren ,  so  werden  wir  zu  folgender  Glei- 
chung zwölften  Grades  geführt,  0  =  ar,y,**/(*,y,*),  in  der  /  dieselbe  ku- 
bische Form  hat  wie  in  54.  Wir  werden  daher  wieder  zurückgeführt 
(vergl.  59)  von  der  Tangential-  zu  der  Punktgleichung  der  kubischen 
Curve  (54);  die,  indessen,  wie  wir  sehn,  mit  dem  Factor  x*y*zt  behaftet 
iflt.  Er  entspricht  dem  System  dreier  reellen  Tangenten  der  Wendepunkte 
der  Curve,  wenn  man  jede  Tangente  dreimal  rechnet  Der  Grund,  warum 
wir  hier  nicht  gezwungen  sind,  auch  den  fremden  Factor,  fortzuschaffen, 
wie  nach  der  allgemeinen  Theorie  hätte  erwartet  werden  können  (60),  ist 
der,  dass  wir  die  biquadratische  Function  F  nur  mit  *»,  und  nicht  mit  x* 
irnilti pl  i  ci  rtt.' i  >  \ 
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als  NulL  Wir  erhalten  so  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
vier  Vectoren: 

aa  +  bß  +  cy  +  dö  =  Q; 
ans  ihr  ergiebt  sich: 

»-=7=  +  =^  +  =^. 

oder 

OD  =  OA+OB  +  OC; 
wo  OA',  OB,OC  oder  =-*£,  ^        Vectoren  der 

drei  Punkte  Ä,  B,  C  sind,  auf  welche  der  Punkt  D  auf  die 

drei  gegebenen  Linien  OA, 
OB,0  Q  durch  Ebenen  proji- 
cirt  wird,  die  parallel  zu  den 
drei  gegebenen  Ebnen,  BOC, 
u.  8.  w.  sind;  sie  sind  daher 
die  drei  coinitialen  Ecken 
eines  Paralleleepipeds,  wäh- 
rend die  Summe,  OD  oder  ö, 
die  innere  und  mit  ihnen  coi- 
nitiale  Diagonale  (vergL  6) 
ist.  Oder  wir  können  D  auf 
die  drei  Ebnen  projiciren, 
durch  die  Linien  DA",  DB',  DC"  parallel  zu  den  drei  gege- 
benen Linien  und  dann  haben  wir: 


OA"=OB+OC'  =  h^^L1  U.S.W., 


und 


8  =  OD  m  OA'  +  OÄ  =  OB+  OB  =  OC  +  OC". 

Und  es  ist  einleuchtend,  dass  sich  diese  Construction  auf 
irgend  einen  fünften  Punkt  D  im  Baume  anwenden  lässt,  wenn 
die  vier  Punkte  OA BC  wieder  als  gegeben  und  nicht  complanar 
angenommen  werden;  und  dass  ferner,  wenigstens  eins  der  drei 
Verhaltnisse  der  vier  Skalare  a,  b,  c,  d  (wo  der  letztere  Buchstabe 
hier  nicht  als  Zeichen  der  Differentiation  gebraucht  ist)  mit  der 
Lage  des  Punktes  D}  oder  mit  dem  Werthe  seines  Vectors  5 
varüren  muss.  Zum  Beispiel,  es  ist  a  =  0 ,  wenn  D  in  der 
Ebne  BOC  liegt;  und  ähnlich  für  die  beiden  anderen  gegebenen 
Ebnen  durch  O. 
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63.  Wir  können  untersuchen  (vergl.  23) ,  welche  Relation 
zwischen  diesen  Skalar-Coefficienten  bestehen  muss,  damit  der 
Punkt  D  in  der  vierten  gegebenen  Ebne  ABC  liegen  kann; 
oder  was  die  Bedingung  der  Complanarität  der  vier  Punkte 
A,  B,  C,  D  ist.  Da  die  drei  Vectoren  DA,  DB,  DC  jetzt  als 
complanar  angenommen  werden,  so  müssen  sie  (nach  22)  durch 
eine  lineare  Gleichung  verbunden  sein,  von  der  Form: 

a{a-ä)  +  b(ß-S)  +  c{y-d)  =  0] 
wenn  wir  sie  mit  der  früheren  und  allgemeineren  Form  (62) 
vergleichen,  so  sehn  wir,  dass  die  erforderliche  Bedingung, 

a  +  £  +  c  +  rf=0, 

ist  Diese  Gleichung  kann  auch  so  geschrieben  werden,  (vergl. 
wieder  23): 


oder: 

OA'  OB  OC  _  . . 
OA  +  OB      OC  ~~  ' 

und  unter  dieser  letzten  Form  drückt  sie  eine  bekannte  geo- 
metrische Eigenschaft  einer  Ebne  AB  CD,  bezogen  auf  drei 
Coordinatenachsen  OA,  OB,  OC,  die  von  irgend  einem  gemein- 
samen Anfangspunkte  O  aus  gezogen  sind  und  in  der  Ebne  en- 
digen, aus.  Wir  haben  auch,  in  diesem  Falle  von  Complana- 
rität (vergl.  28),  die  folgende  Proportion  der  Coefficienten  und 
Flächen: 

a:b:c:  —    =  DBC:  DCA  :  DAB  :  ABC; 

oder,  in  mehr  symmetrischer  Form,  und  mit  Rücksicht  auf  die 
Vorzeichen  der  Flächen: 

a:b:c:d  =  BCD:  -  CDA :  DAB :  -  ABC] 
die  Figur  18  kann  hierzu  als  Erläuterung  dienen,  wenn  wir  O 
in  ihr  durch  D  ersetzt  denken. 

64.  Wenn  wir  daher  zugleich  die  beiden  Gleichungen  haben : 

au  +  bß  +  cy  +  d S  =  0,  und  a  +  b  +  c  +  d=0, 

so  dass  die  vier  coinitialen  Vectoren  u,  ß,  y,  ö  wie  vorher  in 
einer  Ebne  endigen,  und  daher  (vergl.  24)  termino  -  complanar 
genannt  werden  können,  so  ist  augenscheinlich,  dass  die  beiden 
geraden  Linien,  DA  und  BC,  die  je  zwei  von  den  vier  com- 
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planaren  Punkten  verbinden,  sich  in  irgend  einem  Punkte  Ä 
der  Ebne  schneiden  müssen,  in  endlicher  oder  unendlicher  Ent- 
fernung. Es  ist  ferner,  nach  Massgabe  von  31,  leicht  zu  sehn, 
dass  die  Vectoren  der  drei  Durchschnittspunkte  Ä,  B>,  C,  die 
sich  so  ergeben,  die  folgenden  sind: 

für  A'=  BC  DA,  «'=        9t  =  ^±** ; 

b  +  c  a  +  d  ' 

für  #  =  CA ' DB,  ^-fl±££-  "6^5 
für  C  =  AB'DC,  /=  *' t  ft*  °  ^  f  1' ; 

Ausdrücke,  die  unabhängig  von  der  Lage  des  willkürlichen 
Anfangspunktes  0  sind  und  die  demnach  mit  den  entsprechenden 
Ausdrücken  in  27  zusammenfallen,  wenn  wir  diesen  Anfangs- 
punkt in  den  Punkt  D  versetzen,  oder  S  =  0  machen.  In  der 
That,  die  letzten  Resultate  bleiben  bestehen  (vergl.  31),  auch 
wenn  die  vier  Vectoren  a,  ß,  y,  d,  oder  die  fünf  Punkte  O,  A,  B, 
C,  D,  alle  complanar  sind.  Denn,  obwohl  dann  zwei  lineare 
Gleichungen  zwischen  diesen  vier  Vectoren  existiren,  die  im 
Allgemeinen  geschrieben  werden  können: 

da  +  b'ß  +  cy  +  d8  =  0, 
da  +  b"ß  +  c"y  +  d'd  =  0, 

ohne  die  Relationen,  a'-f-  u.  s.  w.=  0,  a"  +  u.  s.  w.  =  0,  zwischen 
den  Coefficienten,  so  haben  wir  doch  nur,  wenn  wir  von  ihnen 
aus  eine  weitere  lineare  Gleichung  bilden,  von  der  Form : 

(a"+  tu)  a  +  (r+  tb')ß  +  (c"+  tc)y  +         td)  8  =  0, 

und  t  durch  die  Bedingung: 

t  —  —  a"  +  *'+ e"+  <*" 
a  +  6'  +  e  +  d' 1 

bestimmen,  doch  nur  a  =  a"-\-  td,  u.  s.  w.,  zu  machen  und  die 
beiden  zu  Anfang  dieses  Artikels  hingeschriebenen  Gleichungen 
sind  erfüllt  und  fuhren  zu  den  vorher  angegebenen  Ausdrücken 
für  die  drei  Vectoren  der  Durchschnittspiinkte ;  diese  Vectoren 
können  also  gefunden  werden,  ohne  dass  es  nöthig  wäre,  das 
Ehminationsverfahren  für  die  Skalare  anzuwenden,  das  in  dem 
vorhergehenden  Kapitel  behandelt  wurde. 
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Zum  Beispiel,  es  seien  die  beiden  Gleichungen  gegeben 
(vergl.  27,  33): 

act  +  bß  +  cy  =  Q, 
(2a  +  b  +  c)a"'-a«  =  0; 

es  sollen  die  Vectoren  der  Durchschnittspunkte  der  drei  Linien- 
paare BC,  AÄ"\  CA,  BA";  und  AB,  CA"  bestimmt  werden. 
Bildet  man  die  Combination: 

{2a  +  b  +  c)a" -  aa  +  t{act  +  bß  +  cy)  =  0, 

und  bestimmt  t  durch  die  Bedingung: 

(2a  +  b  +  c)  —  a  +  t(a  +  b  +  c)  =  0, 

die  t  =  —  1  ergiebt,  so  haben  wir  für  die  drei  gesuchten  Vec- 
toren die  Ausdrücke: 

bß  +  cf      ey  +  2aa^      2aa  +  bji_, 
b  +  c  »      c  +  2a    '      2a  +b  ' 

von  denen  der  erste  =  a,  nach  27.  Demnach  schneidet  die 
Linie  AA",  in  Fig.  21,  BC  im  Punkte  ^4';  und  obwohl  die  beiden 
anderen  hier  betrachteten  Durchschnittspunkte,  die  zu  der  vorher 
sogenannten  dritten  Construction  (in  34)  gehören,  in  der  Figur 
nicht  bezeichnet  sind,  so  hätten  doch  ihre  anharmonischen  Bezeich- 
nungen (36),  nämlich,  (2,  0,  1)  und  (2,  1,  0),  in  anderer  Weise 
durch  Combination  der  Gleichungen  y  =  0,  und  x  =  2  z,  für  die 
beiden  Linien  CA,BÄ"  gefunden  werden  können;  ebenso  durch 
Combination  von  z=0,  J=2y  für  das  übrigbleibende  Linienpaar. 

65.  In  dem  allgemeineren  Falle,  wenn  die  vier  gegebenen 
Punkte  A,  B,  C,  D  nicht  in  einer  Ebne  liegen,  sei  E  irgend 
ein  fünfter  gegebener  Punkt  im  Räume,  der  nicht  auf  einer  der 
vier  Seitenflächen  der  gegebenen  Pyramide  ABCD  liegt,  und 
auch  nicht  auf  ihren  Verlängerungen ;  es  sei  OE  =  «  seinVector. 
Dann  müssen  die  vier  coinitialen  Vectoren,  EA,  EB,  ECf  ED, 
von  denen  (nach  der  Voraussetzung)  nicht  drei  complanar  sind, 
und  die  nicht  in  einer  Ebne  endigen,  nach  62  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

a .  EA  +  b .  EB  -f  c .  EC  +  d.ED  =  0, 

verbunden  sein,  in  der  die  vier  Skalare,  a,  b,  c,  d,  und  ihre 
Summe,  die  wir  mit  —  e  bezeichnen  wollen,  alle  von  Null  ver- 
schieden sind.  Also,  da  EA  =  a  — «,  u.  s.  w.,  so  können  wir  die 
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folgende  lineare  Gleichung  zwischen  fünf  coinitialen  Vectoren, «,  ß, 
y,  d,  t,  aufstellen,  von  denen  nicht  vier  termino-complanar  (64)  sind: 
aa  +  bß  +  cy  +  dd  +  es  =  0; 

mit  der  Relation,  a  +  b  +  c  +  d  +  e  —  0,  zwischen  den  fünf 
Skalaren  a,  b,  c,  d,  e,  von  denen  nicht  einer  allein  gleich  Null  ist 
Daher  ist  auch: 

e  =  (aa  +  bß  +  cy  +  dS):{a  +  b  +  c  -f  d),  u.  s.  w.. 
66.  Wenn  wir  unter  diesen  Bedingungen  schreiben: 
2),=  DE' ABC,  und  ODl=Sl, 
d.th.,  wenn  wir  mit  Sx  den  Vector  des  Punktes  Dx  bezeichnen, 
in  dem  die  gerade  Linie  DE  die  Ebne  ABC  schneidet,  so 
haben  wir: 

I       aa  + bß  +  cy  _  dd  +  ee 
Ö»  cT+  b  +  e     ~    d  +  e  ' 

Wirklich  sind  diese  beiden  Ausdrücke  äquivalent  oder 

stellen  ein  und  denselben  Vector  dar,  in  Folge  der  gegebenen 

Gleichungen;  aber  der  erste  zeigt  (nach  63),  dass  der  Vector  8X 

in  der  Ebne  ABC  endigt  und  der  zweite  zeigt  (nach  25),  dass 

er  in  der  Linie  DE  endigt;  sein  Endpunkt  Dx  muss  daher, 

wie  gefordert  wurde,  der  Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit 

der  Ebne  sein.    Wir  haben  daher  die  beiden  Gleichungen: 

L....a(a-dl)  +  b(ß-Sl)  +  c{y-Sl)  =  0\ 
H  d(d-      +  e{e  -  <?,)  =  (); 

daraus  folgen  (nach  28  und  24)  die  beiden  Proportionen: 
T....a:b:c  =  DXBC:  Dx  CA :  Dx  AB; 
IT...  d:e  =EDl:DlD; 

die  Anordnung  der  Punkte  in  der 
nebenstehenden  Figur  29  entspricht 
dem  Falle,  wenn  alle  vier  Coefficien- 
ten  a,b}c,d  positiv  sind,  (oder  das- 
selbe Vorzeichen  haben),  und  wenn 
daher  der  übrigbleibende  Coefficient 
e  negativ  ist  (oder  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  hat). 

67.  Für  die  drei  complanaren 
2  Dreiecke  der  ersten  Proportion  kön- 

nen wir  irgend  drei  Pyramiden  setzen,  die  diese  Dreiecke  zu 
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ihren  Basen  und  eine  gemeinsame  Spitze  haben  wie  D  oder  E\ 
und  weü  die  Collineation  DEDX  ergiebt  DD1 BC  —  EDX  B C 
=  DEBCj  u.  s.  w.,  können  wir  zweitens  die  Verhältnisse  hin- 
schreiben: 

I". . .  a :  b :  c  =  DEB  C:  DECA :  DEAB. 

Ebenso  ergiebt  dieselbe  Collineation: 

EDl:DDl  =  EABC:  DABC\ 
wir  haben  daher,  nach  II',  die  Proportion: 

n ". . .  d:  -  e  =  EABC:  DABO. 

Aber 

DEBC  +  DECA  +  DEAB  +  EABC  m  DABC, 

und 

wir  können  daher  die  folgende  vollständigere  Formel  der  Propor- 
tion zwischen  Coefficienten  und  Volumina  aufstellen: 

III. . .  a :  b :  c :  d: -e  =  DEBC:  DECA :  DEAB :  EABC:  DABC] 
die  Verhältnisse  aller  dieser  fünf  Pyramiden  zu  einander  werden 
als  positiv  betrachtet,  für  die  besondere  Anordnung  der  Punkte, 
die  in  der  vorigen  Figur  dargestellt  ist. 

68.  Die  Formel  III  kann  indess  als  völlig  allgemein  an- 
gesehn  werden,  wenn  wir  übereinkommen  zu  sagen,  dass  das 
Volumen  einer  Pyramide  sein  Vorzeichen  ändert,  oder  besser, 
dass  es  seinen  algebraischen  Charakter  ändert,  als  positiv  oder 
negativ,  im  Vergleich  mit  einer  gegebenen  Pyramide,  und  mit 
einer  gegebenen  Anordnung  der  Punkte,  wenn  es  durch  Null 
(vergl.28)  hindurchgeht;  nämlich  wenn  im  Laufe  einer  continuir- 
lichen  Aenderung  irgend  eine  seiner  Spitzen  die  entsprechende 
Basis  kreuzt  Nach  dieser  Uebereinkunft*  haben  wir  allgemein: 

DABC  =  —  ADBC  =  ABDC  =  -  ABCD, 

DEBC  =  BCDE, 

DECA  «  CDEA  \ 

*  Unter  den  Folgerungen  dieser  Uebereinkunft  in  Betreff  des  Vor- 
zeichens der  Volumina',  die  schon  von  einigen  neueren  Geometern  ange- 
nommen worden  ist,  und  die  wirklich  (vergL  28)  zur  Aufstellung  allgemeiner 
Formeln  nöthig  sind,  ist  eine  die,  dass  irgend  zwei  Pyramiden,  ABCD, 
Ä  B'  C  D',  zu  einander  ein  positives  oder  negatives  Verhältnis*  haben, 
je  nachdem  die  zwei  Drehungen,  BCD  und  B'  C  D',  wenn  man  sie  von 
den  Punkten  A,  respective  A'  aus  betrachtet,  gleiche  oder  entgegengesetzte 
Richtungen  haben,  z.  B.  rechtslÄufig  oder  linkallufig  sind. 
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die  Proportion  III.  kann  daher  in  folgender  mehr  symmetri- 
scher Art  ausgedrückt  werden,  doch  gleichfalls  allgemein: 
Ul'...a:b:c:d:e  =  BCDE:  CDEA :  DEAB :  EABC:  AB  CD; 

die  Summe  dieser  fünf  Pyramiden  ist  stets  gleich  Null,  wenn 
die  Vorzeichen  (wie  vorher)  berücksichtigt  werden. 

69.  Wir  sahen  (in  24),  dass  die  beiden  Gleichungen: 
aa  +  bß+cy  =  Q,    a  -f-  b  +  c  =  0, 
das  Verhältni8s  der  Segmente, 

a:b:c  =  BC:CA:AB, 
ergaben,  wie  auch  die  Lage  des  Anfangspunktes  O  sein  mochte. 
Ebenso  sahen  wir  (in  63),  dass  die  beiden  anderen  Gleichungen: 

aa  +  bß  +  cy  +  dS=0,    a  +  b  +  c  +  rf=0, 
das  Verhältnis  der  Flächen, 

a:b:c:d  =  BCD:  -  CDA:  D AB:  -  ABC, 

ergaben,  wo  wieder  der  Anfangspunkt  willkürlich  war.  Und 
wir  haben  eben  (in  68)  eine  entsprechende  Proportion  der 
Volumina  aus  den  beiden  analogen  Gleichungen  (65): 

aa  +  bß  +  cy  +  dS  +  et  =  0,    a  -f  b  +  c  +    +  «  =  0, 
abgeleitet,  mit  einem  gleichfalls  willkürlichen  Anfangspunkte. 

Wenn  wir  nun  diese  Abschnitte,  Flächen  und  Volumina 
durch  Skalare  ersetzt  denken,  denen  sie  proportional  sind,  so 
können  wir  die  drei  allgemeinen  Formeln  aufstellen: 

I.  OA.BC+  OB.CA+  OC.AB  =  0; 
II.  OA.  BCD  -  OB.  CDA  +  O  C.  DAB  -OD.  ABC  =  0; 
HL  OA.BCDE  +  OB.CDEA  +  OC.DEAB  +  OD. EABC 

+  OE.ABCD  =  0; 

wo  in  I.,  A,  B}  C  irgend  drei  colliueare  Punkte  sind;  in  EL, 
A,  B,  C,  D  irgend  vier  complanare  Punkte,  und  in  HL,  A,  B, 
C,  D,  E  irgend  fünf  Punkte  im  Räume  sind,  während  O  in  jeder 
dieser  drei  Formeln  ein  ganz  willkürlicher  Punkt  ist  Es  muss, 
indessen,  daran  erinnert  werden,  dass  die  Additionen  und  Sub- 
traktionen liierbei  nach  den  Regeln  für  Vectoren  zu  bilden  sind, 
wie  sie  im  ersten  Kapitel  des  gegenwärtigen  Theiles  festgestellt 
wurden;  die  Segmente,  oder  Flächen,  oder  Volumina,  die  die 
Gleichungen  enthalten,  werden  hierbei  als  Coefficienten  dieser 
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Vectoren  behandelt.  Wir  können  die  Bezeichnungen  noch 
weiter  abkürzen,  während  wir  den  Sinn  der  Formeln  beibehalten, 
wenn  wir  das  Zeichen  für  den  willkürlichen  Anfangspunkt  O 
fortlassen;  und  also  schreiben:* 

I'.    A.  BC+B.CA  +  C.AB  =  0, 

für  irgend  drei  collineare  Punkte;  ebenso  erhalten  wir  die  ent- 
sprechenden Formeln  II',  und  HI'.,  für  irgend  vier  complanare 
Punkte  und  für  irgend  fünf  Punkte  im  Räume. 


Zweiter  Abschnitt. 

Ueber  fünfzahlige  Symbole  von  Punkten  und  Ebnen  im  Baum. 

70.  Die  Gleichungen  des  Art.  65  können  wir  noch  als 
richtig  ansehn,  der  Vector  g  irgend  eines  Punktes  P  im  Baum 
mag.  in  unendlich  verschiedener  Weise,  unter  der  Form  (vergl.  36) : 

Lf\n_  xaa  +  ybß  +  zcy  +  wdd  +  ves 

v  xa  +  yo  +  ze  +  tro  +  ve 

ausgedrückt  sein,  in  der  die  Verhältnisse  der  Differenzen  der 
fünf  Coefücienten,  xyztcv,  die  Lage  des  Punktes  bestimmen. 
In  der  That  existirt,  da  die  vier  Punkte  ABCD  nicht  in  einer 
Ebene  hegen,  nothwendig  (vergl.  65)  eine  bestimmte  lineare 
Beziehung  zwischen  den  vier  Vectoren,  die  vom  Punkte  P  aus 
zu  ihnen  gezogen  werden  können,  die  so  geschrieben  werden  kann : 

xa.  PA  +  y'b .  PB  +  zc.PC+tod.PD  -  0; 

sie  ergiebt  den  Ausdruck: 

-rj        _  xaa  +  y bß  +  z'cv  +  te'dö 
n-'9-—xa  +  yb+z'c  +  w'd~  » 

in  dem  die  Verhältnisse  der  vier  Skalare  xy'z'w,  von  der  Lage  von 

/•abhängen  und  sie  umgekehrt  bestimmen.  Schreibt  man  dann: 

x  =  tx'+v,    y  =  ty'+v,    z  =  tz'+v,    w  =  tw'+v, 

wo  t  und  v  zwei  neue  und  willkürliche  Skalare  sind,  und  be- 
achtet, dass  au  +  ... .  +  et  =  0,  und  a  +  -M  =  0  (65),  so 

kommen  wir  zur  Form  g,  die  oben  angegeben  worden  ist. 

*  Wir  würden  so  einige  von  den  Rezeichnungen  des  barycentrischen 
Calcüla  haben,  die  aber  hier  mit  verschiedener  Bedeutung  angewandt 
sind. 
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71.  Wenn  der  Vector  g  in  dieser  Weise  ausgedrückt  wird, 
kann  der  Punkt  P  durch  das  fünfzahlige  Zeichen  (x,y,z,w,v) 
bezeichnet  werden;  und  wir  können  die  Gleichung  hinschreiben: 

J°= 

Aber  man  sieht,  dass  derselbe  Punkt  P  auch  durch  das 
andere  Symbol  derselben  Art,  (x  Jy',z',u}',Dr)1  bezeichnet  werden 
kann,  vorausgesetzt,  dass  die  folgende  Proportion  zwischen  den 
Differenzen  der  Coefficienten  (70)  besteht: 

x — v  :y' —  v  :  z  —  v:  w  —  v'=x  —  v:y  —  v.z  —  v:w  —  v. 

Unter  dieser  Bedingung  wollen  wir  die  folgende  Formel 
für  die  Congruenz  hinschreiben: 

z,     »')  =  {*,y,  *t  «c,  v) , 
um  auszudrücken,  dass  die  beiden  fünfzahligen  Symbole,  ob- 
wohl in  ihrer  Zusammensetzung  nicht  identisch,  doch  dieselbe 
geometrische  Bedeutung  haben,  oder  ein  und  denselben  Punkt 
bezeichnen.    Und  wir  wollen  die  symbolische  Gleichung: 
{x,  y',  z,  w'f  »)  =  (x,  y,  z,  w,  v) , 

gebrauchen,  um  auszudrücken,  dass  die  fünf  Coefficienten  x',....v't 
des  einen  Symbols  einzeln  den  entsprechenden  Coefficienten  des 
anderen  gleich  sind,  also  /=  v. 

72.  Wenn  wir  allgemein  schreiben: 
(tx,  tf,  tz,  iw,  tv)  =  t  (*,  y,  s,  w,  u), 

(^'+   v  -f  v)  =  (x} . . .  v)  +  (x, . . .  v),  u.  s.  w. 

und  das  besondere  Symbol*  (1,1,1,1,1)  mit  (U)  abkürzen, 
während  (Q),  (#),..  kurz  die  fünfzahligen  Symbole 
(*',...  t>') .. .  bezeichnen  mögen,  so  können  wir  die  Congruenz 
(71)  aufstellen: 

{Q)  =  (Qi,  wenn  (Q)  =  t(Q)  +  u{U); 
in  der  t  und  u  willkürliche  Coefficienten  sind.    Zum  Beispiel, 
(0,0, 0,0,1)  =  (1,1, 1,1,0), 

und 

(0,0, 0,1, 1)  =  (1,1,1, 0,0); 

*  Das  fünfzahlige  Symbol  (  ü )  bezeichnet  keinen  bestimmten  Punkt, 
da  es  (nach  70,  71)  dem  unbestimmten  Vector  1}  —  Q  entspricht;  doch  es 

lässt  nützliche  Combinationen  mit  anderen  fünfzahligen  Symbolen  zu, 

wie  oben. 
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jedes  Symbol  des  ersten  Paares  bezeichnet  (65)  den  gegebenen 
Punkt  E;  und  jedes  Symbol  des  zweiten  Paares  bezeichnet  (66) 
den  abgeleiteten  Punkt  Dv  Wenn  die  Coefficienten  so  einfach 
sind  wie  in  den  letzten  Ausdrücken,  so  können  wir  gelegentlich 
die  Kommata  auslassen  und  also  noch  kürzer  schreiben: 
(00001)  =  (1 1110);    (0001 1)  =  (1 1 100). 

73.  Wenn  drei  Vectoren,  g}g'}g",  von  denen  jeder  in  der 
ersten  Form  (70)  ausgedrückt  ist,  termino-collinear  (24)  sind 

und  wenn  wir  ihre  Nenner,  xa  +  ,  x'a  -f-  ,  x'a  -f-  .  .  ., 

mit  »i,  in',  m"  bezeichnen,  dann  müssen  sie  (28)  durch  eine  lineare 
Gleichung  verbunden  sein,  in  der  die  Summe  der  Coefficienten 
gleich  Null  ist,  und  die  so  geschrieben  werden  kann: 
tmg  +  tm'g  +  Cmg"=  0;    tm  +  tm'+  t"m"=  0. 

Wir  haben  daher  die  zwei  Bedingungsgleichungen: 

t{xaa  +  ...+vec)  +  t(xaa  +  ...  +  v'es)+ir'{x,,acc+...  +  v'ee)  =  0; 
/(/a+...  +  of)  +  ^(/'a  +  ...+  v'e)  +  t'  [x'a  +  . . .  +  v"e)  =  0; 

in  denen  t,  f,  t"  drei  neue  Skalare  sind,  während  die  fünf  Vec- 
toren a,  e,  und  die  fünf  Skalare  a...e,  nur  den  beiden 

Gleichungen  (65)  unterworfen  sind.  Aber  diese  Bedingungsglei- 
chungen werden  erfüllt,  wenn  man  ajmimmt,  dass 

tx  +  Cx'+  t'x"=  ...  =  tv  +  t'v'+  fv"=  —  u, 

wo  u  irgend  ein  neuer  Skalar  ist,  und  sie  können  nicht  in 
anderer  Weise  befriedigt  werden.  Folglich  kann  die  Bedingung 
der  Collinearitat  der  drei  Punkte  P}  P,  P",  in  denen  die  drei 
Vectoren  p,  g,  g"  endigen  und  deren  fünfzahlige  Symbole  (Q), 
(Qf)>  (Q")  sind,  kurz  durch  die  Gleichung: 

m+*m+r{Qr)= -*{&)* 

ausgedrückt  werden;  so  dass,  wenn  irgend  vier  Skalare,  (,t,t',u, 
gefunden  werden  können,  die  dieser  letzten  symbolischen  Glei- 
chung genügen,  dann,  und  nur  dann,  die  drei  Punkte  PPP" 
auf  einer  geraden  Linie  liegen.  Zum  Beispiel,  die  drei 
Punkte  D,  E,  Dlf  die  (72)  durch  die  fünfzahligen  Symbole, 
(00010),  (00001),  (11100),  bezeichnet  wurden,  sind  collinear; 
denn  die  Summe  der  drei  Symbole  ist  {U).  Und  wenn  wir 
die  Gleichung  haben: 

Nr)-«M»  +  'W  +  »(0)i 

Hamilton,  QmUraioDen.  5 
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in  der  t,t\n.  irgend  drei  Skalare  sind,  dann  ist  (Q")  ein  Symbol 
für  einen  Punkt  P",  auf  der  Linie  PP ' .  Zum  Beispiel,  das 
Symbol  (0,0,0,*/)  kann  irgend  einen  Punkt  auf  der  Linie  DE 
bezeichnen. 

74.  Durch  ganz  gleiche  Betrachtungen  kann  bewiesen 
werden,  dass,  wenn  ( Q)  ( Q)  ( Q")  ( Q")  funfzahlige  Symbole  für  irgend 
vier  Punkte  pp-pp"'  8ind,  die  in  einer  Ebne  liegen,  so  dass 
die  vier  Vectoren  q,  q",  q"  termino-complanar  (64)  sind,  dann 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

HQ)  +  t(or)  +  rm  +  r{on -  -*m 

bestehn  muss ;  und  umgekehrt,  wenn  das  vierte  Symbol  in  der 
folgenden  Weise  ausgedrückt  werden  kann: 

mit  irgend  welchen  Skalar  -  Werthen  von  t,t,f,  u,  dann  liegt 
der  vierte  Punkt  P  "  in  der  Ebne  PP'P"  der  drei  anderen. 
Zum  Beispiel,  die  vier  Punkte, 

(10000),    (01000),    (00100),  (11100), 
oder  A,  B,  C,  Dl  (66),  sind  complanar;  und  das  Symbol  (/,  f, 
(',  0,  0)  kann  irgend  einen  Punkt  in  der  Ebne  ABC  darstellen. 

75.  Wenn  also  ein  Punkt  P  complanar  mit  drei  gegebenen 
Punkten,  PQ}  Pv  Pv  ist,  so  haben  wir  Ausdrücke  von  den  fol- 
genden Formen  für  die  fünf  Coefficienten  x, . . .  v  seines  fünf- 
zahligen  Symbols,  diese  ausgedrückt  durch  die  fünfzehn  gege- 
benen Coefficienten  ihrer  Symbole  und  durch  vier  neue  und 
willkürliche  Skalare: 

Und  wir  erhalten  daher,  durch  Elimination  dieser  vier  Ska- 
lare, t0 . .  m,  eine  lineare  Gleichung  von  der  Form: 

l(x  —  v)  +  m  (y  —  v)  +  n  (z  —  v)  +  r  (w  —  v)  =  0, 
die  wir  die  funfzahlige  Gleichung  der  Ebne  P0PlP2,  oder  des 
Ortes  des  angenommenen  Punktes  P,  nennen  können,  denn  sie 
drückt  eine  gemeinsame  Eigenschaft  aller  Punkte  dieses  Ortes 
aus;  und,  weil  die  drei  Verhältnisse  der  vier  neuen  Coefficienten 
l,m,n,r  die  Lage  der  Ebne  im  Räume  bestimmen. 

Es  ist  indessen  besser,  die  funfzahlige  Gleichung  einer 
Ebne  II  in  der  mehr  symmetrischen  Form: 

Ix  +  my'+  nz  -f  rw  +  *o  =  0, 
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zu  schreiben,  in  der  der  fünfte  Coefficient,  s,  mit  den  andern 
durch  die  Relation: 

/-fm  +  n  +  r-M  =  0, 

verbunden  ist;  dann  können  wir  sagen,  dass  [l,  m, «,  r,  s]  (vergl.  37) 
das  fünfzahlige  Symbol  der  Ebne  //  ist,  und  können  die  Glei- 
chung schreiben: 

J7=  [/,m,n,r,s]. 

Zum  Beispiel,  die  Coefficienten  des  Symbols  für  einen 
Punkt  P  in  der  Ebne  ABC  können  so  ausgedrückt  werden, 
(vergl.  74): 

*-^+u,   y  =  <i+«,    z  =  tt+u,    w  =  u,    v  =  u- 

zwischen  ihnen  besteht  nur  die  Relation  w  —  v  =  0,  unabhängig 
von  den  vier  willkürlichen  Skalaren  t0..u;  sie  ist  daher  die 
Gleichung  der  Ebne  ABC  und  das  Symbol  dieser  Ebne  ist 
[0,0,0,1,-1];  es  kann  mitunter  kürzer  (vergL  72)  ohne  Kom- 
mata geschrieben  werden  [00011].  Es  ist  einleuchtend,  dass 
in  irgend  einem  solchen  Symbol  die  Coefficienten  alle  mit 
einem  gemeinsamen  Factor  multiplicirt  werden  können. 

76.  Das  Symbol  der  Ebne  P0PlP2  wäre  so  bestimmt; 
wir  wollen  jetzt  ein  Symbol  für  den  Punkt,  P}  suchen,  in  dem 
die  Ebne  durch  eine  gegebene  Linie  PsPt  geschnitten  wird, 
oder  die  Coefficienten  x..v,  oder  wenigstens  die  Verhältnisse 
ihrer  Differenzen  (70)  in  dem  fünfzahligen  Symbol  dieses  Punktes, 

fcjr,  r,  w,  v)  =  P  =  P0  Px  /y  P3  J» , 

bestimmen.  Combiniren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Ausdrücke: 

*  =         +  '4*4  +  «'»••    »  =  <8»3  +  '4  «4  +  u't 

die  in  der  symbolischen  Gleichung  (73): 

enthalten  sind,  und  die  Collinearität  PP3Pt  ausdrücken,  mit 
den  Gleichungen  (75): 

f#  +  ...«9->0,    /  +  -M  =  0, 

die  die  Complanarität  PP0PlPi  ausdrücken,  so  kommen  wir 
zur  Formel: 

(fe,  +  . +  *»,)  +  t4  {Ut  +  . .  +  sv4)  =  0, 

die  das  Verhältniss  t3:ti  bestimmt  und  die  Lösung  des  Pro- 

5* 
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blems  enthält.  Zum  Beispiel,  wenn  P  ein  Punkt  auf  der  Linie 
DE  ist,  dann  ist  (vergl.  73): 

x  -  y  =  z  =      «?  =  '3+  «*i  »  —  *«+  «'S 
und  wenn  es  auch  ein  Punkt  in  der  Ebne  ABC  ist,  dann  ist 
tr  — 1>  =  0  (75),  und  daher    —  f4  =  0;  daher  ist: 

(Q)  =  4,(00011)  +  «'(111 11), 

oder 

(Q)  s  (00011); 

von  diesem  letzten  Symbol  hatten  wir  gefunden  (72),  dass  es 
den  Durchschnittspunkt  (66),  2^=  ABC  DE,  darstellt 

77.  Wenn  die  fünf  Coefficienten,  zyztov,  irgend  eines  gegebe- 
nen funfzahligen  Symbols  (Q)  für  einen  Punkt  i*,  oder  die  irgend 
eines  congruenten  Symbols  (71),  irgend  welche  ganzen  Zahlen  sind, 
(positiv,  oder  negativ,  oder  null),  so  wollen  wir  sagen,  (vergl.  42), 
dass  der  Punkt  P  in  rationaler  Beziehung  zu  den  fünf  gegebenen 
Punkten,  A...E,  steht,  oder  kurz,  dass  er  ein  rationaler  Punkt 
des  Symbols  ist,  das  diese  fünf  Punkte  bestimmen.  Und 
ebenso  wollen  wir,  wenn  die  fünf  Coefficienten,  Imnrs,  des 
funfzahligen  Symbols  (75)  einer  Ebne  II  entweder  gleich  oder 
proportional  ganzen  Zahlen  sind,  sagen,  dass  die  Ebne  eine 
rationale  Ebne  desselben  Systems  ist,  oder  dass  sie  in  rationaler 
Beziehung  zu  denselben  fünf  Punkten  steht  Dagegen  wollen 
wir,  wenn  das  funfzahlige  Symbol  eines  Punktes,  oder  einer 
Ebne,  nicht  schon  so  ganzzahlige  Coefficienten  hat  und  nicht  so 
transformirt  (vergl.  72)  werden  kann,  dass  es  welche  erhält,  sagen, 
der  Punkt  oder  die  Ebne  steht  in  irrationaler  Beziehung  zu 
den  gegebenen  Punkten,  oder  kurz,  er  ist  irrational.  Eine 
gerade  Linie,  die  zwei  rationale  Punkte  verbindet,  oder  der 
Durchschnitt  zweier  rationaler  Ebnen  ist,  kann  in  demselben 
Sinne  eine  rationale  Linie  genannt  werden;  und  Linien,  die 
nicht  auf  einem  von  diesen  beiden  Wegen  construirt  werden 
können,  können  im  Gegensatz  dazu  irrationale  Linien  ge- 
nannt werden.  Es  ist  augenscheinlich  aus  der  Art  der  an- 
gewandten Eliminationen  (vergl.  wieder  42),  dass  eine  Ebne,  die 
dadurch  bestimmt  ist,  dass  sie  drei  rationale  Punkte  enthält, 
noth wendig  eine  rationale  Ebne  ist;  und  ebenso,  dass  ein  Punkt, 
der  als  der  gemeinsame  Durchschnittspunkt  dreier  rationaler  Ebnen 
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bestimmt  ist,  stets  ein  rationaler  Punkt  ist;  so  ist  es  auch  jeder 
Punkt,  der  erhalten  wird  als  der  Durchschnitt  einer  rationalen 
Linie  mit  einer  rationalen  Ebne,  oder  von  zwei  rationalen 
Linien  mit  einander,  wenn  sie  gerade  complanar  sind. 

78.  Endlich,  wenn  zwei  Punkte,  oder  zwei  Ebnen,  sich 
nur  durch  die  Anordnung  (oder  Aufeinanderfolge)  der  Coeffi- 
cienten  ihrer  funfzahligen  Symbole  unterscheiden,  so  kann  man 
sagen,  diese  Punkte  oder  Ebnen  haben  einen  gemeinsamen 
Typus,  oder  kurz,  sie  sind  syntypisch.    Zum  Beispiel,  die  fünf 

gegebenen  Punkte,  A,  E,  sind  in  diesem  Sinne  syntypisch, 

denn  sie  werden  dargestellt  durch  die  funfzahligen  Symbole 

(10000),  (00001);  und  die  zehn  Ebnen,  die  man  erhalt, 

wenn  man  von  diesen  fünf  Punkten  alle  Combinationen  zu  je 
dreien  nimmt,  haben  ebenfalls  ein  und  denselben  Typus.  So 
haben  wir  gesehn,  dass  das  fünfzahlige  Symbol  der  Ebne  ABC 
(75)  [000 IT]  ist;  und  das  analoge  Symbol  [1T000]  stellt  die 
Ebne  CDE,  u.  s.  w.,  dar. 

Andere  Beispiele  bieten  sich  von  selbst  in  einem  der  fol- 
genden Abschnitte  über  Netze  im  Baume  dar.  Doch  es  scheint 
angemessen,  hier  einige  wenige  Worte  über  diejenigen  Anhar- 
monischen Coordinaten,  Gleichungen,  Symbole  und  Typen  für 
den  Raum  hinzuzufügen,  die  man  aus  der  Theorie  und  den  Aus- 
drücken des  gegenwärtigen  Abschnitts  erhält,  indem  man  (wie 
wir  es  thun  können)  die  Anzahl  der  Coefficienten  in  jedem 
Symbole  oder  jeder  Gleichung  von  fünf  auf  vier  reducirt. 


Dritter  Abschnitt. 

Ueber  Anharmonische  Coordinaten  im  Baume. 

79.  Wenn  wir  die  zweite  Form  (70)  für  p  adoptiren,  oder 
annehmen,  wie  wir  es  können,  dass  der  fünfte  Coefficient  in  der 
ersten  Form  verschwindet,  so  bekommen  wir  einen  anderen  allge- 
meinen Ausdruck  (vergL  34,  36)  für  den  Vector  q  eines  Punktes 
im  Baume: 

s)p_  rag  +  ybß  +  2Cf  +  wdd 

~  &  ~        xa  +  yb  +  zc  4-  *>d  1 

und  wir  können  dann  die  symbolische  Gleichung  (vergl.  36,  71): 


70 


Elemente  der  Quateroionen. 


[Theil  L 


hinschreiben  und  können  sie  das  vierzahlige  Symbol  des  Punktes 
P  nennen;  wir  werdeu  bald  Grund  haben  sie  auch  das  An- 
harmonische  Symbol  dieses  Punktes  zu  nennen.  Inzwischen 
wollen  wir  bemerken,  dass  die  einzigen  congruenten  Symbole 
(71)  dieser  letzten  Form  diejenigen  sind,  die  sich  nur  durch 
Einführung  eines  gemeinsamen  Factors  unterscheiden;  die  drei 
Verhältnisse  der  vier  Coefficienten,  x....te,  sind  daher  allein 
nöthig,  die  Lage  des  Punktes  zu  bestimmen;  daher  können 
diese  vier  Coefficienten  (vergL  36)  seine  anharmonischen  Coor- 
dinaten  im  Räume  genannt  werden. 

80.  Wenn  wir  also  annehmen,  dass  v  =  0  ist  in  dem  funf- 
zahligen  Symbole  des  Punktes  P,  so  können  wir  das  fünfte 
Glied  $  v  in  der  fünfzahligen  Gleichung  einer  Ebne  //,  Ix  -f  . . . . 
4-äu  =  0,  (75),  fortlassen;  und  dann  auch,  da  er  hier  nicht 
nöthig  ist,  den  fünften  Coefficienten,  in  dem  fünfzahligen 
Symbol  dieser  Ebne,  die  also  auf  die  vierzahlige  Form: 

II  =  [l,mf  n,r], 

reducirt  wird.  Die  letztere  kann  auch  (37,  79)  das  Anharmo- 
nische Symbol  der  Ebne  genannt  werden,  deren  Anharmonische 
Gleichung: 

Ix  -f-  m y  -f  n:  -\-  rtc  =  0, 

ist;  die  vier  Coefficienten,  Imnr,  die  wir  auch  (vergl.  wieder  37) 
die  Anharmonischen  Coordinaten  der  Ebne  U  nennen  köunen, 
sind  unter  einander  nicht  durch  irgend  eine  allgemeine  Rela- 
tion (wie  /  +  . . .  +  s  =  0)  verbunden,  da  ihre  drei  Verhältnisse 
(vergL  79)  im  Allgemeinen  allein  nöthig  sind,  die  Lage  der 
Ebne  im  Räume  zu  bestimmen. 

81.  Wenn  wir  annehmen,  dass  der  vierte  Coefficient,  w, 
in  dem  neuen  Symbol  eines  Punktes  auch  verschwindet,  dann 
liegt  dieser  Punkt  P  in  der  Ebne  ABC]  und  dann  kann  er 
genügend  (wie  in  36)  durch  das  dreizahlige  Symbol  (x,  y,  z) 
dargestellt  werden.  Wenn  wir  daher  nur  solche  Punkte  in 
Betracht  ziehen,  in  denen  eine  willkürliche  Ebne  //  die  gege- 
bene Ebne  ABC  schneidet,  so  können  wir  den  vierten  Coeffi- 
cienten, r,  fortlassen,  da  er  für  solche  Punkte  nicht  nöthig  ist. 
In  dieser  Weise  kommen  wir  dann  auf  die  Gleichung:  Ix  +  my 
-f  nz  =  0,  zurück,  und  auf  das  Symbol,  A  =  [/,  m,n],  für  eine 
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gerade  Linie  (37)  in  der  Ebne  ABC,  die  hier  als  der  Durch- 
schnitt dieser  Ebne  mit  irgend  einer  willkürlichen  Ebne  77  im 
Kaum,  oder  als  die  Spur  der  letzteren  auf  die  erstere,  aufge- 
fasst  wird-  Wenn  die  Ebne  77  durch  ihr  funfzahliges  Symbol 
(75)  gegeben  ist,  so  erhalten  wir  das  dreizahlige  Symbol  für 
ihre  Spur  A,  wenn  wir  einfach  die  beiden  letzten  Coefficienten, 
r  und  s,  fortlassen. 

82.  In  dem  allgemeineren  Falle,  wenn  der  Punkt  P  nicht 
auf  die  Ebne  ABC  beschränkt  ist,  bleiben  die  zuletzt  auf- 
gestellten Formeln  der  Collineation  und  Complanarität  (73,  74) 
noch  bestehn,  wenn  wir  (vergl.  72)  sein  vierzahliges  Symbol 
mit  (Q)  bezeichnen,  vorausgesetzt,  dass  wir  jetzt  das  Symbol  (£/) 
fortlassen,  oder  seinen  Coefficienten  gleich  Null  setzen.  Also, 
die  Formel: 

(Q)  =  <m  +  <'m  +  <"{Q"), 

drückt  aus,  dass  der  Punkt  P  in  der  Ebne  P'  P"  P'"  liegt; 
und  wenn  der  Coefficient  i"  verschwindet,  so  bedeutet  die  dann 
übrigbleibende  Gleichung,  nämlich: 

dass  I'  dann  complanar  mit  den  zwei  gegebenen  Punkten, 
P',  P"  und  mit  einem  beliebigen  dritten  Punkt  ist;  oder,  mit 
anderen  Worten,  dass  er  auf  der  geraden  Linie  P'  P"  liegt; 
damit  (vergl.  76)  können  leicht  Probleme  über  den  Durch- 
schnitt von  Linien  mit  Ebnen  gelöst  werden.  Wenn  wir  kurz 
mit  [72]  das  vierzahlige  Symbol  [/,m,n,r]  einer  Ebne  77  be- 
zeichnen, so  drückt  ebenso  die  Formel: 

[K]  =  t[Br\  +  t'[R"]  +  r[R"]t 

aus,  dass  die  Ebne  77  durch  den  Durchschnittspunkt  der  drei 
Ebnen,  77',  77",  77"',  geht;  und  wenn  wir  f"=  0  setzen,  so  dass: 

[Ä]  =  aÄi +<''[*--], 

so  bezeichnet  die  so  erhaltene  Formel,  dass  die  Ebne  77  durch 
den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Ebnen  77',  77",  mit  irgend 
einer  dritten  Ebne  geht;  oder  (vergl.  41),  dass  die  Ebne  77  die 
Durchschnittslinie  von,  77',  77"  enthält;  in  diesem  Falle  kann 
man  die  drei  Ebnen,  77,  77',  77",  collinear  nennen.  Daraus 
ergiebt  sich,  dass  jeder  der  beiden  Ausdrücke: 

i. ..  t (w  + 1" (Q-),    n.  ..  t[*n  +  *'[Kl, 
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als  das  Symbol  einer  geraden  Linie  im  Räume  gebraucht 
werden  kann,  jenachdem  wir  die  Linie  A  entweder  1)  als 
Verbindungslinie  zweier  gegebenen  Punkte,  oder  2)  als  Durch- 
schnitt zweier  gegebenen  Ebnen  ansehn.  Die  Bemerkungen  (77) 
über  rationale  und  irrationale  Punkte,  Ebnen  und  Linien  er- 
fordern hier  keine  Aenderung;  und  die  über  Typen  (78)  passen 
Bich  von  selbst  leicht  vierzahligen  und  funfzahügen  Symbolen  an. 

83.  Aus  den  vorhergehenden  allgemeinen  Formeln  der 
Collineation  und  Complanarität  folgt,  dass  der  Punkt  P",  in 
welchem  die  Linie  AB  die  Ebne  CD P  durch  CD  und  irgend 
einen  angenommenen  Punkt  P=(xyzto)  im  Räume  schneidet, 
bezeichnet  werden  kann  durch: 


zum  Beispiel,  £=(1111),  und  C=  AB'  CDE  =  (1 100). 

Allgemein,  wenn  ABCDEF  irgend  sechs  Punkte  im 
Räume  sind,  so  sagt  man,  dass  die  vier  collinearen  Ebnen  (82), 
ABC,  ABD,  ABE,  ABF,  ein  Büschel  um  AB  bilden;  und 
wenn  dieses  Büschel  durch  irgend  eine  gradlinige  Transversale 
in  den  vier  Punkten  (T,D\E,F\  geschnitten  wird,  dann  heisst 
(vergL  35)  die  anharmonische  Function  dieser  Gruppe  von  Punkten 
(25)  auch  die  Anharmonische  des  Ebnenbüschels.  Sie  kann  in 
folgender  Weise  bezeichnet  werden: 


Daher  können  wir,  (vergl.  wieder  25,  35)  nach  dem,  was  wir 
eben  in  Bezug  auf  C  und  P'  gezeigt  haben,  die  wichtige 
Formel  aufstellen: 


so  dass  das  Verhaltniss  der  Coefficienten  in  dem  Symbol 
{xyzto)  für  einen  variablen  Punkt  P  (79)  die  Anharmonische 
eines  Ebnenbüschels  darstellt,  dessen  eine  Ebne  CDP  variabel 
ist,  während  die  drei  anderen  Ebnen  dieses  Büschels  gegeben 
sind.   Ebenso  ist: 

{AD.BECP)  =  ^,  und  {BD.  CEAP)  =  -| ; 
so  dass  (vergl.  36)  das  Product  der  drei  letzten  Anharmoni- 


P'=  AB'  CDP  =  (j-^OO); 


(A  B .  CDEF)  -  (CT  D  E  F ). 


{CD.AEBP)^{ACBPJ) 
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sehen  gleich  der  Einheit  ist.  In  demselben  Sinne  haben 
wir  auch: 

{BC.  AEDP)  =  ~,  {CA.BEDP)  =  ±,  (AB.CEDP)  =  L  • 

so  dass  die  drei  Verhältnisse  der  drei  ersten  Coefficienten  xyz 
zum  vierten  Coefficienten  w  genügen,  die  drei  Ebnen,  BCP, 
CAP,  ABP,  zu  bestimmen,  deren  gemeinsamer  Durchschnitts- 
punkt der  Punkt  P  ist,  vermittelst  der  Anharmonischen  der 
drei  Ebnenbüschel,  zu  denen  die  drei  Ebnen  respective  gehören. 
Und  so  haben  wir  einen  Grund,  ausser  der  Analogie  mit  den 
schon  gebrauchten  Ausdrücken  für  Punkte  in  einer  gegebenen 
Ebne,  die  vier  Coefficienten,  j-yzw,  in  dem  vierzahligen  Symbol 
(79)  eines  Punktes  im  Rannte  die  Anharmonischen  Coordinaten 
dieses  Punktes  zu  nennen. 

84.  Allgemein,  wenn  wir  irgend  vier  collineare  Punkte, 
P0...  jP, ,  haben,  so  dass  (vergl.  82)  ihre  Symbole  durch  zwei 
lineare  Gleichungen  von  folgender  Form  verbunden  sind: 

+  «(«,), 

(Q3)  =  + 

dann  kann  die  Anharmonische  ihrer  Gruppe  (vergl.  25,  44)  in 
folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

man  sieht  das  sofort  ein,  wenn  man  das  Büschel  {CD .  P0  Px  P2  P3) 
und  die  Transversale  A  B  (83)  in  Betracht  zieht.  Und  ebenso, 
wenn  wir  (vergl.  wieder  82)  die  beiden  anderen  symbolischen 
Gleichungen  haben,  welche  vier  collineare  Ebnen,  iJ0  .  .  11  v 
verbinden : 

PU-*PU+«BUi 

so  wird  die  Anharmonische  ihres  Büschels  (83)  durch  die  genau 
gleiche  Formel: 

(770//1/7,/7a)=^, 

ausgedrückt;  man  kann  sie  beweisen,  wenn  man  sich  das  Bü- 
schel durch  dieselbe  transversale  Linie  AB  geschnitten  denkt 

85.  Es  folgt,  dass  wenn  f(xyzw)  und  fx  {j-t/:w)  irgend  zwei 
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homogene  und  lineare  Functionen  von  t,  y,  zf  tr,  sind ;  und  wenn 
wir  vier  coilineare  Ebnen  770, . . .  773,  durch  die  vier  Gleichungen: 

/=0,  fl=0,  /,-*/, 

bestimmen,  in  denen  k  irgend  ein  Skalar  ist;  wir  folgenden 
Werth  der  anharmonischen  Function  des  so  bestimmten  Ebnen- 
büschels  erhalten  werden: 

{n0nxn1n,)  =  k=^. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgendes  Theorem,  das  von  Wichtig- 
keit in  der  Anwendung  des  gegenwärtigen  Systems  von  Raum- 
coordinaten  ist:  — 

„Der  Quotient  irgend  zweier  gegebenen  homogenen  und 
linearen  Functionen  der  anharmonischen  Coordinaten  (79)  eines 
variablen  Punktes  P  im  Räume,  kann  ausgedrückt  werden  als 
die  Anharmonische  (770 IIX  772  77,)  eines  Ebnenbüschels,  von 
dem  drei  Ebnen  gegeben  sind,  während  die  vierte  durch  den 
variablen  Punkt  P  und  durch  eine  gegebene  grade  Linie  A 
geht,  die  den  drei  vorigen  Ebnen  gemeinsam  ist." 

86.  Ebenso  kann  man  das  folgende  analoge  Theorem  be- 
weisen: — 

„Der  Quotient  irgend  zweier  gegebenen  homogenen  und 
linearen  Functionen  der  anharmonischen  Coordinaten  (80)  einer 
variablen  Ebne  77  kann  als  die  Anharmonische  {PQ  Px  Pt  Ps) 
einer  Gruppe  von  Punkten  ausgedrückt  werden,  von  denen  drei 
gegeben  und  collinear  sind,  und  der  vierte  der  Durchschnitts- 
punkt A '  II  ihrer  gemeinsamen  gegebenen  graden  Link:  A  mit 
der  variablen  Ebne  77  ist" 

Vollständiger,  wenn  die  beiden  gegebenen  Functionen  von 
Imnr  Fund  Fx  sind,  und  wenn  wir  drei  Punkte  PQP1PJ  durch 
die  Gleichungen  (vergL  57)  F=0,  FX=F,  7^=0,  bestimmen 
und  mit  P3  den  Durchschnittspunkt  ihrer  gemeinsamen  Linie 
A  mit  77  bezeichnen,  so  erhalten  wir  den  Quotienten, 

§  =  {P0  Px  i>  i> ). 

Zum  Beispiel,  wenn  wir  annehmen,  dass: 

,4,  =  (1001),  Bt  =  (0101),  C,  =  (0011), 
^'8=(100l),   7*a=(010T),  C'.^OOlT), 
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At=DA'BCE,  u.  s.  w.,  und  {DAtAA\)  =  -1, 

u.  s.  w.,  so  finden  wir,  dass  die  drei  Verhältnisse  von  l,m,n 
zu  r,  in  dem  Symbol,  // =  [Imnr],  in  der  Form  von  Anhar- 
monischen von  Gruppen  (vergL  39)  in  folgender  Weise  aus- 
gedrückt werden  können: 

±=(DA'tAQ);  y  =  {DB'2  BR)\  ±-{DCtCS)\ 

hier  sind  Q,  R,  S  die  Durchschnittspunkte  der  Ebne  II  mit 
den  drei  gegebenen  graden  Linien,  DA,  DB,  DC.  Und  so 
haben  wir  einen  Grund  (vergl.  83),  ausser  der  Analogie  mit 
Linien  in  einer  gegebenen  Ebne  (37),  wie  vorher  die  vier 
Coefficienten  /,  m,  n,  r,  in  dem  vierzahligen  Symbol  einer  Ebne 
II  (80),  die  anharmonischen  Coordinaten  dieser  Ebne  im  Räume 
zu  nennen. 

87.  Wir  können  hinzufügen,  dass  wenn  wir  mit  L,  M,  N, 
die  Punkte  bezeichnen,  in  denen  dieselbe  Ebne  II  durch  die 
drei  gegebenen  graden  Linien,  BC,  CA,  AB,  geschnitten  wird, 
und  die  Bezeichnungen,  A",  B",  C",  für  diejenigen  anderen 
Punkte  auf  denselben  drei  Linien  zurückhalten,  die  vorher  so 
bezeichnet  wurden  (in  31,  u.  s.  w.),  so  dass  wir  jetzt  schreiben 
können  (vergl.  36): 

^"=(0110),    jB"=(T010),  C"=(lT00), 

so  haben  wir  (vergl.  39,  83)  die  drei  weiteren  Anharmonischen 
von  Gruppen,  deren  Producte  gleich  der  Einheit  sind: 

mn={CÄ'BL);  y  =  {AB" CM);  ^  =  {BC"AN); 

und  die  sechs  gegebenen  Punkte,  A",  B",  C",  Ä2,  Rv  Cv  liegen 
alle  in  einer  gegebenen  Ebne  [E],  deren  Gleichung  und  Symbol: 

x  +  y  +  z  +  *>  =  0;  und  [E]  =[1111], 
sind.  Die  sechs  Gruppen  von  Punkten,  deren  anharmonische 
Functionen  mithin  die  sechs  Verhältnisse  der  vier  anharmo- 
nischen Coordinaten,  Imnr,  einer  variablen  Ebne  II  darstellen, 
liegen  daher  auf  den  sechs  Kanten  der  gegebenen  Pyramide 
AB  CD;  zwei  Punkte  in  jeder  Gruppe  sind  Spitzen  der  Pyra- 
mide und  die  beiden  andern  sind  die  Durchschnittspunkte  der 
Kante  mit  den  beiden  Ebnen  [£]  und  H.    Endlich  ist  die 
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Ebne  [E],  in  einer  bekannten  neueren  Bezeichnung,  die  Ebne 
der  Homologie,*  und  der  Punkt  E  ist  der  Mittelpunkt  der 
Homologie  der  gegebenen  Pyramide,  ABCD,  und  einer  ein- 
geschriebenen Pyramide,  Ax  Bx  Cx  Dv  in  der  Ax  —  EA'  BCD, 
u.  s.  w.,  so  dass  Dx  seine  frühere  Bezeichnung  (66,  76)  bei- 
behält, und  wir  die  anharmonischen  Symbole  hinschreiben  können: 

^,=  (0111),    Äj  =  (1011),    (^=(1101),    Z>j  =  (1 1 1 0). 

Und  wenn  wir  mit,  A\  Bx  C\  Uv  die  harmonisch  Conjugirten 
der  letzteren  Punkte  in  Beziehung  auf  die  Linien,  EA,  EB, 
EC,  ED,  bezeichnen,  so  dass: 

(EAXAÄX)  =  •  •  =  (ED,  DU,)  =  -1, 

so  haben  wir  die  entsprechenden  Symbole: 

^=(2111),  ^=(1211)^X1121),  Z>>(1112). 

Es  bestehen  viele  andere  Beziehungen  der  Lage  zwischen 
den  verschiedenen  Punkten,  Linien  und  Ebnen,  von  denen  wir 
einige  naturgemäss  in  der  Theorie  der  Netze  im  Räume  be- 
trachten werden,  die  wir  im  folgenden  Abschnitt  behandeln 
wollen. 

Vierter  Abschnitt. 
Ueber  geometrische  Netze  im  Räume. 

88.  Wenn  wir  fünf  gegebene  Punkte,  A..E,  haben,  von 
denen  nicht  vier  complanar  sind,  so  .können  wir  irgend  zwei 
von  ihnen  durch  eine  gerade  Linie  und  die  drei  andern  durch 
eine  Ebne  verbinden  und  den  Punkt,  in  dem  die  letzteren  ein- 
ander schneiden,  bestimmen;  wir  leiten  so  ein  System  von  zehn 
Linien  Ax ,  zehn  Ebnen  Hx ,  und  zehn  Punkten  Px ,  von  dem 
gegebenen  System  von  fünf  Punkten  P0,  ab  durch  eine,  wie  wir 
sagen  können,  erste  Construction  (34).  Wir  können  dann  dazu 
übergehen,  alle  die  neuen  und  verschiedenen  Linien,  Js,  und 
Ebnen,  llv  zu  bestimmen,  die  die  zehn  abgeleiteten  Punkte  Px 
mit  den  fünf  gegebenen  Punkten  P0,  und  mit  einander,  verbinden 
und  können  dann  untersuchen,  welche  neuen  und  verschiedenen 
Punkte  P3  jetzt  als  Durchsclmittspunkte  von  Linien  mit  Ebnen 

•  Siehe  Poncelct'8  TraiU  des  Proprio  Prycctive*  (Poris,  1822). 
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oder  von  Linien  in  einer  Ebne  mit  einander  entstehen;  von  allen 
diesen  neuen  Linien,  Ebnen  und  Punkten  wollen  wir  sagen 
(vergi.  wieder  84),  sie  gehören  zu  einer  zweiten  Construction. 
Und  so  können  wir  zu  einer  dritten  Construction  derselben 
Art  übergehen  und  so  fort;  wir  erhalten  so  das,  was  Möbius 
in  seinem  schon  citirten  barycentrischen  Calcül  p.  291  ein 
Geometrisches  Netz  im  Räume  genannt  hat  Dieses  geome- 
trische Verfahren  durch  fünfzahlige  Symbole  (71,  75,  82)  von 
Punkten,  Ebnen  und  Linien  und  durch  fünfzahlige  Typen  (78), 
wenigstens  bis  zum  Ende  der  zweiten  Construction,  auszudrücken, 
ist  eine  nützliche  Uebung  für  die  Anwendung  der  zuletzt  auf- 
gestellten Sätze  und  daher  auch  schliesslich  der  Methode  der 
Vectoren,  die  der  Gegenstand  des  vorliegenden  Theiles  ist. 
Die  fünfzahlige  Form  ist  hier  passender  als  die  vierzahlige, 
denn  sie  zeigt  viel  deutlicher  die  geometrische  Abhängigkeit 
der  abgeleiteten  Punkte  und  Ebnen  von  den  fünf  gegebenen 
Punkten  und  dabei  setzt  sie  uns  in  den  Stand,  durch  einen 
Satz  der  Symmetrie,  die  Anzahl  der  verschiedenen  Typen  zu 
reduciren. 

89.  Wir  haben  gesehen  (78),  dass  der  fünfeahlige  Typus 
der  fünf  gegebenen  Punkten,  J°0,  (10000)  ist;  während  der  den 
zehn  abgeleiteten  Punkte  Px  der  ersten  Construction  ent- 
sprechende Typus  gleich  (00011)  gesetzt  werden  kann;  in 
der  That,  wenn  man  sie  als  Symbole  auffasst,  stellen  sie  die 
Punkte,  A  und  Dxt  dar.  Die  neun  anderen  Punkte  Pl  sind, 
A'BCAlBlClAtB1Cs]  und  wir  haben  jetzt  (vergl.  83,  87,  86) 
die  Symbole: 

Ä=BC  ADE  =  (01100),  A1=EA'BCD  =  (10001), 
A1  =  DABCE  =  (10010); 

auch  ist  es  gestattet,  in  irgend  einem  Symbol  oder  einer  Glei- 
chung der  vorliegenden  Form,  A,  B,  C,  in  B,  C,  A,  zu  ver- 
wandeln, vorausgesetzt,  dass  wir  zu  gleicher  Zeit  den  dritten, 
ersten  und  zweiten  Coefficienten  an  Stelle  des  ersten,  zweiten, 
und  dritten  setzen;  so  wird: 

B'=  CA' BDE  =  (10100),  u.  s.  w. 

Das  Symbol  (zyOOO)  stellt  irgend  einen  Punkt  auf  der  Linie 
AB  dar;  und  das  Symbol  [OOnr«],  wenn,  «  +  r  +  *  —  0,  ist, 
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stellt  irgend  eine  Ebne  dar,  die  durch  die  Linie  geht;  sie 
können  daher  (vergl.  82)  auch  als  Symbol  der  Linie  A  B  selbst 
betrachtet  werden  und  zu  gleicher  Zeit  als  Typus  der  zehn 
Linien  Ax\  während  das  Symbol  [00011]  der  Ebne  ABC  (75) 
als  Typus  der  zehn  Ebnen  JJX  (78)  angesehn  werden  kann. 
Endlieh  können  die  fünf  Pyramiden: 

BCDE,    CADE,    ABDE,    ABCE,  ABCD, 

und  die  zehn  Dreiecke  ABC,  u.  s.  w.,  yon  denen  jedes  eine 
gemeinsame  Fläche  zweier  solcher  Pyramiden  ist,  die  Pyra- 
miden R1  und  die  Dreiecke  Tx  der  ersten  Construction  ge- 
nannt werden. 

90.  Gehen  wir  zur  zweiten  Construction  (88)  über,  so 
finden  wir  bald,  dass  die  Linien  A2  in  zwei  verschiedene 
Gruppen  zusammengcfasst  werden  können ;  eine  Gruppe  besteht 
aus  fünfzehn  Linien  A2,x,  von  denen  die  Linie  AÄD1  eine 
ist,  (ABlCi,  AB2CV  DÄAV  EÄA%  sind  andere  Linien  dieser 
Gruppe),  jede  verbindet  zwei  Punkte  Px  und  geht  auch 
durch  einen  Punkt  P0,  der  in  der  Durchschnittslinie  zweier 
Ebnen  nx  durch  diesen  Punkt  liegt,  zum  Beispiel  von  ABC, 
ADE;  während  die  andere  Gruppe  aus  dreissig  Linien  A2,t 
besteht,  wie  KC,  von  denen  jede  zwei  Punkte  Px  verbindet, 
aber  nicht  durch  einen  Punkt  P0  geht,  und  eine  der  dreissig 
Kanten  der  fünf  neuen  Pyramiden  R2  ist,  nämlich: 

C'BA2AV  A'CB2BV  BÄC2 Cv"A2Bi Ct Dv  AXBXCXDX, 

von  diesen  Pyramiden  R2  (vergl.  87)  kann  man  sagen,  sie  seien 
homolog  den  fünf  vorigen  Pyramiden  Rx  eingeschrieben;  die 
Mittelpunkte  der  Homologie  dieser  fünf  Paare  von  Pyramiden 

sind  die  fünf  gegebenen  Punkte  A  E\  und  die  Ebnen  der 

Homologie  sind  fünf  Ebnen  [A\..[E],  von  denen  die  letzte 
bereits  erwähnt  worden  ist  (87),  obwohl  sie  eigentlich  zu  einer 
dritten  Construction  gehört  (88).  Die  Ebnen  üt  der  zweiten 
Construction  bilden  gleichfalls  zwei  Gruppen;  die  eine  besteht 
aus  fünfzehn  Ebnen  i72)1,  wie  zum  Beispiel  die  Ebne  der  fünf 
Punkte,  A  Bx  B2  Cx  C2 ,  von  denen  jede  durch  einen  Punkt  P0 
und  durch  vier  Punkte  Px  geht,  und  zwei  Linien  Av  x  enthält, 
so  hier  die  Linien,  ABXC2,  ACxBt,  und  ausserdem  vier  Linien 
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Avv  so  hier  2?,  Bv  u.  s.  w.  Die  andere  Gruppe  besteht  aus 
zwanzig  Ebnen  /7,,,,  so  wie  AXBXCV  nämlich  die  zwanzig 
Seitenflächen  der  fünf  neuen  Pyramiden  Rt,  von  denen  jede 
drei  Punkte  Px  und  drei  Linien  Av%  enthält,  aber  nicht  durch 
einen  der  Punkte  P0  geht  Wir  wollen  jetzt  die  geometrischen 
Gebilde*  der  fllnfundvierzig  Linien  As,  der  ftinfunddreissig 
Ebnen  772  und  der  fünf  Ebnen  der  Homologie  der  Pyrami- 
den, [A]...[E],  durch  fünfzahlige  Symbole  und  Typen  aus- 
drücken, bevor  wir  dazu  Übergehn,  die  Punkte  Pa  der  zweiten 
Construction  zu  bestimmen. 

91.  Irgend  ein  Punkt  auf  der  geraden  Linie  AÄDX  (90) 
kann  durch  das  Symbol  (tnu 00)  dargestellt  werden;  und  irgend 
eine  Ebne  durch  diese  Linie  durch  das  andere  Symbol, 
[OmmrT],  in  dem  m  und  r,  um  die  Kommata  zu  ersparen, 
für  —  m  und  —  r  gesetzt  sind.  Daher  können  diese  beiden 
Symbole  (vergl.  82)  auch  die  Linie  A  ÄDX  selbst  bezeichnen  und 
können  als  Typen  (78)  gebraucht  werden,  um  die  Gruppe  von 
Linien  Avx  zu  bezeichnen.  Das  besondere  Symbol  [01111]  der 
letzten  Form  stellt  die  besondere  Ebne  durch  die  zuletzt  er- 
wähnte Linie  dar;  sie  enthält  auch  die  Linie  ABXC2  derselben 
Gruppe.  Es  kann  als  Typus  für  die  Gruppe  von  Ebnen  Z72n 
angesehn  werden.  Die  Linie  BC  und  die  Gruppe  AV2  können 
dargestellt  werden  durch  («tu  00)  und  [tttuJ~],  wenn  wir  überein- 
kommen** *  =  /  +  und  *  =  — s  zu  setzen.  Die  Ebne  BC'At 
und  die  Gruppe  77a,,  können  durch  [11112]  bezeichnet  werden. 
Endlich  hat  die  Ebne  [E]  zu  ihrem  Symbol  [11114];  und  die 
vier  anderen  Ebnen,  [A],  u.  s.  w.,  der  Homologie  der  Pyra- 
miden (90),  haben  dieses  letzte  Symbol  zu  ihren  gemeinsamen 
Typus. 

*  Möbius  bat  in  seinem  barycentriachen  Calcül,  p.  284  u.  s.  w.,  die 
Existenz  und  die  Haupteigenschaften  dieser  Linien  und  Ebnen  klar  be- 
wiesen; aber  einmal  ist  seine  Analyse  ganz  verschieden  von  der  meinigen 
und  dann  scheint  er  nicht  beabsichtigt  zu  haben,  alle  die  Punkt«  aufzu- 
zählen und  zu  classificiren ,  die  nach  der  vorigen  Bezeichnung  (88)  zur 
zweiten  Construction  gehören,  wir  wir  es  in  Kürze  gethan  haben. 

*•  Mit  dieser  Ucbereinkunft  kann  die  Linie  Ä  B  und  die  Gruppe  J, 
durch  das  Ebnen -Symbol  [00*«T]  bezeichnet  werden;  ihr  Punkt-Symbol 
ist  (r«000). 
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92.  Die  Punkte  Ps  der  zweiten  Construction  (88)  sind 
zahlreicher  als  die  Linien  A2  und  Ebnen  IJ3  dieser  Constru- 
ction ;  indess  ist  es  nicht  schwer  sie  mit  Hülfe  der  Typen,  wie 
oben,  zu  classificiren  und  aufzuzählen.  Es  ist  hier  genügend 
diese  Typen  hinzuschreiben,  von  denen  acht  gefunden  werden 
können  und  einige  Bemerkungen  über  sie  hinzuzufügen.  Wir 
wollen  uns  hierzu  der  folgenden  acht  typischen  Punkte  bedienen, 
von  denen  uns  die  beiden  ersten  schon  begegnet  sind,  und  die 
alle  in  der  Ebne  ABC  liegen: 

A"  =(01100);  ^'"=(21100);  Aiy  =(21100);  A*  =  (02100); 
ylVI  =  (02l00);^v,I=(12 100};^=  (32100);  v4IX  =  (23lOO); 

der  zweite  und  dritte  von  diesen  Punkten  haben  (10011)  und 
(30011)  zu  congruenten  Symbolen  (71).  Es  ist  leicht  zu  sehn, 
dass  diese  acht  Typen  respective  zehn,  dreissig,  dreissig,  zwanzig, 
zwanzig,  sechszig,  sechszig  und  sechszig  verschiedene  Punkte 
darstellen,  die  zu  acht  Gruppen  gehören,  die  wir  mit  Ptn  . . .  PVi 
bezeichnen  wollen;  so  dass  die  Gesammtzahl  der  Punkte  P2 
gleich  290  ist  Wenn  wir  ferner  übereinkommen  (88)  die  gegen- 
wärtige Untersuchung  mit  der  Beendigung  dessen  abzuschliessen, 
was  wir  vorher  als  die  zweite  Construction  bezeichnet  haben, 
so  findet  man  die  ganze  Anzahl  Netzpunkte,  Plt  Pt,  die  so 
durch  Linien  und  Ebnen  von  den  fünf  gegebenen  Punkten  JP0 
abgeleitet  werden  können,  genau  gleich  dreihundert;  während, 
wie  wir  gesehen  haben,  die  gemeinschaftliche  Anzahl  der 
Netz-Linien,  Av  At,  und  der  Netz-Ebnen,  IJV  TIt,  bis  jetzt 
einhundert  ist. 

(1.)  Zum  Typus  Pin  gehören  die  zehn  Punkte: 

ABC",    A3B'tC'v  A\BXC\DV 

mit  den  fünfzahligen  Symbolen: 

X=(0lT00),...   ^'2=(10010),...  ^=(10001),... 

^»(OOOlT); 

sie  sind  harmonisch  conjugirt  zu  den  zehn  Punkten  P,,  näm- 
lich, zu 

ABB,     AiBiCt,  AlB1ClD1, 

in  Bezug  auf  die  zehn  Linien  Av  auf  denen  diese  Punkte 
liegen,  so  dass  wir  zehn  harmonische  Gleichungen  haben, 
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{BA'CA")  =  -1,  u.  s.  w.,  wie  wir  schon  (31,  86,  87)  gesehen 
haben.  Jeder  Punkt  P2,x  ist  der  gemeinsame  Durchschnitts- 
punkt einer  Linie  Ax  mit  drei  Linien  AVi\  so  können  wir  die 
folgenden  vier  Formeln  für  das  Zusammentreffen  aufstellen, 
die,  nach  89,  zehn  solchen  Formeln  äquivalent  sind: 

A"  wmBC  ITC"  BXCX' 2?s  C2;   Ä3=  DA 1 Dx  Ax  B  C2  CB2\ 
A\  =  EA '  DXA^'  BCX  CBX\  Dx  =  DE'  Ax  A^  BxBt'  CxCt; 
Jeder  Punkt  Pvx  liegt  also  in  drei  Ebnen  IIX,  in  drei  anderen 
Ebnen  der  Gruppe  Ilt,x  und  in  sechs  Ebnen  /72,2;  zum  Bei- 
spiel, A"  ist  ein  gemeinsamer  Punkt  der  zwölf  Ebnen: 

ABC,BCD,BCE\  ABXC2CXB2,  DBBXC(\,  EBB2CCV 
BCAV  BXCXAV  B2C,Ä2,  BC'A,,  BXCXDV  B^D^ 

Jede  Linie  Ax  oder  A2f2  enthält  einen  Punkt  P2M;  aber 
keine  Linie  A2,x  enthält  einen  solchen.  Jede  Ebne  [Jx  oder 
772,2  enthält  drei  solche  Punkte  und  jede  Ebne  Uvx  enthält 
zwei,  welche  die  Durchschnittspunkte  der  gegenüberliegenden 
Seiten  eines  Vierseits  Q2  sind,  das  in  dieser  Ebne  liegt;  seine 
Diagonalen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P0:  zum  Beispiel, 
die  Diagonalen,  BXC2,  B2CX,  des  Vierseits,  BxB2CtCx ,  das 
(nach  90)  in  einer  der  Ebnen  1I2,X  liegt,  schneiden  sich*  im 
Punkte  A\  während  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  CXBV 
B%C%i  in  A"  schneiden;  und  die  beiden  anderen  gegenüber- 
liegenden Seiten,  BlBv  C2CX,  haben  den  Punkt  D\  zu  ihrem 
Durchschnittspunkt.  Die  zehn  Punkte  Pv,  sind  gleichfalls  zu 
je  dreien  auf  zehn  Linien  der  dritten  Construction  A%  angeordnet, 
nämlich  auf  den  Achsen  der  Homologie: 

A"BXC\,  . .  A"B2C\,  .  .  A\Ä2DX, . .  Ä'B'C", 
der  zehn  Paare  von  Dreiecken,  Tv  Tv  die  in  den  zehn  Ebnen 
Tlx  liegen  und  fiir  die  die  Mittelpunkte  der  Homologie  die 
zehn  Punkte  Px  sind;  zum  Beispiel,  die  punktirte Linie,  Ä'B'C", 
in  Fig.  21,  ist  die  Achse  der  Homologie  der  zwei  Dreiecke, 
ABC,  A  BC,  von  denen  das  letztere  dem  ersteren  eingeschrie- 
ben ist,  und  der  Punkt  O  dieser  Figur,  der  in  Fig.  29  durch 
Dx  ersetzt  ist,  ist  ihr  Mittelpunkt  der  Homologie.  Dieselben 
zehn  Punkte  P.vx  sind  auch  zu  je  sechs  und  die  zehn  letzten 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art.  90. 
Hamilton,  Qiuternionen. 
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Linien  A%  zu  je  vier  in  fünf  Ebnen  773  angeordnet,  nämlich 
in  den  Ebnen  der  Homologie  der  fünf  Paare  von  Pyramiden, 
JZj,  Äj,  die  schon  erwähnt  (90)  wurden;  so  enthält  die  Ebne  [E] 
die  sechs  Punkte  (87),  ABC  AtB%Cv  und  die  vier  graden 
Linien: 

JCB%CV  B'C\AV  C"A\BV  ABC; 

diese  letzteren  sind  die  Durchschnitte  der  vier  Seitenflächen: 

DCB,  DAC,  DBA,  ABC, 

der  Pyramide  AB  CD,  mit  den  entsprechenden  Seitenflächen: 

DlCkBv  D{AXCV  DXBXAV  A1B1Clt 

der  ihr  eingeschriebenen  homologen  Pyramide,  A^B^D^,  und 
sie  sind  ausserdem  in  den  vier  anderen  Ebnen: 

A^  B  C ,  B^C  A ,  C^A  B ' ,  A%  B% C% , 

enthalten;  die  drei  Dreiecke,  ABC,  AlBlCl,  ^,J?2Q,  sind 
zum  Beispiel  alle  homolog,  obwohl  sie  in  verschiedenen  Ebnen 
hegen  und  haben  die  Linie  A"B"C"  zu  ihrer  gemeinsamen 
Achse  der  Homologie.  Wir  können  auch  sagen,  dass  die 
Linie,  Ä'B'C",  die  gemeinsame  Spur  (81)  zweier  Ebnen  7/2,2 
ist,  nämlich  der  Ebnen,  AXBXCX  und  AiBsC2,  auf  der  Ebne 
ABC;  und  ferner,  dass  der  Punkt  A"  die  gemeinsame  Spur 
zweier  Linien  AV2  auf  der  Ebne  Ilx  ist,  nämlich  der  Linien, 
Bx  Cx  und  2?2  Ca ;  er  ist  auch  die  gemeinsame  Spur  der  beiden 
Linien,  Bx  Cx  und  B%  C\,  die  zur  dritten  Construction  gehören. 

(2.)  Ueberhaupt  sind  die  zehn  Punkte  der  zweiten  Constru- 
ction, A"  ,  den  Geometern  schon  wohlbekannt  in  Verbindung 

mit  der  Theorie  von  transversalen*  Linien  und  Ebnen  im  Räume; 
doch  es  ist  von  Werth  hier  zu  beachten,  mit  welcher  Einfach- 
heit und  Deutüchkeit  ihre  geometrischen  Beziehungen  sich  durch 
die  hier  benutzten  funfzahligen  Symbole  und  Typen  ausdrücken 
lassen  (88).  Zum  Beispiel,  die  Collinearität  (82)  der  vier  Ebnen, 


*  Die  cell  in  raren ,  coniplanaren  und  harmonischen  Beziehungen 
zwischen  den  zehn  Punkten,  die  wir  vorher  mit  P„,  bezeichnet  haben, 
und  die  auch  von  Möbius  in  seiner  Theorie  der  Netze  im  Räume  in  Be- 
tracht gezogen  worden  sind,  scheinen  zuerst  von  Carnot  in  einer  Abhand- 
lung über  Transversalen  bemerkt  worden  zu  sein. 
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ABC,  AXBXCX,  AtB2C2,  und  [E]  ersieht  man  sofort  aus  dem 
blossen  Anblick  ihrer  vier  Symbole: 

[00011],  [11121],  [11112],  [11114], 
die  die  vier  fUnfzahligen  Gleichungen  darstellen  (75): 
ir-ü  =  0,   j+y  +:-2ir-ti  =  0,   jr  +  y  +  z  —  to  —  2v  =  0, 

x+y  +  '  +  w  —  4u  =  0; 
ausserdem  folgt,  dass  das  dreizahlige  Symbol  (81)  der  gemein- 
samen Spur  der  drei  letzteren  auf  der  ersten  [1 1 1]  ist,  so 
dass  diese  Spur  (nach  38)  die  Linie,  Ä'B'C,  der  vorigen 
Figur  21  ist  Und  wenn  wir  kurz  das  funfzahlige  Symbol  der 
vier  Ebnen,  in  derselben  Reihenfolge  und  Form  wie  vorher, 
mit  [Ä0]  [Ä,]  [Ä,]  [Ä3]  bezeichnen,  so  sehen  wir,  dass  sie  durch 
die  zwei  Relationen: 

PU  =  -TO  +  Mi  [ä3]  =  2  [jy  +  [äj, 

verbunden  sind;  wenn  wir  daher  die  Ebnen  selbst  mit  üv  ZZa, 
U'v  IJ3  bezeichnen,  so  haben  wir  (vergl.  84)  den  folgenden 
Werth  für  die  Anharmonische  ihrer  Büschel: 

(fli  II,  IT,  11,)  =  -2. 

Dieses  Resultat  kann  sehr  leicht  verificirt  werden 
für  den  Fall,  dass  AB  CD  eine  reguläre  Pyramide  und  E 
(vergl.  29)  ihr  mittlerer  Punkt  ist;  die  Ebne  //,,  oder  [2?], 
wird  in  diesem  Falle  (vergl.  38)  die  Ebne  in  der  Unendlich- 
keit, während  die  drei  anderen  Ebnen,  ABC,  A1BlCv  A^B2CV 
parallel  sind;  die  zweite  liegt  zwischen  den  beiden  anderen, 
aber  doppelt  so  nahe  zur  dritten  als  zur  ersten. 

(3.)  Wir  können  in  unseren  Bemerkungen  über  die  sieben 
anderen  Typen  der  Punkte  F3  etwas  kürzer  sein,  denn  sie 
sind,  nicht  so  gut  bekannt,*  wohl  auch  überhaupt  nicht  ganz 

*  Es  scheint  nicht,  dass  irgend  einer  dieser  weiteren  Typen  oder 
Gruppen  von  Punkten  P%  in  Verbindung  mit  dem  Netz  im  Räume  bisher 
schon  beachtet  worden  ist,  mit  Ausnahme  der  einen,  die  wir  als  die  fünfte 
Gruppe  /',.-,  zusammengefasst  haben  und  die  zwei  Punkte  auf  jeder  Linie 
Ax  darstellt,  wie  der  Typus  Pin  der,  wie  wir  sahen,  einen  Punkt  auf 
jeder  von  den  zehn  Linien  erster  Construction  darstellt;  die  fünfte  Gruppe, 
für  die  wir  als  Beispiel  die  Durclischuittapunkte  der  Linie  DE  mit  den  beiden 
Ebnen,  AlBlCl  und  AtBtCt,  anführen  können,  ist  bereits  von  Möbius 
auf  Seite  290  seines  schon  citirten  Werkes  hervorgehoben  worden,  obwohl 
mit  verschiedener  Bezeichnung  und  als  Ergebniss  einer  anderen  Rechnung. 
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so  interessant,  obwohl  mir  seheint,  dass  einige  Umstände  über 
ihre  Anordnung  im  .Räume  hier  bemerkt  werden  können,  be- 
sonders mit  Rücksicht  darauf,  dass  sie  uns  eine  weitere  Uebung 
(88)  in  dem  vorliegenden  System  von  Symbolen  und  Typen 
darbieten.  Der  Typus,  Pvi,  stellt  also  eine  Gruppe  von  dreissig 
Punkten  dar,  für  die  Ä"  in  Fig.  21  ein  Beispiel  ist;  jeder  ist 
der  Durchschnittspunkt  einer  Linie  Avx  mit  einer  Linie  y/2,s;  so 
ist  Ä"  der  Punkt,  in  dem  sich  A  Ä  und  EC  schneiden  und  keiner 
liegt  in  irgend  einer  anderen  Linie  von  denen,  die  wir  bis  jetzt  be- 
trachtet haben.  Ohne  zu  beabsichtigen  hier  alle  die  Linien,  Ebnen 
und  Punkte  zu  beschreiben,  die  wir  als  zur  dritten  Construction 
gehörig  angeführt  haben,  können  wir  doch  übersehen,  dass  sie 
sehr  zahlreich  sind  und  dass  wir  die  Ebnen  773,  und  die  Linien 
A3,  dieser  Construction,  ebenso  wie  die  Pyramiden  i?2  und  die 
Dreiecke  T,,  der  zweiten  Construction,  die  wir  vorher  ange- 
führt haben,  nur  als  allgemeine  Bezeichnungen  werden  ansehen 
können,  die  in  einem  eingehenderen  Studium  des  Gegenstandes 
noth wendigerweise  ausführlicher  bezeichnet  werden  müssen ;  im 
Sinne  der  vorigen  Betrachtungen  mit  llvv  .  .  .  Tvv    So  findet 
man,  dass  nicht  nur  jeder  Punkt  P2,2  eine  von  den  Ecken 
eines  Dreiecks  T3n  der  dritten  Construction  ist,  —  wie  Ä" 
vom  Dreieck  Ä"B"'C  "  in  Fig.  21,  —  dessen  Seiten  Linien  Avl 
sind,  von  denen  jede  durch  einen  Punkt  Pv,  und  durch  zwei 
Punkte  PV2  (wie  die  punktirte  Linie,  A"B"'C',  in  Fig.  21) 
geht,  sondern  dass  auch  jeder  der  Punkte  P2,2  der  Durch- 
schnittspunkt zweier  neuen  Linien  der  dritten  Construction,  Avl, 
ist,  von  denen  jede  einen  Punkt  P0  mit  einem  Punkte  Fvl 
verbindet.    Zum  Beispiel,  der  Punkt  Ä"  ist  die  gemeinsame 
Spur  der  beiden  neuen  Linien,  DA\,  EA\,  auf  der  Ebne 
ABC,  denn  wenn  wir  für  diesen  Punkt  Ä"  das  zweite  seiner 
beiden  congruenten  Symbole  nehmen,  so  haben  wir  (vergl.  73, 
82)  die  Ausdrücke: 

A"=  (100 1 1)  =  (D)  -  (A\)  =  [E]  -  {Ä2). 
Wir  können  dalier  die  Formel  für  das  Zusammentreffen 
aufstellen  (vergl.  den  kurz  vorhergehenden  Abschnitt  (1).): 

A  '=AA"B'C"DA\  EA.l- 
sie  stellt  ein  System  von  dreissig  solchen  Formeln  dar. 
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(4.)  Ich  habe  bemerkt,  dass  der  Punkt  Ä"  nicht  nur  durch 
das  funfzahlige  Symbol  (21100),  sondern  auch  durch  das  con- 

gruente  Symbol,  (10011)  bezeichnet  werden  kann;  wenn  wir 
daher  schreiben: 

4,=  (11 100),  B0=  (11100),  C0=(lll00), 
so  muss  man  die  drei  neuen  Punkte  AÜB0CÜ  in  der  Ebne  ABC 
als  syntypisch  ansehn,  in  fünfzahh'gem  Sinne  (78),  mit  den  drei 
Punkten  Ä"B"C"  oder  als  zur  selben  Gruppe  JP2,2  zugehörig, 
obwohl  sie  (vergl.  88)  einen  verschiedenen  dreizahligen  Typus 
haben.  Es  ist  leicht  zu  sehn,  dass,  während  das  Dreieck 
Ä"B"'C"  ein  eingeschriebenes  homologes  Dreieck  Tvl  (vergl. 
wieder  Fig.  21)  des  Dreiecks  ABC,  ist,  das  selbst  (vergl. 
oben  (1.))  ein  eingeschriebenes  homologes  Dreieck  TVI  eines 
Dreiecks  Tv  nämlich  von  ABC  ist,  mit  Ä'B'C  als  gemein- 
samer Achse  der  Homologie,  das  neue  Dreieck  AQB0C0  im 
Gegentheil  ein  umschriebenes  homologes  Dreieck  T3,2  desselben 
gegebenen  Dreiecks  Tx  ist,  mit  derselben  Achse  A3,x.  Aber 
in  Folge  der  syntypischenUelation,  die  wie  vorher  für  den  Raum 
zwischen  den  Punkten  Ä"  und  A0  existirt,  können  wir  erwarten, 
dass  sich  diese  beiden  Punkte  jP,„  in  ähnlicher  Weise  con- 
struiren  lassen  werden,  wenn  die  fünf  Punkte  P0  als  geometri- 
sche Elemente  behandelt  werden,  die  symmetrisch  oder  in  ähn- 
licher Weise  als  geometrische  Elemente  in  den  Constructionen 
auftreten.  Der  Punkt  A0  muss  daher  nicht  nur  auf  einer  Linie 
Avv  nämlich  auf  AA',  hegen,  sondern  auch  auf  einer  Linie  A.in, 
als  die  man  leicht  die  Linie  Ax  A2  findet,  und  auf  zwei  Linien  A3W 
von  denen  jede  einen  Punkt  P0  mit  einem  Punkt  P.m  verbindet; 
wir  werden  bald  sehen,  dass  diese  beiden  letzteren  Linien  die 
Linien,  BB"  und  CC",  sind.  Wir  können  daher  die  Formel 
für  das  Zusammentrefien (vergl.  den  letzten  Absatz  (3.))  aufstellten : 

A^AA  "AXA,BB'CC"; 

und  können  die  drei  Punkte,  A0,  B0,  C0,  als  die  Spuren  der 
drei  Linien,  AlA..t  BXBV  CXCV  ansehen;  während  die  drei  neuen 
Linien,  AA",  BB",  CC",  die  der  Lage  nach  mit  den  Seiten 
des  umschriebenen  Dreiecks,  A0B0C0,  zusammenfallen,  die 
Spuren  AVi  dreier  Ebnen  11  in  sind,  wie  AB^B^,  die 
durch  die  drei  gegebenen  Punkte,  A,  B,  C,  gehen,  aber  nicht 
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die  Linien  Avx  enthalten,  in  denen  die  sechs  Punkte  Pvs  in 
ihrer  Ebne  77,  liegen.  Jede  andere  Ebne  77,  enthält  ebenso 
sechs  Punkte  P3  der  gegenwärtigen  Gruppe,  jede  Ebne  77,,, 
enthält  acht  von  ihnen  und  jede  Ebne  77„2  enthält  drei.  Jede 
Linie  Avx  geht  durch  zwei  von  diesen  Punkten,  aber  jede 
Linie  AV2  nur  durch  einen.  Ferner  ist  jeder  Punkt  dieser 
Gruppe  Pv%  einmal,  wie  vorher  bemerkt  wurde,  der  Durch- 
schnittspunkt  zweier  Linien  Av  und  dann  zwei  Ebnen  Hv  vier 
Ebnen  77,,,  und  zwei  Ebnen  77,, 2  gemeinsam;  jeder  dieser 
dreissig  Punkte  ist  auch  die  gemeinsame  Ecke  zweier  verschie- 
denen Dreiecke  der  dritten  Construction  der  zuletzt  erwähnten 
Arten  Tvx  und  Tvv  die  respective  in  den  beiden  Ebnen  der 
ersten  Construction  liegen,  welche  den  Punkt  selbst  enthalten. 
Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass  jeder  der  beiden  Punkte  7Ja,j, 
auf  einer  Linie  Avv  der  harmonisch  conjugirte  eines  der  beiden 
Punkte  Px  ist,  in  Beziehung  auf  den  Punkt  P0  und  den  zweiten 
Punkt  Px  auf  dieser  Linie;  so  haben  wir  hier  die  beiden  har- 
monischen Gleichungen: 

[A  ÄDX  Ä")  ~{ADX  ÄA0)  -  - 1, 

durch  die  die  Lagen  der  beiden  Punkte  Ä"  und  A0  bestimmt 
werden  können. 

(5.)  Eine  dritte  Gruppe,  P2,s,  der  zweiten  Construction  be- 
steht wie  die  vorige  Gruppe  aus  dreissig  Punkten,  die  zu  je 
zweien  auf  den  fünfzehn  Linien  Avx  angeordnet  sind  und  zu 
je  sechs  auf  den  zehn  Ebnen  77, ,  doch  so,  dass  jeder  zwei 
solchen  Ebnen  gemeinsam  ist;  jeder  Hegt  auch  in  zwei  Ebnen 
772,„  in  zwei  Ebnen  772,a  und  auf  einer  Linie  AVX}  in  der  sich 
(nach  dem  Abschnitt  (1.))  die  beiden  letzten  Ebnen  schneiden, 
und  in  zweien  von  den  fünf  Ebnen  773n;  jede  Ebne  77,,,  ent- 
hält vier  solche  Punkte  und  jede  Ebne  772,s  enthält  drei  von 
ihnen,  aber  kein  Punkt  dieser  Gruppe  liegt  auf  einer  Linie, 
Av  oder  Avv  Die  sechs  Punkte  Pvv  die  in  der  Ebne  ABC 
liegen,  werden  wie  die  entsprechenden  Punkte  der  letzten 
Gruppe  durch  zwei  dreizahlige  Typen  dargestellt,  nämlich  durch 
(21 1)  und  (311);  und  als  Beispiel  können  die  beiden  folgenden 
Punkte  angeführt  werden,  deren  dreizahlige  Symbole  die  beiden 
letzten  Ausdrücke  sind: 
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A™  =  AÄ '  Ä'B" C "«=  AÄ'AX  Bx Cx'Al  Bt  C, ; 

A*  =  A  A "  Dx  A\AX  =  AÄB'CxC2C'BlB2. 
Die  drei  Punkte  der  ersten  Nebengruppe  Alv..  sind  collinear, 
aber  die  drei  Punkte  Axn..  der  zweiten  Nebengruppe  sind 
die  Ecken  eines  neuen  Dreiecks,  T3,3,  dass  dem  Dreieck  ABC 
homolog  ist  und  ebenso  all  den  anderen  Dreiecken  in  seiner 
Ebne,  die  wir  bisher  betrachtet  haben,  und  auch  den  beiden 
Dreiecken  AXBXCX  und  AtBiCi]  die  Linie  der  drei  anderen 
Punkte  ist  ihre  gemeinsame  Achse  der  Homologie  und  die 
Seiten  des  neuen  Dreiecks,  Axiy  BxlvCxVi1  sind  die  Spuren  der 
drei  Ebnen  (vergL  90)  der  Homologie  der  Pyramiden,  [A]f  [B], 

[C]  ;  ebenso  ist  (vergl.  den  vorigen  Abschnitt  (2.)  die  Linie 
AlxBiyClw  oder  Ä'B"C\  die  gemeinsame  Spur  der  beiden 
anderen  Ebnen  derselben  Gruppe  7Z,M,  nämlich  der  Ebnen 

[D]  und  [JET).  Wir  können  auch  sagen,  dass  der  Punkt  AxlY 
die  Spur  der  Linie  ÄXA\  ist,  und  da  die  Linien,  BCW  CBof 
die  Spuren  der  beiden  Ebnen  //....,  sind,  in  denen  dieser  Punkt 
enthalten  ist,  so  können  wir  als  Formel  für  das  Zusammen- 
treffen hinschreiben: 

Ax™  =  AÄ  A\Äi'B'C0-  C'B0. 
(6.)  Es  mag  auch  bemerkt  werden,  dass  jeder  von  zwei 
Punkten  P2,3,  auf  einer  Linie  A%VL,  zu  einem  Punkte  Pt,v 
harmonisch  conjugirt  ist,  in  Beziehung  auf  den  Punkt  P0  und 
einen  der  beiden  Punkte  Px  auf  dieser  Linie ;  er  ist  auch  har- 
monisch zu  diesem  letzteren  Punkte  conjugirt  in  Beziehung 
auf  denselben  Punkt  P0  und  den  anderen  Punkt  Pvt\  so  haben 
wir  auf  der  Linie  AÄDX  die  vier  harmonischen  Gleichungen, 
die  indessen  nicht  alle  von  einander  unabhängig  sind,  da  zwei  von 
ihnen  aus  den  beiden  anderen  mit  Hülfe  der  zwei  entsprechen- 
den Gleichungen  des  vierten  vorigen  Unterabschnittes  abge- 
leitet werden  können: 

{AÄ'ÄÄ1*)  =  {A  A'Aq  A™)  =  {AAQDXAX^ 
=*{ADxÄÄxl}f)=-l. 

Die  drei  Paare  von  abgeleiteten  Punkten,  Pv  Pi1it  fj>3, 
auf  einer  der  Linien  Avx  bilden  (vergl.  26)  mit  dem  gegebenen 
Punkte  P0  auf  der  Linie  für  einen  seiner  beiden  Doppelpunkte 
oder  Brennpunkte  {Jod)  eine  Involution;  der  andere  Doppel- 
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punkt  dieser  Involution  ist  ein  Punkt  P3  der  dritten  Constru- 
ction, nämlich  der  Punkt,  in  dem  die  Linie  Avx  diejenige  der 
fünf  Ebnen  der  Homologie  /Z3n  die  dem  besonderen  Punkte  P0 
als  Mittelpunkt  entspricht  (vergL  90),  schneidet  Wenn  wir  daher 
im  gegenwärtigen  Beispiele  mit  A*  den  Punkt  bezeichnen,  in  dem 
die  Linie  AA'  die  Ebne  [A]  schneidet,  diejenige  Ebne,  deren 
Spur  (nach  81,  91)  auf  ABC  die  Linie  [411]  ist  und  die 
daher  —  wie  wir  gezeigt  haben  —  die  Seite  BxlvCxlv  des 
zuletzt  erwähnten  Dreiecks  T^^  ist,  so  dass 

A*  =  {122)  =  AA"B C"  •  CB" '  Bx Ivq IV, 
so  haben  wir  die  drei  harmonischen  Gleichungen: 

(AA'A*DX)  =  (AA"'A*A0)  =  [AAlvA*Axiy)  =  -1; 

sie  drücken  aus,  dass  der  neue  Punkt  A*  der  gemeinsame  har- 
monisch conjugirte  Punkt  zu  dem  gegebenen  Punkte  A  ist, 
in  Beziehung  auf  die  drei  Paare  von  Punkten,  A'DX ,  A"  A0, 
AirAxlx,  und  dass  daher  diese  drei  Paare,  wie  ich  schon 
hervorgehoben  habe,  eine  Involution  bilden,  deren  Doppel- 
punkte A  und  Ä*-  sind. 

(7.)  Wir  haben  jetzt  alle  Typen  von  Punkten  der  zweiten 
Construction  erschöpft,  die  auf  Linien  A2,x  liegen;  es  giebt 
im  Ganzen  nur  vier  Punkte  auf  jeder  solchen  Linie.  Aber 
wir  haben  noch  zwei  neue  Gruppen  von  Punkten  P2  auf  Linien 
Ax  und  drei  andere  auf  Linien  AV2.  Wenn  wir  unsere  Auf- 
merksamkeit zuerst  auf  die  erste  Gruppe  von  Linien  richten, 
so  bemerken  wir,  dass  jede  von  den  zwei  neuen  Typen,  PVi, 
P2,6,  zwanzig  Punkte  darstellt,  die  zu  je  zwei  auf  den  zehn 
Linien  der  ersten  Construction  liegen,  aber  nicht  auf  irgend 
einer  Linie  An_\  ferner  liegen  sie  zu  je  sechs  in  den  zehn 
Ebnen  üx ,  jeder  Punkt  ist  indessen  drei  solchen  Ebnen  gemeinsam ; 
auch  jeder  Punkt  P2M  ist  drei  Ebnen  IIV3  gemeinsam  und  jeder 
Punkt  Pj,6  liegt  in  einer  solchen  Ebne;  während  jede  dieser 
letzteren  Ebnen  drei  Punkte  V2,%  enthält,  aber  nur  einen 
Punkt  P„6.  Wenn  wir  nur  Punkte  in  der  Ebne  ABC  in 
Betracht  ziehen,  so  können  wir  diese  beiden  neuen  Gruppen 
durch  die  beiden  dreizahligen  Typen,  (021)  und  (021)  dar- 
stellen, die  als  Symbole  die  beiden  typischen  Punkte: 
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Ax  =  BCCAxAi'DxAxBx'DxAlBi, 

A"l=BC CBxBt  =BC-  C'B0 

bezeichnen;  wir  haben  auch  das  Zusammentreffen: 

Ay  =  BC  CA0-  Dx C"  AB  ". 

Man  wird  bemerken,  dass  Ar  harmonisch  conjugirt  zu  C  in 
Beziehung  auf  A0  und  Biyx  ist,  einem  Punkte,  der  auf  der- 
selben Spur  C A0  der  Ebne  C'AXA2  liegt,  und  dass  An  har- 
monisch conjugirt  zu  BJ  in  Beziehung  auf  C  und  B0  ist, 
auf  der  Spur  der  Ebne  CBxBt\  hier  bezeichnet  Bxy  (nach 
einer  Analogie,  die  bald  verständlicher  sein  wird)  den  Durch- 
schnittspunkt dieser  Spur  mit  der  Linie  CA,  so  dass  wir  die 
beiden  Gleichungen  haben: 

(A0C'Bx"Ay)  =  (B0B*CA™)  =  -1. 
(8.)  Jede  Linie  Jx  enthält  also  zwei  Punkte  P2,  von  jeder 
der  beiden  letzten  neuen  Gruppen  ausser  dem  Punkte  Pvv  dem 
Punkte  Px  und  den  zwei  Punkten  P0,  die  wir  vorher  betrachtet 
haben;  sie  enthält  daher  im  Ganzen  acht  Punkte,  wenn  wir 
vorläufig  (88)  bei  der  zweiten  Construction  stehen  bleiben.  Es 
ist  leicht  zu  beweisen,  dass  diese  acht  Punkte  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  so  zusammengefasst  werden  können,  dass  sie 
(vergh  Abschnitt  (6.))  eine  Involution  bilden  und  zwei  von  ihnen 
Doppelpunkte  derselben  sind.  So  können  wir,  wenn  wir  nur 
Punkte  auf  der  Linie  BC  in  Betracht  ziehen  und  sie  durch 
dreizahlige  Symbole  darstellen,  schreiben: 

B  =(010),  C   =(001),  Ä   =(011),  A"  =(011); 
y*v  =  (021),  ^=(021),  .4*  =(012),  ^TI,=  (012); 
und  daraus  ergeben  sich  die  harmonischen  Gleichungen: 

L..{BjfCjt)  =  {BA^CA*1)  =  {BA^CA™)  1, 

IL . .  {A'B  A"C)  =  {  AAvAAlv)  =  (ÄAnA"Ax  VI)  =  - 1 ; 

aus  ihnen  ergiebt  sich,  L,  dass  die  beiden  Punkte  P0  auf  einer 
Linie  Ax  die  Doppelpunkte  einer  Involution  sind,  in  der  die 
Punkte  Px,  P2,x  ein  Paar  conjugirter  Punkte  bilden  und  die 
beiden  anderen  Paare  von  der  gemeinsamen  Form  Pvv  Pvt 
sind;  und  II.,  dass  die  beiden  Punkte  Px  und  Pvv  auf  irgend 
einer  solchen  Linie  Ax,  die  Doppelpunkte  einer  zweiten  Li- 
volution  sind,  die  man  erhält,  wenn  man  die  beiden  Punkte 
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Ton  jeder  der  drei  anderen  Gruppen  zusammenfasst.  Auch  ist 
jeder  der  zwei  Punkte  P0,  auf  einer  Linie  A^,  harmonisch 
conjugirt  zu  einem  der  beiden  Punkte  Pvs  auf  dieser  Linie  in 
Beziehung  auf  den  anderen  Punkt  derselben  Gruppe  und  den 
Punkt  Pl  auf  derselben  Linie;  also 

{BAA^A™)  =  {CAA^A™)  -  -1. 
(9.)  Es  bleibt  noch  übrig  kurz  drei  andere  Gruppen  von 
Punkten  P2  zu  betrachten,  jede  Gruppe  besteht  aus  sechzig 
Punkten;  sie  liegen  zu  je  zweien  auf  den  dreissig  Linien  Avt 
und  zu  je  sechsen  in  den  zehn  Ebnen  Hv  Beschränken  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  auf  diejenigen,  welche  in  der  Ebne 
ABC  hegen,  und  bezeichnen  sie  durch  ihre  dreizahligen  Sym- 
bole, so  haben  wir,  auf  der  Linie  BC,  die  drei  neuen  typi- 
schen Punkte  der  drei  übrigbleibenden  Gruppen,  P^  PV7  P2td: 

v4v"=  (121);  vi«"=(321);  ,4*=  (231); 
und  neben  sie  können  die  drei  anderen  mit  denselben  drei 
Typen  und  auf  derselben  Linie  BC  gestellt  werden: 
4VÜ=(112);  ^^=(312);  ^«=(213). 

Wenn  man  die  drei  Punkte  ^4VU,  u.  s.  w.,  als  Durchschnitts- 
punkte einer  Linie  Avl  mit  Linien  A9  in  derselben  Ebne  IIX 
oder  mit  Ebnen  //,  ansieht,  —  nur  in  dieser  letzteren  Auf- 
fassung gehören  sie  zur  zweiten  Construction  —  so  können  sie 
folgendermassen  bezeichnet  werden: 

A™  =  BC  •  BB"  '  CB" '  AAyl=*BC '  BClAtAlC2; 
Avm~  BC'D1B'  •  AB"AV=  BC '  DXCXAX' D.C^ 
Att  =  BC'AC^B^CJB^'  BA^B^BW^BC"  AC^C^ 
wir  haben  ferner  die  harmonische  Gleichung: 

(C0ACSA*)  =  -l; 
entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  die  drei  anderen 
Punkte,  A™,  u.  s.  w..  Die  Linie  BC  schneidet  also  eine 
Ebne  IIin  (oder  ihre  Spur  BB'  auf  der  Ebne  A BC)  in  dem 
Punkte  Avu\  sie  schneidet  zwei  Ebnen  /7I)2  (oder  ihre  gemein- 
same Spur  DlB')  in  A*111',  und  eine  andere  Ebne  ZZ,,,  (oder 
ihre  Spur  AC0)  in  A**;  und  ebenso  ist  es  mit  den  anderen 
Punkten,  A^1,  u.  s.  w.,  derselben  drei  Gruppen.  Jede  Ebne 
7/2)1  enthält  zwölf  Punkte  P2,6)  acht  Punkte  PJ>7  und  acht 
Punkte  Pita;  während  jede  Ebne  I1S)1  sechs  Punkte  P,,a, 
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zwölf  Punkte  P,,7  und  neun  Punkte  P2,8  enthält  Jeder 
Punkt  PV6  ist  in  einer  Ebne  Hv  in  drei  Ebnen  /72n  und  in 
zwei  Ebnen  /Z,,2  enthalten.  Jeder  PunktP2,7  liegt  in  einer 
Ebne  niy  in  zwei  Ebnen  IJ2n  und  in  vier  Ebnen  772,2;  ferner 
liegt  jeder  Punkt  Pvn  in  einer  Ebne  JIV  in  zwei  Ebnen  /7ri 
und  in  drei  Ebnen  //,,,. 

(10.)  Die  Punkte  der  drei  letzten  Gruppen  liegen  nur  auf 
Linien  AV2;  aber  auf  jeder  solchen  Linie  liegen  zwei  Punkte 
von  jeder  dieser  drei  Gruppen;  sie  bilden  mit  einem  Punkte 
von  jeder  der  beiden  vorhergehenden  Gruppen  Pin  und  jP2,2  und 
mit  den  beiden  Punkten  Pv  durch  die  die  Linie  selbst  bestimmt 
ist,  ein  System  von  zehn  Punkten  auf  dieser  Linie.  Zum  Bei- 
spiel, die  Linie  BC  enthält,  ausser  den  sechs  im  vorhergehen- 
den Abschnitt  (9.)  erwähnten  Punkten,  die  vier  anderen: 
#=(101);  .C'=(110);    ^"=(011);  yT=(211). 

Von  diesen  zehn  Punkten  sind  die  beiden  zuletzt  erwähnten 
nämlich  die  Punkte  P2M  und  Pvt  auf  der  Linie  Av%  die 
Doppelpunkte  (vergl.  (8.))  einer  neuen  Involution,  in  der  die 
beiden  Punkte  von  jeder  der  vier  anderen  Gruppen  ein  conju- 
girtes  Paar  bilden,  wie  das  durch  die  harmonischen  Gleichungen: 

(A"BAf"C)  =  {A'A™Ä"A™)  =  (Ä'A^A-'A^) 
=  {A'A*A"A*}-  -1, 
ausgedrückt  wird.    Und  die  entsprechenden  Gleichungen: 

{BAT CA")  «  {&A™CA™)  =  (KA^CA™1) 

=  -1, 

zeigen,  dass  die  beiden  Punkte  Px  auf  einer  Linie  ^2,2  die 
Doppelpunkte  einer  anderen  Involution  (vergl.  wieder  (8.))  sind,  in 
der  die  beiden  Punkte  Pvv  P2,2  auf  dieser  Linie  ein  Paar  conjugir- 
ter  Punkte  bilden,  während  jeder  der  beiden  Punkte  P2^  mit  einem 
der  Punkte  PV7  ein  Paar  conjugirter  Punkte  bilden.  Wirklich  fallt 
das  achtstrahlige  Büschel  {A .  C&Ä"A"AimÄiilA™  A*11)  der 
Lage  nach  mit  dem  Büschel  (A .  B  CÄÄ'AyA  yiAlYAl  zusam- 
men und  kann  ein  Büschel  mit  doppelter  Involution  genannt  wer- 
dender dritte  und  vierte,  der  fünfte  und  sechste,  und  der  siebeute 
und  achte  Strahl  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelstrahlen* 
der  erste  und  zweite  sind;  während  der  erste  und  zweite,  der 

•  Vergleiche  Seite  172  der  Höheren  Geometrie  von  M. 
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fünfte  und  siebente,  und  der  sechste  und  achte  Strahl  eine 
andere  Involution  ausmachen,  deren  Doppelstrahlen  der  dritte 
und  vierte  Strahl  des  Büschels  sind. 

(11.)  Wenn  wir  dazu  übergingen,  die  Punkte  Pt  unter  ein- 
ander und  mit  den  Punkten  Px  und  P0  systematisch  zu  verbinden, 
so  würden  wir  viele  bemerkenswerthe  Linien  und  Ebnen  der 
dritten  Construction  (88)  finden,  ausser  denjenigen,  welche  wir 
vorher  mehr  zufällig  in  Betracht  gezogen  haben;  zum  Beispiel, 
wir  würden  eine  Gruppe  Z73,3  von  zwanzig  neuen  Ebnen  er- 
halten, von  denen  wir  die  beiden  folgenden  als  Beispiel  an- 
führen können: 


sie  haben  dieselbe  gemeinsame  Spur  J3!1,  nämlich  die  Linie 
A'B"C",  auf  der  Ebne  ABC,  wie  die  beiden  Ebnen  AXBXCV 
A2B2C,,  und  die  beiden  Ebnen  [D],  [£],  der  Gruppen  IJVi 
und  flvx  die  wir  in  vorigen  Abschnitten  betrachtet  haben; 
und  es  findet  sich,  dass  jede  dieser  neuen  Ebnen  773,,  einen 
Punkt  P„,  drei  Punkte  Pvv  sechs  Punkte  Pv  .,  und  drei  Punkte 
P2,s  enthält.  Man  kann  auch  beweisen,  dass  diese  zwanzig 
neuen  Ebnen  die  zwanzig  Seitenflächen  von  fünf  neuen  Pyra- 
miden üf3  sind,  die  den  fünf  alten  Pyramiden  Bx  (89)  umschrie- 
ben und  homolog  sind;  die  fünf  gegebenen  Punkte  P0  sind  die 
zugehörigen  Mittelpunkte  der  Homologie.  Doch  es  würde  uns 
über  die  selbstgesteckten  Grenzen  Innausführen,  diese  Betrach- 
tungen weiterzuführen,  obwohl  einige  wenige  zusätzliche  Be- 
merkungen nützlich  sein  und  uns  dazu  dienen  können,  die 
Vollständigkeit  der  vorher  gegebenen  Aufzählung  von  Linien, 
Ebnen  und  Punkten  der  zweiten  Construction  zu  zeigen. 

93.  Allgemein,  wenn  irgend  welche  n  Punkte  gegeben  sind, 
von  denen  nicht  vier  in  ein  und  derselben  Ebne  liegen,  so  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  die  Anzahl  JV  der  abgeleiteten  Punkte, 
die  man  unmittelbar  aus  ihnen  enthält,  als  Durchschnittspunkte 
A '  77  einer  Linie  mit  einer  Ebne  (jede  Linie  ist  durch  zwei 
von  den  gegebenen  Punkten  gezogen  und  jede  Ebne  durch  drei 
andere  Punkte),  oder  die  Anzahl  von  Punkten  von  der  Form 


=  [11103],      [ZV)  =  [11130]; 


ABCDE, 


n  (it  -l)(n- 2)  (»  -3)  (n -4) 
2.2.8 
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ist  ;  so  dass  iV=  10,  wie  vorher,  wenn  n  =  5.  Aber  wenn  wir 
diese  Formel  auf  den  Fall  n  =  15  anwenden,  so  würden  wir 
finden,  dass  in  diesem  Falle  der  Werth, 

JV=  /(15)  =  15. 14. 13. 11  =  30030, 

ist;  und  es  würden  also  fünfzehn  gegebene  und  unabhängige 
Punkte  im  Räume  durch  das,  was  wir  in  Bezug  auf  sie  eine 
erste  Construction  nennen  können  (vergl.  88),  zu  einem  Systeme 
von  mehr  als  dreissigtausend  Punkten  fuhren.  Doch  wir  haben 
kürzlich  gezeigt  (92),  dass  von  den  fünfzehn  vorher  P0,  Pl  ge- 
nannten Punkten  auf  diesem  Wege  nur  zweihundert  und 
neunzig  Punkte  P,,,  als  Durchschnittspunkte  von  der  Form* 
A'  11,  abgeleitet  werden  können;  und  also  weniger  als  drei- 
hundert Dass  diese  Reduction  der  Anzahl  der  abgeleiteten 
Punkte,  zu  Ende  der  sogenannten  (88)  zweiten  Construction 
für  das  Netz  im  Räume,  die  von  der  Abhängigkeit  der  zehn 
Punkte  l\  von  den  fünf  Punkten  P0  herrührt,  sich  so  beträcht- 
lich erweisen  würde,  hätte  man  vielleicht  nicht  vermuthet;  und 
obwohl  die  vorige  Prüfung  beweist,  dass  alle  die  acht  Typen 
(92 j  wirklich  Punkte  P2  darstellen,  so  wäre  es  doch  nach  dieser 
Prüfung  möglich,  dass  irgend  ein  anderer  Typus  dieser  Punkte 
ausgelassen  worden  ist.  Eine  Untersuchung  der  Art,  in  der 
die  Typen  von  Punkten  aus  denen  von  Linien  und  Ebnen 
hervorgehen,  deren  Durchschnittspunkte  sie  sind,  würde  sicher- 
lich diese  Frage  entscheiden;  und,  in  der  That,  habe  ich  auf 
diesem  Wege  die  acht  Typen,  oder  Gruppen  von  Punkten, 
P„,v  \P2jt,j  der  zweiten  Construction  für  den  Raum  aufge- 
sucht und  sie  ausreichend  gefunden.  Doch  es  ist  vielleicht 
nützlich  (vergleiche  den  letzten  Abschnitt),  die  Vollständigkeit 
der  vorigen  Aufzählung  im  Folgenden  zu  verificiren. 

(1.)  Die  fünfzehn  Punkte,  P0,  Pv  lassen  105  Combinationen 
zu  je  zweien  und  455  zu  je  dreien  zu;  aber  sie  bestimmen  bei 
weitem  nicht  so  viele  verschiedene  Linien  und  Ebnen.  In  der 

•  Die  Definition  (88)  der  Punkte  P,  lässt  auch  Durchschnittspunkte 
A  '  A  complanarer  Linien  zu ,  wenn  sie  nicht  schon  Punkte  P0  oder  P, 
sind ;  aber  alle  solche  Durchschnittspunkte  sind  auch  Punkte  von  der  Form 
A  '  Jl ;  so  dass  an  Allgemeinheit  nichts  verloren  wird,  wenn  wir  uns  auf 
die  letzte  Form  beschränken,  wie  wir  es  in  der  gegenwärtigen  Behand- 
lung thun  wollen. 
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That,  sind  diese  fünfzehn  Punkte  durch  25  Collineationen  ver- 
bunden, die  durch  die  25  Linien  Av  Avx  dargestellt  werden; 
diese  Linien  machen  daher  75  unter  den  105  binären  Combi- 
nationen der  Punkte  aus  und  es  bleiben  nur  noch  30  Combi- 
nationen  der  Art,  die  durch  die  dreissig  anderen  Linien  A.rz 
construirt  werden.  Ferner  haben  wir  25  ternäre  Combinationen 
von  Punkten,  die  wie  vorher  durch  Linien  dargestellt  werden 
und  daher  keine  Ebne  bestimmen.  Es  sind  auch  in  jeder  der 
zehn  Ebnen  IIX  29  (=  35—6)  Dreiecke  Tx,  Tv  da  jede  von 
diesen  Ebnen  sieben  Punkte  P0,  Px  enthält,  die  durch  sechs 
Relationen  der  Collinearität  verbunden  sind.  Ebenso  enthält 
jede  der  fünfzehn  Ebnen  /7m  8  (=  10  -2)  andere  Dreiecke  Tv 
da  sie  fünf  Punkte  P0,  Px  enthält,  die  durch  zwei  Collineatio- 
nen verbunden  sind.  Es  bleiben  daher  nur  20  (=455—  25 
—290—120)  ternäre  Combinationen  von  Punkten  übrig,  die 
anzurechnen  sind;  und  diese  sind  durch  die  zwanzig  Ebnen 
72a„  dargestellt  Die  Vollständigkeit  der  Aufzählung  der  Li- 
nien und  Ebnen  der  zweiten  Construction  ist  daher  verificirt; 
und  es  bleibt  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  dass  die  305  Punkte, 
P0,  Pv  Pv  die  wir  vorher  betrachtet  haben,  alle  Durchschnitts- 
punkte A'  II  der  55  Linien  Av  A2,  mit  den  45  Ebnen  JJV 
IJ2  darstellen. 

(2.)  Jede  Ebne  üx  enthält  drei  Linien  von  jeder  der  drei 
Gruppen,  Ax,  Avx  A2J2;  jede  Ebne  Ilvx  enthält  zwei  Linien 
Avx  und  vier  Linien  Av2\  und  jede  Ebne  772,2  enthält  drei 
Linien  A2,2.  Daher  (oder  da  jede  Linie  Ax  in  drei  Ebnen  IJX 
enthalten  ist;  jede  Linie  Avx  in  zwei  Ebnen  IJV  und  in  zwei 
Ebnen  /Z2>1,  und  jede  Linie  AV2  in  einer  Ebne  //,,  in  zwei 
Ebnen  TJvl  und  in  zwei  Ebnen  /Z,,2)  folgt,  dass  man,  ohne 
weiter  als  zur  zweiten  Construction  zu  gehen,  240  (=  30  -f  30 
+  30  -f  30  +  60  +  60)  Fälle  der  Coincidenz  einer  Linie  und 
Ebne  hat;  so  dass  die  Anzahl  von  Fällen  für  den  Durchschnitt 
hierdurch  reducirt  wird  von  55  •  45  =  2475  auf  2235( = 2475  —  240). 

(3.)  Jeder  Punkt  P0  stellt  zwölf  Durchschnitte  von  der 
Form  Ax  IIX  dar;  denn  er  ist  vier  Linien  Ax  gemeinsam  und 
sechs  Ebnen  /7„  jede  Ebne  enthält  zwei  von  diesen  vier  Linien 
und  wird  von  den  beiden  anderen  im  Punkte  P0  geschnitten; 
so  wird  die  Ebne  ABC,  zum  Beispiel,  in  A  durch  die  beiden 
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Linien  AD  und  AE  geschnitten.  Ferner  ist  jeder  Punkt  P0 
drei  Ebnen  llvx  gemeinsam,  keine  von  innen  enthalt  irgend 
eine  der  vier  Linien  Ax,  die  durch  diesen  Punkt  gehen;  er 
stellt  daher  ein  System  von  zwölf  anderen  Durchschnitten  von  der 
Form  Ax  II3tx  dar.  Ferner  ist  jeder  Punkt  PQ  drei  Linien 
./,.,  gemeinsam,  jede  von  ihnen  ist  in  zweien  von  den  sechs 
Ebnen  JJX  enthalten  und  schneidet  die  vier  anderen  im  Punkte 
P0\  er  zählt  daher  für  zwölf  Durchschnitte  von  der  Form 
Avx  Hg.  Endlich  stellt  jeder  der  Punkte  P0  drei  Durch- 
schnitte Avx'  Htn  dar,  doch  keinen  anderen  Durchschnitt  von 
der  Form  A  ll,  wenigstens  nicht  in  den  Grenzen  der  bishe- 
rigen Untersuchung.  So  kann  also  jeder  der  fünf  gegebe- 
nen Punkte  so  angesehen  werden,  als  ob  er  neununddreissig 
(=12  +  12  +  12  +  3)  Durchschnitte  einer  Linie  mit  einer 
Ebne  darstelle  oder  construire;  und  es  bleiben  daher  nur  2040 
(=2235—195)  andere  Fälle  von  Durchschnitten^*//,  die 
bei  den  300  abgeleiteten  Punkten  Pi7  P2  in  der  gegenwärtigen 
Verification  angerechnet  werden  können. 

(4.)  Zu  diesem  Zweck  enthalten  die  neun,  mit  I  bis  IX 
über8chriebenen  Columnen  in  der  folgenden  Tabelle  die  An- 
zahl der  Durchschnitte,  die  respective  zu  den  neun  Formen, 

ax  nv  ax  nvxt  Avn2ti;    avx  nv  avx  nvv  Avx  /Z2,2; 

-^2»2  I^V  -^V2  -d-Vl  ^Vt> 

gehören  für  jeden  der  neun  typischen  abgeleiteten  Punkte, 
A' — A11,  der  neun  Gruppen  Pv  Pifx1...  Pvr  Columne  X 
enthält  für  jeden  Punkt  die  Summe  der  neun  Zahlen,  die  so 
in  die  vorhergehenden  Columnen  eingetragen  worden  sind;  und 
sie  drückt  daher  die  ganze  Anzahl  der  Durchschnitte  aus,  die 
ein  solcher  Punkt  darstellt  Columme  XI  giebt  die  Anzahl 
der  Punkte  an,  die  zu  jedem  Typus  gehören;  und  Columne  XII 
enthält  die  Producte  der  beiden  letzten  Zahlen,  oder  die  An- 
zahl der  Durchschnitte  A '  II,  die  durch  die  Gruppe  dargestellt 
oder  construirt  werden.  Endlich  ist  die  Summe  der  Zahlen 
unter  jede  der  beiden  letzten  Columnen  gesetzt;  und  da  die  300 
abgeleiteten  Punkte  der  ersten  und  zweiten  Construction.  wie 
wir  fanden,  2040  Durchschnitte  darstellen,  die  aufgezählt  worden 
sind,  so  sehen  wir,  dass  die  Verificirung  vollständig  ist,  und 
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kein  neuer  Typus,  der  Punkte  Pv  übrig  bleibt,  der  bisher  noch 
nicht  entdeckt  wäre. 

(5.)    Tabelle  der  Durchschnitte  A  '  II. 


Typus. 

I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

vn.  viii. 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

A 

1 

6 

12 

1» 

18 

24 

24 

115 

~1Ö~ 

1150 

A' 

0 

3 

: 

0 

0 

0 

6 

12 

30 

10 

300 

A" 

0 

0 

0 

0 

2 

2 

1 

2 

0 

7 

30 

210 

A"' 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

2 

30 

60 

A* 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

3 

20 

60 

A  vi 

0 

0 

! 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

20 

20 

jyu 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

60 

60 

Avm 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

2 

60 

120 

A* 

0 

o 

o 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

60 

60 

300  2040 


(6.)  Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass  wir,  nach  unserer 
Definition  (88),  keine  Punkte,  die  nur  als  Durchschnitt  von  drei 
Ebnen  üv  IL,  bestimmt  werden  können,  als  zur  zweiten  Con- 
struction gehörig  zugelassen  haben;  auch  haben  wir  keine  Li- 
nien, als  Linien  A.,  dieser  Construction,  mitgezählt,  die  sich 
nur  als  Durchschnitte  zweier  solcher  Ebnen  ergeben.  Wir 
haben,  zum  Beispiel,  die  Spuren  A  A",  u.  s.  w.,  gewisser  Ebnen 
Avv  die  wir  in  den  vorigen  Unterabschnitten  betrachtet  haben, 
nicht  in  Betracht  gezogen,  unter  den  Linien  der  zweiten  Con- 
struction, wenn  gleich  sie  sich  sehr  bald  von  selbst  in  einer  Auf- 
zählung der  Linien  A3  der  dritten  Construction  ergeben  würden. 
Auch  ist  kein  Punkt  in  der  Ebne  ABC,  der  bis  jetzt  nur  als 
Durchschnitt  zweier  solcher  Spuren  bestimmt  werden  könnte, 
als  einer  der  Punkte  Pt  in  Betracht  gezogen  worden.  Für  den 
Leser  ist  es  vielleicht  eine  nützliche  Uebung,  die  Ausdrücke 
für  solche  Durchschnitte  aufzusuchen  und  zu  diesem  Zwecke 
mag  hier  bemerkt  werden,  dass  die  dreizahligen  Typen  (vergl. 
81)  der  vierundvierzig  Spuren  von  Ebnen  IIvIIt  auf  der  Ebne 
ABC,  die  —  wie  wir  fanden  —  ein  System  von  nur  zweiund- 
zwanzig verschiedenen  Linien  in  dieser  Ebne  bilden,  von  denen 
neun  Linien  Av  A2  sind,  die  folgenden  (vergl. 38)  sieben  sind: 

[100],  [011],  [Hl],  [111],  [011],  ;211],  [211]; 
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sie  stellen  als  dreizahlige  Symbole  die  folgenden  sieben  Li- 
nien dar, 

BC,  AÄ,  RC,  Ä'B'C",  AA",  Dx  A"}  ÄC0. 

(7.)  Ferner  ist  der  neue  Punkt,  den  wir  F  nennen  wollen, 
der  durch  eines  der  beiden  congruenten  fünfzahligen  Symbole  (71), 

F=  (43210)  =  (01234), 

bezeichnet  werden  kann,  und  der,  als  filnfzahliger  Typus  (78), 
eine  neue  Gruppe  von  sechzig  Punkten  im  Räume  darstellt, 
(und  nicht  mehr  in  Folge  der  letzten  Congruenz,  während  ein 
fiinfzahliger  Typus,  dessen  sämmthche  fünf  Coefficienten  un- 
gleich sind,  im  Allgemeinen  eine  Gruppe  von  120  verschiedenen 
Punkten  darstellt},  nach  demselben  Grundsatze  und  mit  Rück- 
sicht auf  dieselbe  Definition  von  uns  nicht  als  ein  Punkt  F3 
in  Betracht  gezogen  worden  ist;  wenngleich  dieser  neue  Punkt 
Ft  wie  man  leicht  sieht,  der  Durchschnitt  dreier  Ebnen  der 
zweiten  Construction  ist,  nämlich  der  drei  folgenden,  die  alle 
zur  Gruppe  Jlvx  gehören: 

[01111],       [lTOll],  [lfllO], 

oder  AÄDXCXBV  CC'DXBXAV  FB'B.C'C^.  Es  mag  übrigens 
beiläufig  bemerkt  werden,  dass  jede  Ebne  //m  zwölf  Punkte 
F3  dieser  neuen  Gruppe  enthält;  jeder  solcher  Punkt  ist  drei 
solchen  Ebnen  gemeinsam,  wie  aus  dem  sofort  erhellt,  was  wir 
gezeigt  haben. 

94.  Aus  der  vorhergehenden  Discussion  ergiebt  sich,  dass 
die  fünf  gegebenen  Punkte  P0,  und  die  dreihundert  abgeleiteten 
Punkte  Fx,  Ft  im  Räume  auf  fünfundfünfzig  Linien  Av  Av 
und  in  fünnindvierzig  Ebnen  IIV  flif  in  folgender  Weise  an- 
geordnet sind.  Jede  Linie  Ax  enthält  acht  von  den  305  Punkten, 
die  auf  ihr  das  bilden,  was  man  (siehe  den  Unterabschnitt  (8) 
zu  92)  eine  doppelte  Involution  nennen  kann.  Jede  Linie 
Ain  enthält  sieben  Punkte,  von  denen  einer,  nämlich  der  ge- 
gebene Punkt  Ft),  wie  wir  in  dem  früheren  Abschnitt  (6.)  ge- 
sehen haben,  ein  Hoppelpunkt  einer  anderen  Involution  ist,  zu 
der  die  drei  abgeleiteten  Paare  von  Punkten  Fv  Ft  auf  der- 
selben Linie  gehören.  Jede  Linie  A2}2  enthält  zehn  Punkte, 
die  auf  ihr  eine  neue  Involution  bilden;  während  acht  von 
diesen  zehn  Punkten,  in  einer  verschiedenen  Anordnung  der 

Hamilton,  guncruloüen.  7 
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Aufeinanderfolge,  noch  eine  andere  Involution*  bilden  (92,(10.)). 
Ferner  enthält  jede  Ebne  Tlv  zweiwidfunfzig  Punkte,  nämlich 
drei  gegebene  Punkte,  vier  Punkte  der  ersten  und  45  Punkte 
der  zweiten  Construction.    Jede  Ebne  JJVI  enthält  siebenund- 

•  Die  Sätze  über  Involutionen  der  gegebenen  und  abgeleiteten  Punkte 
auf  Linien  der  ersten  und  zweiten  Construction  für  ein  Netz  im  Räume 
sind  wohl  neu,  wenn  auch  einige  der  harmonischen  Verhältnisse,  die  ich 
vorher  erwähnt  habe,  unter  anderen  Formen  von  Möbius  bemerkt  worden 
sind,  dem  wir  ja  auch,  wie  ich  wiederholt  hervorgehoben  habe,  den  Begriff 
eines  solchen  Netzes  verdanken.  So  findet  man  leicht,  weun  man  (ver- 
gleiche die  Anmerkung  zu  Seite  83)  die  beiden  Durchschnittspunkte: 

Ex=  DE  AXBXCX,      J?,=  DE'  AtBtCt, 
in  Betracht  zieht,  dass  sie  durch  die  fünfzahligen  Symbole: 

(00012),  E,=  (00021), 
bezeichnet  werden  können;  sie  sind  daher  nach  Art.  02  die  beiden  Punkte 
P„5  auf  der  Linie  D  E  und  folglich  muss,  nach  dem  am  Ende  des  Unter- 
abschnittes 8  ausgesprochenen  Satze,  jedem  in  Beziehung  auf  den  anderen 
und  den  Punkt  1\  einer  der  beiden  l*unkte  D,  E  auf  dieser  Linie  con- 
jugirt  sein.  Demnach  können  wir  sofort  durch  Verglcichung  der  Symbole 
der  fünf  Punkte,  DEDxExEt,  die  beiden  folgenden  harmonischen  Glei- 
chungen aufstollen,  die  zu  demselben  Typus  wie  die  beiden  letzten  de» 
Unterabschnitte»  8  gehören: 

(DxDEiEx)  -  -1;      (DXEEXJC,)  -  -1; 

und  diese  beiden  Gleichungen  finden  sich  mit  ein  wenig  verschiedener 
Bezeichnung  auf  der  schon  früher  angeführten  Seite  290  des  barycentri- 
schen  Calcüls.  (VergL  wieder  die  Anmerkung  zu  Seite  83).  Die  geo- 
metrische Bedeutuug  der  letzten  Gleichung  kann  dadurch  erläutert  werden, 
dass  man  sich  vergegenwärtigt,  dass  ABCD  eine  reguläre  Pyramide  und 
E  ihr  mittlerer  Punkt  ist;  dann  ist  (vergl.  92,  Unterabschnitt  (2.)l  D,  der 
mittlere  Punkt  der  Basis  ABC;  DXD  ist  die  Höhe  der  Pyramide;  und 
die  drei  Abschnitte,  DXE,  Dx£l,  DXE1,  sind,  respective  der  vierte,  der 
dritte  Theil  und  die  Hälfte  dieser  Höhe;  sie  bilden  daher,  wie  es  die 
Formel  ausdrückt,  eine  harmonische  Progression;  oder  Dx  und  Ex  sind 
conjugirtc  Punkte  in  Beziehung  auf  E  und  Et.  Um  ferner  ein  Beispiel 
für  die  doppelte  Involution  desselben  Unterabschnittes  (8.)  anzuführen, 
würde  es  nöthig  sein,  drei  andere  Punkte  I'.  auf  derselben  Linie  DE  zu 
betrachten;  der  eine  von  ihnen,  der  vorher  angeführte  Punkt  D'x,  gehört 
zu  einer  bekannten  Gruppe  P„,  (92,  (2)),  die  beiden  anderen  sind  von 
der  Gruppe  PSM  und  scheinen  vorher  nicht  besonders  hervorgehoben  zu 
sein.  Als  ein  Beispiel  einer  Involntion  auf  einer  Linie  der  dritten  Con- 
struction mag  bemerkt  werden,  dass  auf  jeder  Linie  der  Gruppe  J„, 
oder  auf  jeder  der  Seiten  irgend  eines  der  zehn  Dreiecke  T„,  ausser 
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vierzig  Punkte,  von  denen  einer  ein  gegebener  Punkt  ist,  vier 
sind  Punkte  Pv  und  42  sind  Punkte  P2\  von  diesen  letzteren 
liegen  38  auf  den  sechs  Linien  A2  in  der  Ebne,  vier  sind  da- 
gegen Durchschnitte  dieser  Ebne  772M  mit  vier  anderen  Li- 
nien der  zweiten  Construction.  Endlich  geht  keine  Ebne  //  ,  , 
durch  einen  gegebenen  Punkt,  aber  jede  enthält  dreiundvierzig 
abgeleitete  Punkte,  von  denen  vierzig  Punkte  der  zweiten  Con- 
struction sind.  Da  die  Ebnen  der  ersten  Construction  allein 
Beispiele  für  alle  zehn  Gruppen  P01  Plf  P2,lf...  P2,H  von 
gegebenen  und  abgeleiteten  Punkten  enthalten,  und  ebenso 
für  alle  drei  Gruppen  von  Linien,  Av  Avv  A3i,  in  den 
Grenzen  der  zweiten  Construction  (denu  die  Typen,  PVi, 
Pvs,  Ax,  werden  nicht  durch  irgend  welche  Punkte  oder 
Linien  in  einer  Ebne  Ilvl  dargestellt,  und  die  Typen  Pw  Av 
Avl  nicht  in  einer  Ebne  //»,._,)  so  schien  es  mir  passend 
die  nebenstehende  Zeichnung  (Fig.  30)  zu  entwerfen  und  bei- 
zufügen, die  dazu  dienen  kann,  durch  einige  ausgewählte  Bei- 
spiele, sowohl  die  Anordnung  der  zweiundfünfzig  Punkte,  Pot 
Px,  P2,  in  einer  Ebne  77, ,  nämlich  in  der  Ebne  AB  C,  zu 
erläutern,  als  die  Anordnung  der  neun  Linien  Av  At  in  dieser 
Ebne  und  die  Spuren  Aa  der  anderen  Ebnen  in  ilir. 

In  dieser  Figur  ist  das  angenommene  Dreieck  ABC,  der 
Einfachheit  wegen,  als  die  gleichseitige  Basis  einer  regulären 
Pyramide  AB  CD  (vergl.  Unterabschnitt  (2.)  zu  92)  genommen; 
und  Dv  das  wieder  durch  O  ersetzt  ist,  ist  als  sein  mittlerer 
Punkt  (29)  angenommen.  Das  erste  eingeschriebene  Dreieck, 
A  BC  hall  ii  1 1  daher  die  drei  Seiten ;  und  die  Achse  der  Homologie 
A  B  C"  ist  die  Linie  in  der  Unendlichkeit  (38);  die  Zahl  1  auf 

einem  gegebenen  Punkte  P0  und  einem  abgoleitetcn  Punkte  Ptfl  zwei 
Punkte  P,,,  und  zwei  Punkt«  P,,4  liegen  und  dass  die  beideu  ersten 
Punkte  die  Doppelpunkte  einer  Involution  sind,  zu  der  die  beiden  letzten 
Paare  gehören;  so  haben  wir  auf  der  Seite  A0B  C0  des  umschriebenen 
Dreiecks,  ^PCC0,  oder  auf  der  Spur  der  Ebne,  B  ClAtAlCit  die  beiden 
harmonischen  Gleichungen: 

{BA^BC*)  =  {BAvnjr  cvU)  -  -1. 
Ferner  sind  auf  der  Spur  A'C0  der  Ebne  A'CtC\f  einer  Spur,  die  als 
eine  Linie  durch  keinen  der  gegebenen  Punkte  geht,  C0  und  P,?I  die 
Doppelpunkte  einer  Involution,  in  der  Ä  coujugirt  zu  C,  v  und  A**  zu 
/ivl  ist.    Doch  es  würde  langweilig  werden  solche  Beispiele  zu  häufen. 
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der  Verlängerung  der  Linie  C'B  ist  hingesetzt,  um  daran  zu 
erinnern,  dass  der  Punkt  A",  nach  dem  die  Linie  hingeht,  vom 
Typus  P2,x  ist,  oder  zur  ersten  Gruppe  der  Punkte  der 
zweiten  Construction  gehört  Ein  zweites  eingeschriebenes 
Dreieck,  A'"B"C",  das  man  in  Figur  21  nachsehen  mag,  ist 
nur  durch  die  Zahl  2  bezeichnet,  die  in  die  Mitte  der  Seite 
BC  gesetzt  ist,  um  anzudeuten,  dass  dieser  die  Seite  halbi- 
rende  Punkt  Ä"  zu  der  zweiten  Gruppe  von  Punkten  jP2  ge- 
hört. Dieselbe  Zahl  2,  aber  mit  einem  Strich  versehen,  2',  ist 


Ansicht  der  Anordnung  der  Hauptpunkte  und  Linien  in  einer  Ebne  der 

ersten  Construction. 

vi*,  sa 


dicht  unter  die  Ecke  A0  des  umschriebenen  Dreiecks  A0BnC0 
gesetzt,  um  daran  zu  erinnern,  dass  diese  Ecke  durch  eine 
syntypische  Beziehung  im  Räume  ebenfalls  zu  der  Gruppe  P2,t 
gehört.  Der  Punkt  Alv ,  der  hier  in  unendlicher  Entfernung 
liegt,  ist  durch  die  Zahl  3  auf  der  punktirten  Linie  über  der 
Figur  bezeichnet,  während  dieselbe  Zahl,  mit  einem  Strich  ver- 
sehen, weiter  unten  die  Lage  des  Punktes  Ax  ,v  andeutet.  End- 
lich geben  die  zehn  anderen  gestrichelten  und  ungestrichelten 
Zahlen,  4,  4',  5,  5',  6,  6',  7,  7',  8,  8',  die  Oerter  der  zehn  Punkte, 
A\  Ax\  A",  Ax*\  jf>*  Ax™  J™,  A™,         A*,  an. 
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Ferner  kann  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  hauptsächlichsten 
vorher  erwähnten  harmonischen  Beziehungen  und  Beziehungen 
der  Involution  durch  den  Anblick  der  Zeichnung  überzeugen. 

95.  Wie  weit  wir  auch  die  Constructionsfolgen  des  Netzes 
im  Baume  fortsetzen  mögen,  wir  können  es  jedenfalls  als  augen- 
scheinlich ansehen,  wenigstens  aus  dem  Vergleich  mit  der  ent- 
sprechenden Eigenschaft  (42)  des  ebenen  Netzes,  dass  jeder 
Punkt,  jede  Linie  oder  Ebne,  zu  der  solche  Constructionen 
fuhren  können,  nothwendig  rational  (77)  sein  muss,  oder  dass 
er  in  rationaler  Beziehung  zu  dem  Systeme  der  fünf  gegebenen 
Punkte  stehen  muss;  denn  die  anharmonischen  Coordinaten  (79, 
80)  jedes  Netzpunktes  und  jeder  Netzebene  sind  ganzen  Zahlen 
gleich  oder  proportional.  Umgekehrt  (vergl.  43)  ist  jeder  Punkt, 
jede  Linie  oder  Ebne  im  Baume,  die  so  in  rationaler  Be- 
ziehung zu  dem  System  der  Punkte  ABC  DE  steht,  ein  Punkt, 
eine  Linie  oder  Ebne  des  Netzes,  welche  diese  fünf  Punkte 
bestimmen.  Daher  (vergl.  wieder  43)  ist  es  denn  auch  nicht 
möglich,  irgend  einen  irrationalen  Punkt  oder  irgend  eine  ratio- 
nale Linie  oder  Ebne  (77)  in  aller  Strenge  durch  irgend  eines 
der  vorher  beschriebenen  Verfahren  zu  construiren,  wenn  es  auch 
möglich  ist,  ihm  durch  Punkte,  Linien  oder  Ebnen  des  Netzes 
unendlich  nahe  zu  kommen.  Jedes  anharmonische  Verhältniss 
einer  Gruppe  von  Netzpunkten  oder  eines  Büschels  von  Netz- 
linien oder  von  Netzebenen  hat  einen  rationalen  Werth  (vergL 
44),  der  nur  von  dem  bei  der  Erzeugung  der  Gruppe  oder  des 
Büschels  angewandten  Verfahren  der  linearen  Construction  ab- 
hängt und  völlig  unabhängig  von  der  Anordnung  oder  der 
Configuration  der  fünf  gegebenen  Punkte  im  Baume  ist.  Es 
werden  auch  alle  Beziehungen  der  Collineation  und  der  Com- 
planarität  bei  dem  Uebergange  von  einem  Netze  zu  einem 
anderen  durch  einen  Wechsel  des  Systems  der  gegebenen 
Punkte  bewahrt,  so  dass  man  kurz  sagen  kann,  (vergleiche 
wieder  44),  dass  alle  geometrischen  Netze  im  Baume  homo- 
graphische  Figuren  sind.   Endlich  sind  irgend  fünf  Punkte* 

*  •  Die  allgemeinen  Eigenschaften  (95)  des  Raumnetzes  sind  der  Sache 
nach  von  Möbius  entnommen,  obwohl,  wie  ich  schon  vorher  bemerkt 
habe,  die  hier  angewandte  Rechenart  neu  zu  sein  scheint;  ebenso  sind 
es  auch  die  meisten  der  vorher  gegebenen  Sitze  in  Betreff  der  Punkte 
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eines  solchen  Netzes,  von  denen  nicht  vier  in  einer  Ebne  liegen, 
genügend  (vergl.  45)  zur  Bestimmung  des  ganzen  Netzes  oder 
zur  linearen  Construction  aller  seiner  Punkte,  mit  Einschluss 
der  fünf  gegebenen. 

(1.)  Es  seien  zum  Beispiel  die  fünf  Punkte  AXBXCXDX 
und  E  jetzt  als  gegeben  angenommen  und  es  werde  verlangt, 
die  vier  Punkte  AB  CD  durch  lineare  Constructionen  aus  diesen 
neuen  Daten  abzuleiten.  Mit  anderen  Worten,  wir  sollen  jetzt 
eine  Pyramide  AB  CD  einer  gegebenen  Pyramide  AXBXCXDX 
so  umschreiben,  dass  sie  zu  ihr  homolog  und  E  für  sie  der 
gegebene  Mittelpunkt  der  Homologie  ist.  Ein  leicht  verständ- 
liches Verfahren  ist  es  (vergl.  45),  eine  andere  homologe  Py- 
ramide, A^B^C^D.^  so  einzuschreiben,  dass  A3  =  EAX '  BXCXDV 
u.  s.  w.;  und  dann  die  Durchschnitte  entsprechender  Flächen, 
wie  AXBXCX  imd  A4B3Cit  zu  bestimmen;  denn  diese  vier 
Durchschnittslinien  werden  in  der  Ebne  [E] ,  der  gemeinsamen 
Ebne  der  Homologie  der  drei  Pyramiden,  liegen  und  sie  sind 
die  Spuren  der  vier  gesuchten  Ebnen,  ABC,  u.  s.  w.,  die  durch 
die  vier  gegebenen  Punkte  Dx  u.  s.  w.  gezogen  sind,  auf  dieser 
Ebne.  Wenn  nur  verlangt  würde  eine  Ecke  A  der  umschrie- 
benen Pyramide  zu  construiren,  so  könnten  wir  den  vorher  Alw 
genannten  Punkt  als  den  gemeinsamen  Durchschnitt  dreier  Ebnen, 
wie  folgt,  finden: 

Alw=  AXBXCX  AXDXE  'A:i  ß3C3; 
und  dann  würden  wir  die  andere  Formel  für  einen  Durchschnitt 
haben, 

A  =  EAX  Dx  A IV. 
Oder  der  Punkt  A  könnte  durch  die  anharmomsche  Gleichung: 

(EAAXA3)  =  S, 
bestimmt  werden,  eine  Gleichung,  die  sich  für  eine  reguläre 
Pyramide  leicht  verificiren  lässt. 

(2.)  Was  den  allgemeinen  Uebergang  von  einem  Netze 
des  Raumes  zu  einem  anderen  betrifft,  so  mögen  die  Symbole 
Px  =  (xx .  .vx),-  •  jP6=  (x6.  .t'6)  irgend  fünf  gegebene  Punkte  be- 

der  zwei  teil  Construction  (92),  wenigstens  wenn  wir  von  der  ersten  Gruppe 
Pm  von  zehn  solchen  Punkten  absehen,  die,  wie  ich  schon  ausgesprochen 
habe,  verhältnissmassig  lange  bekannt  gewesen  sind. 
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deuten,  von  denen  nicht  vier  complanar  sind;  und  es  mögen 
db'c'de  und  u  sechs  Coefficienten  sein,  deren  fünf  Verhältnisse 
derart  sind,  dass  sie  der  symbolischen  Gleichung  (vergl.  71,  72), 
a  (Pt)  +b'  (P2)  +  c  (P3)  +  d  (P4)  +  *'  (P6)  =-u(U), 

genügen;  oder  den  fünf  gewöhnlichen  Gleichungen,  die  sie  um- 
fasst,  nämlich: 

dxl  -f- . .  +  <°     =  . .  =  dvx  -{-  •  •  -f  ev 6  =  —  u. 
Es  sei  P'  irgend  ein  sechster  Punkt  des  Raumes,  dessen 
fünfzahliges  Symbol  der  Gleichung  genügt, 

(P)  =  xd  [Px)  +  yb'  (P,)  +  zc' (Ps)  +  wd{P4)  +  ve' (P6)  +  u(U)'} 

dann  findet  man,  dass  dieser  letztere  Punkt  P'  von  den  fünf 
Punkten  Px  •  •  P6  durch  genau  dieselben  Constructionen  ab- 
geleitet werden  kann,  als  die  sind,  durch  welche  der  Punkt 
P=  (xyziev)  von  den  fünf  Punkten  ABC  DE  abgeleitet  wird. 
Zum  Beispiel,  wenn  v'=  x+y+z+w  —  3u,  dann  wird  der  Punkt 
(xyzwvr)  aus  A^B^D^E  durch  dieselben  Constructionen  ab- 
geleitet, wie  {xyzwv)  von  ABCDE\  so  kann  A  selbst  von 
Al  •  •  E  aus  ebenso  construirt  werden,  wie  der  Punkt  P—  (30001) 
von  A..E  aus;  das  würde  uns  von  Neuem  zu  der  anharmo- 
nischen Gleichung  des  letzten  Unterabschnittes  führen. 

(3.)  Es  mag  hier  in  Kürze  hinzugefügt  werden,  dass  man 
statt  der  anharmonischen  Verhältnisse,  die  mit  einem  Netze 
im  Räume  in  Verbindung  stehen  und  überhaupt  im  Allgemeinen 
eine  Beziehung  zu  räumlichen  Problemen  haben,  (vergL  68), 
Producte  (oder  Quotienten)  von  Quotienten  der  Volumina  von 
Pyramiden  setzen  kann;  als  ein  besonderes  Beispiel  für  diese 
Substitution  mag  angeführt  werden,  dass  die  kurz  vorher  an- 
gegebene anharmonische  Beziehung  durch  die  folgende  Glei- 
chung ersetzt  werden  kann,  die  einen  solchen  Quotienten  von 
Pyramiden  enthält,  ohne  einen  Hülfspunkt  einzuführen: 
EA:AXA  -  3EBXCXDX:AXBXCXDX. 

Im  Allgemeinen  können  wir,  wenn  xyzw  (wie  in  79,  83) 
die  anharmoni8chen  Coordinaten  eines  Punktes  P  im  Raum 
sind,  schreiben: 

_*      PBCD  .  EB  CD  . 

y  ~  PCDA 1 ECDA  1 
ebenso  andere  Gleichungen  derselben  Art,  bei  denen  wir  hier 
nicht  verweilen  können. 
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Fünfter  Abschnitt. 

Ueber  Schwerpunkte  von  Punktsystemen  und  über  einfache 
und  zusammengesetztes  Mittel  von  Vectoren. 

96.  Wenn  die  Summe  2lu  irgend  einer  Anzahl  coinitialer 
Vectoren, 

ax  =  OAv"  «.  =  OAm, 

durch  ihre  Anzahl,  m,  di\idirt  (16)  wird,  so  heisst  der  resulti- 
rende  Vector, 

ix=  OM=±2a  =  ~20A, 

im  Allgemeinen  das  einfache  Mittel  dieser  m  Vectoren;  und 
der  Punkt  M,  in  dem  dieser  mittlere  Vector  endigt,  und  dessen 
Lage  (vergL  18),  wie  leicht  zu  sehen,  unabhängig  von  der  Lage 
des  gemeinschaftlichen  Anfangspunktes  O  ist,  heisst  der  mittlere 
Punkt  (vergL  29)  des  Systems  der  m  Punkte,  AV"Am.  Wir 
haben  augenscheinlich  die  Gleichung: 

0  =  (c^-w) +..  +  («-  -fi)  =  2{» -u)  =  SMA\ 

oder  die  Summe  der  m  Vectoren,  die  vom  mittleren  Punkte 
M  aus  zu  den  Punkten  A  des  Systems  gezogen  werden,  ist 
gleich  Null.  Und  daraus  (vergL  10,  11,  30)  folgt,  1)  dass  die 
m  Vectoren  gleich  den  m  aufeinanderfolgenden  Seiten  eines 
geschlossenen  Polygons  sind;  2)  dass,  wenn  das  System  und 
sein  mittlerer  Punkt  durch  irgend  welche  parallelen  Coordi- 
naten  auf  irgend  eine  angenommene  Ebne  (oder  Linie)  projicirt 
werden,  die  Protection  M'  des  mittleren  Punktes  M  der  mittlere 
Punkt  des  durch  Projection  erhaltenen  Systemes  ist;  und  3)  dass 
die  Ordinate  MM'  des  mittleren  Punktes  das  Mittel  aller  an- 
deren Ordinaten,  AxAx,"A*Äm  ist  Es  folgt  auch,  dass, 
wenn  N  der  mittlere  Punkt  eines  auderen  Systems,  BV"Bn 
ist,  und  wenn  s  der  mittlere  Punkt  des  gesammten  Systems, 
Ax' '  Bn,  der  m  +  n  =  s  Punkte  ist,  das  man  erhält,  wenn 
man  die  beiden  vorigen,  die  man  als  Partialsysteme  betrachten 
kann,  zusammenfasst,  während  v  und  a  die  Vectoren,  ON  und 
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OS,  der  mittleren  Punkte  dieser  beiden  letzteren  bezeichnen, 
das8  wir  dann  die  Gleichungen  haben: 

mu  =  2u,    nv  =  2ß,    sa  =  Set  +  Sß 

=  mpL  -f  «v, 

m{6-fi)  =  n(*-«r), 
m.MSm*n.  SN; 

so  dass  der  allgemeine  mittlere  Punkt,  *,  auf  der  geraden  Linie 
A/iV  liegt,  die  die  beiden  partiellen  mittleren  Punkte,  Mund  N, 
verbindet;  und  er  theilt  diese  Linie  im  Innern  in  zwei  Ab- 
schnitte MS  und  SN,  die  umgekehrt  proportional  den  beiden 
ganzen  Zahlen,  m  und  «,  sind. 

(1.)  Zum  Beispiel,  es  sei  A  BCD  ein  windschiefes  Vierseit 
und  i:  sein  mittlerer  Punkt;  oder,  ausfuhrlicher,  es  sei 

OE={{OA  +  OB+OC+  OD), 

•  -K« +  +  ?  + 

d.  h.  es  sei  a  =  b  =  c  =  d  in  den  Gleichungen  des  Art.  65. 
Dann  haben  wir,  mit  kürzlich  benutzten  Bezeichnungen  für 
gewisse  abgeleitete  Punkte  Dv  u.  s.  w.,  wenn  wir  die  Vector- 
Formeln, 

o  A  =  «i  =  \{ß  +  r  +    •     *i  -  i  (*  +  ß  +  r)i 

OA  =  u  =  |09  +  ?V  /  =  + 

hinschreiben,  sieben  verschiedene  Ausdrücke  für  den  mittleren 
Vector,  •;  nämlich  die  folgenden: 

Und  diese  führen  zu  den  sieben  Gleichungen  zwischen  Segmenten: 

AE=3EAV-  DE=*§EDX; 

A'E=EA2,-.  C'E=ECt; 

sie  beweisen,  was  auch  anderweitig  bekannt  ist,  dass  die  vier, 
hier  mit,  AAV**DDV  bezeichneten  geraden  Linien,  von  denen 
jede  eine  Ecke  der  Pyramide  AB  CD  mit  dem  mittleren  Punkte 
der  gegenüberliegenden  Seite  verbindet,  einander  schneiden  und 
viertheilen  in  ein  und  demselben  Punkte  E;  und  dass  sich  die 
drei  gemeinsamen  Halbirungslinien ,  A ' A%,  B'Bi,  C'C2,  der 
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Paare  von  gegenüberliegenden  Kanten,  wie  BC  und  DA,  in 
demselben  mittleren  Punkte  schneiden  und  halbiren,  so  dass 
die  vier  Mittelpunkte,  C t  A,  Cv  At ,  der  vier  aufeinanderfol- 
genden Seiten  AB,  u.  s.  w.,  des  windschiefen  Vierseits  A B CD 
in  ein  und  derselben  Ebne  liegen;  sie  halbirt  auch  die  gemein- 
same Halbirungslinie,  B'B2,  der  beiden  Diagonalen,  .4(7  und  BD. 

(2.)  In  diesem  Beispiele  ist  die  Anzahl  s  der  Punkte 
A"D  vier,  die  Anzahl  der  abgefeiteten  Linien,  die  also  ein- 
ander in  ihrem  gemeinsamen  mittleren  Punkte  E  schneiden, 
ist,  wie  wir  sahen,  sieben;  und  die  Anzahl  der  abgeleiteten 
Ebnen  durch  diesen  Punkt  ist  neun,  nämlich,  in  der  zuletzt 
gebrauchten  Bezeichnung  für  das  Netz  im  Räume,  vier  Linien 
Av  drei  Linien  Atn  sechs  Ebnen  IJV  und  drei  Ebnen  Ovv 
Von  diesen  neun  Ebnen  können  die  sechs  ersten  (im  gegen- 
wärtigen Zusammenhang)  dreifache  Ebnen  genannt  werden, 
denn  jede  enthält  drei  Linien  (wie  zum  Beispiel  die  Ebne 
ABE  die  Linien,  AAV  BBV  C'CV  enthält),  die  alle  durch  den 
mittleren  Punkt  E gehen;  und  die  drei  letzteren  können  im  Gegen- 
satz dazu  nicht -dreifache  Ebnen  genannt  werden,  denn  jede 
enthält  nur  zwei  durch  diesen  Punkt  gehende  Linien,  die  durch 
die  vorhergehenden  Sätze  bestimmt  sind. 

(3.)  Es  bezeichne  allgemein  y  (.<)  die  Anzahl  der  durch 
den  allgemeinen  mittleren  Punkt  S  gehenden  Linien  eines 
Gesammtsystem9  von  s  gegebenen  Punkten,  das  auf  alle  mög- 
liche Weise  in  Partialsysteme  zerlegt  worden  ist;  es  sei  f  (s) 
die  Anzahl  der  dreifachen  Ebnen,  die  man  erhält,  wenn  man 
die  gegebenen  Punkte  in  drei  solche  Partialsysteme  zusammen- 
fasst;  es  bezeichne  yj  {*)  die  Anzahl  der  nicht  dreifachen 
Ebnen,  von  denen  jede  in  der  Weise  bestimmt  wird,  dass  man 
die  s  Punkte  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  in  zwei  Partial- 
systeme zerlegt;  und  es  stelle  F(s)  —  f(s)  +  y(s)  die  Gesammt- 
zahl  der  verschiedenen  Ebnen  durch  den  Punkt  5  dar;  so  dass 

9(4)  =  7,  /(4)  =  6,  V(4)  =  3,  F(4)  =  9. 

Dann  ist  leicht  zu  verstehen,  dass,  wenn  wir  einen  neuen 
Punkt  C  einfuhren,  jede  alte  Linie  MN  zwei  neue  Linien 
liefert,  je  nachdem  wir  den  neuen  Punkt  mit  dem  einen  oder 
anderen  der  beiden  vorigen  Partialsysteme,  (M)  und  {N),  in 
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eine  Gruppe  zusammenfassen;  und  dass  ausserdem  eine  andere 
neue  Linie,  nämlich  CS,  entsteht.  Wir  haben  daher  die  Glei- 
chung in  endlichen  Differenzen, 

<f(*-M)  =  2<r(*)+  1; 

sie  fuhrt,  von  dem  besonderen  oben  angegebenen  Werthe  für  ff 

(4)  ,  oder  schon  mit  dem  einfacheren  und  leichter  zu  behandeln- 
den Werthe,  y  (2)  =  1,  zu  dem  allgemeinen  Ausdrnck: 

pfy -ft-1-!. 
(4.)  Wenn  ferner  (M)  (N)  (P)  irgend  drei  Partialsysteme 
sind,  die  zusammen  das  alte  oder  gegebene  Gesammtsystem 

(5)  ausmachen;  und  wenn  wir,  indem  wir  einen  neuen  Punkt  C 
mit  jedem  von  ihnen  der  Reihe  nach  in  eine  Gruppe  zusammen- 
fassen, drei  neue  Partialsysteme,  (AT)  (N')  (P')}  bilden,  dann 
liefert  uns  jede  frühere  dreifache  Ebne,  wie  MNP,  drei 
neue  dreifache  Ebnen, 

MNP,      MNP,  MNP'; 

jede  frühere  Linie,  KL,  giebt  eine  neue  dreifache  Ebne,  CKL, 
und  man  kann  keine  neue  dreifache  Ebne  auf  irgend  eine  andere 
Weise  erhalten.  Wir  haben  daher  die  neue  Gleichung  in 
Differenzen: 

f(s  +  1)  =  Sf(s)  +  <p  (<). 
Aber  wir  haben  gesehen,  dass 

wenn  wir  daher  jetzt  schreiben: 

/(')  +  Y 1  (*)=*(*)> 
so  erhalten  wir  die  fernere  Gleichung  in  endlichen  Differenzen : 

*(*  +  l)-3*(«)  +  L 

A-iicii  * 

/(3)  =  1,      ?(3)  =  3,  r(3)=4; 

daher  ist: 

2zM  =  3-1-l, 

und 

2/{s)  =  3'-1  -2'  +  1. 
(5.)  Endlich  ist  klar,  dass  wir  die  Relation  haben: 

3/W  +  V  W  =  4  ?  W  •  (<p  W  ~1)  -        -1)  (2-1  - 1); 
denn  die  dreifachen  Ebnen,  jede  als  drei  angesehen,  und  die 
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nicht-dreifachen  Ebnen,  jede  als  eine  angesehen,  müssen  zu- 
sammen alle  binären  Combinationen  der  Linien  darstellen,  die 
durch  den  mittleren  Punkt  S  des  ganzen  Systems  gezogen 
worden  sind.   Daher  ist: 

2tp{*)  =  22,_a  +  3.2'~ 1  -S'-l; 

und 

^)«23,-3  +  2'-3-3-1; 

so  dass 

F{*  +  1) -4F(i)  =  3— 1  -2— l, 

und 

y(«  +  l)-4y(*)-3/(#); 

diese  letzte  Gleichung  in  endlichen  Differenzen  erlaubt  uns 
eine  unabhängige  geometrische  Deutung. 

(6.)  Zum  Beispiel,  die  allgemeinen  Ausdrücke  ergeben: 
p(5)-15;  /(5)-25;    v(5)  -80;  F(5)-55; 

wenn  wir  daher  ein  windschiefes  Fünfeck,  oder  ein  System  von 
fünf  Punkten  im  Räume,  A-*E,  annehmen  und  den  mittleren 
Punkt  F  dieses  Systems  bestimmen,  so  erhalten  wir  im  Allge- 
meinen eine  Gruppe  von  fünfzehn  Linien,  von  der  vorher  be- 
trachteten Art,  die  alle  durch  den  sechsten  Punkt  F  gehen; 
sie  sind  im  Allgemeinen  in  fünfundfünfzig  verschiedenen 
Ebnen  angeordnet,  von  denen  fünfundzwanzig  zu  denen  zu 
rechnen  sein  werden,  die  wir  dreifache  genannt  haben,  die 
dreissig  anderen  sind  nicht- dreifache  Ebnen. 

97.  Allgemeiner,  wenn  «,••«»,  wie  vorher,  ein  System  von 
vi  gegebenen  und  coinitialen  Vectoren  ist,  und  wenn  a,"a, 
irgend  ein  System  von  m  gegebenen  Skalaren  (17)  ist,  dann 
soll  der  neue  coinitiale  Vector  ß,  oder  OB,  der  aus  ihnen 
durch  die  Formeln: 

*«+_L^^_*£,  oder  OB  =  *°°±, 


'  a,  +  •  •  am 

oder  durch  die  Gleichung: 

Sa  («—/?)-  0,  oder  SaBA  =  0, 

abgeleitet  wird,  der  complexe  mittlere  Vector  der  m  gegebenen 
Vectoren  a,  oder  OA  heissen,  wenn  man  die  letzteren  mit  dem 
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System  der  gegebenen  Skalaren,  a,  als  Coefficienten  oder  als  Mul- 
tiplicatoren  (12,  14)  behaftet  oder  in  Verbindung  gebracht  denkt. 
Man  kann  auch  sagen,  dass  der  abgeleitete  Punkt  B,  dessen 
(vergl.  96)  Lage  unabhängig  von  der  des  Anfangspunktes  O  ist, 
der  Schwerpunkt  oder  Mittelpunkt  der  Schwere  des  gegebenen 
Systems  der  Punkte  A,  •  •  •  ist,  wenn  man  sich  die  Punkte  mit 
den  gegebenen  Gewichten  a,  •  •  •  behaftet  vorstellt;  und  es 
entstehen  Sätze  über  Durchschnitte  von  Linien  und  Ebnen, 
aus  der  Vergleichung  der  complexen  Mittel,  oder  Schwerpunkte, 
der  Partial-  und  Gesammtsysteme,  die  ganz  analog  den  kürz- 
lich betrachteten  (96)  sind,  für  einfache  Mittel  von  Vectoren 
und  von  Punkten. 

(1.)  Zum  Beispiel,  in  dem  im  Artikel  24  angegebenen 
Falle,  ist  der  Punkt  C  der  Schwerpunkt  des  Systems  der 
beiden  Punkte  A  und  B,  mit  den  Gewichten  a  und  ä;  während 
unter  den  Bedingungen  des  Art.  27  der  Anfangspunkt  O  der 
Schwerpunkt  der  drei  Punkte,  A,  B,  C,  mit  den  drei  Gewichten 
a,  b,  c  ist;  und  wenn  wir  die  in  34  oder  36  angegebene  Formel 
für  q  gebrauchen,  so  haben  dieselben  drei  gegebenen  Punkte,  A,  B, 
C,  den  Punkt  Pin  ihrer  Ebne  zu  ihrem  Schwerpunkt,  wenn  sie 
mit  den  Gewichten,  xa,  yb,  zc,  belastet  sind.  Ferner  ist,  bei 
den  Gleichungen  65,  E  der  Schwerpunkt  des  Systems  der  vier 
gegebenen  Punkte,  J,  B,  C,  D,  mit  den  Gewichten,  a,  b,  c,  rf; 
und  wenn  wir  den  Ausdruck  in  79  für  den  Vector  OP  an- 
nehmen, dann  sind,  xa,  yb,  zc,  tcd,  gleich  oder  proportional 
den  Gewichten,  mit  denen  dieselben  vier  Punkte  A...D  belastet 
werden  müssen,  damit  der  Punkt  P  im  Räume  ihr  Schwerpunkt 
ist  In  allen  diesen  Fällen  sind  die  Gewichte  gewissen  Abschnitten, 
oder  Flächen,  oder  Volumina  proportional  (nach  69),  von  den 
Arten,  die  schon  betrachtet  worden  sind;  und  das,  was  wir  die 
anharmonischen  Coordinaten  eines  variablen  Punktes  P  in  einer 
Ebne  (36)  oder  im  Räume  (79)  genannt  haben,  kann  dann  Quo- 
tienten von  Gewichtsquotienten  genannt  werden. 

(2.)  Der  Umstand,  dass  die  Lage  eines  Schwerpunktes  (97) 
gleich  derjenigen  eines  einfachen  mittleren  Punktes  (96)  unab- 
hängig von  der  Lage  des  angenommenen  Anfangspunktes  der 
Vectoren  ist,  kann  von  uns  dazu  benutzt  werden  (vergl.  69), 
das  Symbol  O  dieses  willkürlichen  und  nicht  eigentlich  zum 
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Systeme  gehörigen  Punktes  fortzulassen;  und  daher,  unter  den 
zuletzt  angenommenen  Bedingungen,  einfach  zu  schreiben:* 

B  =  —       oder  bB  =  JEaK,  wenn  b  =  a. 

Es  ist  nach  den  schon  aufgestellten  Sätzen  leicht  zu  beweisen 
(vergl.  96),  dass  die  Ordinate  des  Schwerpunktes  eines  gege- 
benen Systems  von  Punkten  das  complexe  Mittel  (in  dem 
vorher  angegebenen  Sinne  und  mit  demselben  System  von  Ge- 
wichten) der  Ordinaten  der  Punkte  dieses  Systems  ist,  in  Be- 
ziehung auf  irgend  eine  gegebene  Ebne ;  und  dass  die  Protection 
des  Schwerpunktes  auf  irgend  eine  solche  Ebne  der  Schwer- 
punkt des  projicirten  Systems  ist 

(3.)  Ohne  Beziehung  auf  Coordinaten,  oder  irgend  einen 
nicht  zum  System  gehörigen  fremden  Anfangspunkt,  kann  die 

barycentrische  Bezeichnung  B  =  durch  unsere  funda- 

mentale Definition  (Art  1)  in  Betreff  der  geometrischen  Be- 
deutung des  Symbols  B~A,  nach  der  man  es  auffasst  als  eine 
Bezeichnung  des  Vectors  von  A  nach  B,  gedeutet  werden,  in 
Verbindung  mit  den  Regeln  über  die  Multiplication  solcher 
Vectoren  durch  Skalare  (14, 17)  und  denen  über  die  Summation, 
(6,  7,  8,  9),  dieser,  im  Allgemeinen  neuen,  Vectoren,  welche 
die  Ergebnisse  (15)  solcher  Multiplicationen  sind.  Denn  wir 
brauchen  nur  die  Formel  in  folgender  Weise  zu  schreiben: 

2a(A-B)  =  0; 

um  zu  sehen,  dass  sie  ausdrückt,  dass  das  System  der  Vectoren 
vom  Schwerpunkt  B  zum  System  der  gegebenen  Punkte  Av 
•  •  • ,  wenn  sie  respective  mit  den  Skalaren  oder  Coefficienten 
des  gegebenen  Systems  a„  o^*  •  multiplicirt  werden,  im  Allge- 
meinen ein  neues  System  von  Vectoren  ergiebt,  dessen  Summe 
Null  ist;  und  zwar  in  der  Art,  dass  die  letzteren  Vectoren 
al»BAv  at-BAt,"  zu  den  aufeinanderfolgenden  Seiten  eines 
geschlossenen  Polygons  gemacht  werden  können  (10),  durch 
Fortbewegungen  ohne  Drehung. 


•  Wir  würden  bo  einige  der  hauptsächlichsten  Bezeichnungen  des 
barycentrischen  Calcüls  haben,  doch  hier  hauptsächlich  mit  Rücksicht  auf 
Vectoren  gebraucht.  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  56. 
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(4.)  Wenn  wir  also  die  Formel  antreffen: 
B  - 1(4  +  A2), 
können  wir  sie  demnach  als  eine  abgekürzte  Form  der  Gleichung: 

OB  =  \{OAx  +  OA,), 

ansehen;  sie  sagt  aus,  dass,  wenn  O  irgend  ein  willkürlicher 
Punkt  ist  und  O  der  Punkt,  welcher  das  Parallelogramm 
AxO  Aßt  vervollständigt  (vergL  6),  dass  dann  B  der  Punkt 
ist,  welcher  die  Diagonale  OO  halbirt,  und  daher  auch  die 
gegebene  Linie  Ax  Av  die  hier  die  andere  Diagonale  ist.  Aber 
wir  können  die  Formel  auch  als  eine  rein  symbolische  Trans- 
formation der  Gleichung: 

(A.i-B)  +  (Al-B)  =  0, 
ansehen;  sie  drückt  nach  den  ersten  Sätzen  dieses  Theiles  aus, 
dass  die  beiden  Vectoren  von  B  nach  den  gegebenen  beiden 
Punkten  Ax  und  Ai  die  Summe  Null  haben;  oder  dass  sie  der 
Länge  nach  gleich,  aber  der  Richtung  nach  entgegengesetzt 
sind,  und  das  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  B  die  Linie  AXAS 
halbirt,  wie  vorher. 

(5.)  Ferner  kann  die  Formel: 

#i  =  H4  +A2  +  A3), 
als  eine  Abkürzung  der  Gleichung: 

OBx=l(OAl  +  OA2  +  OA3), 

angesehen  werden;  sie  drückt  aus,  dass  der  Punkt  Bx  auf 
einem  Drittel  der  Diagonale  OO  des  Parallelepipeds  (vergl. 
62)  liegt,  dessen  drei  coinitiale  Seiten,  OAv  OA2,  O  A3,  sind. 
Aber  dieselbe  Formel  kann  auch,  in  voller  Uebereinstimmung 
mit  der  vorigen  Deutung,  als  der  Ausdruck  dafür  angesehen 
werden,  dass  die  Summe  der  drei  Vectoren  von  Bx  zu  den 
drei  Punkten,  Ax,  A2,  As,  verschwindet;  das  ist  aber  die 
charakteristische  Eigenschaft  (30)  des  mittleren  Punktes  des 
Dreiecks  AxA2A.r  Aehnliches  gilt  in  verwickeiteren  Fällen; 
die  Berechtigung  solcher  Transformationen  wird  hier  als  eine 
Folge  der  ursprünglichen  Deutung  fl)  des  Symbols  B—A  und 
der  Regeln  über  Operationen  an  Vectoren,  so  weit  sie  bisher 
aufgestellt  worden  sind,  angesehen. 
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Sechster  Abschnitt. 

Ueber  anharmonische  Gleichungen  und  Vector- Ausdrücke  für 
Oberflächen  und  Curven  Im  Baume. 

98.  Wenn  die  vier  variablen  Skalare  oder  anharmonischen 
Coordinaten,  xyzw,  in  dem  Ausdruck  79  für  den  Vector  q 
eines  variablen  Punktes  P  im  Räume  durch  eine  gegebene 
algebraische  Gleichung: 

/p  (*i  y>  h  «0  =  0,  oder  kurz  /=  0, 
verbunden  (vergl.  46)  sind,  die  wir  uns  als  ganz,  rational  und 
homogen  von  der  />ten  Dimension  denken  wollen,  dann  ist  der 
Ort  des  Punktes  P  eine  Oberfläche  p***  Ordnung,  deren  Punkt- 
Gleichung  /  =  0  genannt  werden  kann  (vergl.  56).  Denn  wenn 
wir  statt  der  Coordinaten  Ausdrücke  von  der  Form: 

r  =  tx0  +         •    tc  =  tw0  +  uu>,, 
einsetzen,  um  anzuzeigen  (82),  dass  P  mit  zwei  gegebenen 
Punkten,  P0,  Pv  collinear  ist,  so  ist  die  resultirende  algebrai- 
schen Gleichung  in  t:u  vom  pUn  Grade;  so  dass  man,  nach 
einer  jetzt  angenommenen  Ausdrucksweise,  sagen  kann,  die 
Oberfläche  werde  in  p  Punkten  (die  verschieden  oder  zusammen- 
fallend, reell  oder  imaginär*  sein  können),  von  einer  beliebigen 
geraden  Linien,  PVPV  geschnitten.  Und  ebenso  hat,  wenn  die  vier 
anharroonischcn  Coordinaten  hnnr  einer  variablen  Ebne  II  (80) 
durch  eine  algebraische  Gleichung,  von  der  Form: 
Fq  (/,  m,  n,  r)  =  0,  oder  kürzer  F=*  0, 
verbunden  sind,  in  der  F  eine  ganze  rationale  Function  be- 
deutet, die  wir  als  homogen  von  der  yUn  Dimension  voraussetzen 

*  Es  muss  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  hier  keine  Deutung 
für  derartige  imaginäre  Durchschnitte  vorgeschlagen  wird,  wie  es  die  Durch- 
schnitte einer  Kugel  mit  einer  ganz  ausser  ihr  gelegenen  geraden  Linie 
sind.  Der  Sprachgebrauch  der  neueren  Geometrie  erfordert,  dass  man 
sie  mit  nennt  und  sie  auch  mitzählt;  gerade  wie  es  der  Sprachgebrauch 
der  Algebra  verlangt,  dass  man  die  imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung 
mitzählt.  Doch  es  würde  ein  Irrthum  sein,  geometrische  Imaginäre  von 
dieser  Art  mit  derjenigen  Quadratwurzel  aus  negativen  Grössen  zu  ver- 
wechseln, für  die,  wie  wir  bald  sehen  werden,  der  QuatcrnionencalcUl 
gleich  von  Anfang  an  eine  bestimmte  und  reelle  Bedeutung  an  die  Hand  giebt 
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wollen,  die  Ebne  II  zu  ihrer  Einhüllenden  (vergl.  56)  eine 
Oberfläche  der  r/«n  Klasse,  deren  Tangentialgleichung  F—Q 
ist;  denn  wenn  wir: 

/=  tl0  +  m/„...    r^tr0  +  nr1} 

setzen ,  um  auszudrücken  (vergl.  82),  dass  die  variable  Ebne  // 
durch  eine  gegebene  gerade  Linie  ll0  Ux  geht,  so  kommen 
wir  zu  einer  algebraischen  Gleichung  tf**  Grades,  die  q  (reele 
oder  imaginäre)  Werte  des  Verhältnisses  t :  u  liefert,  und  daher 
q  (reele  oder  imaginäre*)  Tangentialebenen  der  Oberfläche  be- 
stimmt, die  durch  irgend  eine  solche  willkürlich  gegebene  gerade 
Linie  gehen.  Wir  können  hinzufügen  (vergL  51,  56),  dass 
wenn  die  Functionen  f  und  F  nur  homogene  sind  (ohne  not- 
wendigerweise ganz  und  rational  zu  sein),  dass  dann 

\P»ft  Dyf,  D.f,  A,/], 
das  auharmonische  Symbol  (80)  der  Tangentialebene  zur  Ober- 
fläche /  =  0,  im  Punkte  {sysw)  ist;  und  dass 

(JDkF,  DmF,  DnFf  DrF), 
ebenso  ein  Symbol  für  den  Berührungspunkt  der  Ebne  [Imnr] 
mit  ihrer  eingehüllten  Fläche,  F  —  0,  ist;  ZJx,«»jPj,«  •  sind  die 
charakteristischen  Bezeichnungen  für  partielle  Ableitungen. 

(1.)  Zum  Beispiel,  die  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  die 
durch  die  zuletzt  genannten  neun  Punkte, 

A,  C,  B,  Ä  Ct      D,  Av  E, 
geht,  hat  die  Punktgleichung, 

0  = /  =  xz  —gtc\ 
sie  giebt  durch  Differentiation, 

/  -  Dz/=  7;  m  =  Dyf=  —w\ 

n  =  Dtf=x;  r  =  Dwf=  -j\ 

so  dass: 

[z,-w,  .r,-^,], 

ein  Symbol  für  die  Tangentialebene  im  Punkte  (x,     r,  ir)  ist 
(2.)  In  der  That  ist  die  lüer  betrachtete  Oberfläche  das 
durch  Bewegung  einer  Geraden  entstandene  (oder  hyperbo- 

*  "Was  den  nicht  zu  deutenden  Charakter  solcher  imaginärer  Berührun- 
gen in  der  Geometrie  betrifft,  so  mag  mau  die  vorhergehende  Anmerkung  zu 
dem  gegenwärtigen  Artikel  über  imaginäre  Durchschnittspunkte  nachsehen. 
Hamilton,  Qu»U>rnion«i.  8 
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lisch« •)  Hyperboloid,  dem  das  windschiefe  Vierseit  AB  CD 
umschrieben  ist  und  das  auch  durch  den  Punkt  E  geht;  und 
wenn  wir  schreiben: 

P=(xyzu>),     e-(xjr00)f     Ä  =  (0^0), 
S=  {00  zw),  T=*(x00w); 

dann  sind  QS  und  AT  (siehe  die  nebenstehende  Figur  31), 
ng.  sl  nämlich  die  Linien,  die  durch  P  so 

gezogen  sind,  dass  sie  die  beiden 
Paare,  AB,  CD,  und  BC,  DA,  der 
gegenüberhegenden  Seiten  des  Vier- 
sens AB  CD  schneiden,  die  beiden 
erzeugenden  Linien,  oder  die  Erzeu- 
genden, durch  diesen  Punkt;  so  dass 
ihre  Ebne,  QRST,  die  Tangential- 
ebene zur  Oberfläche  im  Punkte  P 
ist.  Wenn  wir  dann  diese  Tangential- 
ebene durch  das  Symbol  [Imnr]  be- 
zeichnen, so  haben  wir  die  Bedingungsgleichungen: 

0  =  Ix  ■+-  my  —  my  -\-nz  =  nz  +  rw  =  rw-\-  Ix; 
daraus  folgt  die  Proportion: 

/:  m:n:r  =  x—1:  —y~l \  z~l:  — wl't 
oder,  da      =  yw, 

l:m:n:r  =s  z:  —  to:x:  —y, 

wie  vorher. 

(3.)  Zu  gleicher  Zeit  sehen  wir,  dass 

(ACBQ)  =  f  =  ^  =  {DCtCS); 

so  dass  die  variable  Erzeugende  QS  die  beiden  festen  Er- 
zeugenden AB  und  DC  homographisch*  theilt,  wie  bekannt 
ist;  AD,  BC  und  CC%,  sind  drei  ihrer  Lagen.  Umgekehrt, 
wenn  verlangt  würde,  den  Ort  der  geraden  Linien  Q  S  zu  finden, 
die  so  zwei  gegebene  gerade  Linie  im  Räume  homographisch 
(vergl.  26)  theilt,  so  könnten  wir  A  B  und  DCzn  diesen  beiden 
gegebenen  Linien  nehmen,  und  AD,  BC,  C Ct,  mit  der  zuletzt 
erwähnten  Bedeutung  der  Buchstaben  zu  drei  gegebenen  Lagen 

•  Vergleiche  p.  298  der  Qiometrie  Suptrieure. 
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der  veränderlichen  Linie  und  dann  würden  wir  als  die  beiden 
variablen,  aber  entsprechenden  (oder  homologen)  Punkte  Q,  S 
selbst  haben  und  für  irgend  einen  willkürlichen,  mit  ihnen  col- 
ünearen  Punkt  P  anharmonische  Symbole  von  den  Formen: 
Q  =  (s,  u,  0,  0),    S  =  (0,  0,  u,  s),    P  —  (st,  tu,  uv,  vs); 

denn,  nach  82,  würden  wir  zwischen  diesen  drei  Symbolen  eine 
Relation  von  der  Form: 

(P)  =  t(Q)  +  v(S), 

haben;  wenn  wir  dann  schreiben:  P  =  (x,  y,  z,  w),  so  erhalten 
wir  die  anharmonische  Gleichung  .rz  =  yw,  wie  vorher;  so  dass 
der  Ort  der  Linie  Q  S  oder  des  Punktes  P,  wie  bekannt,  eine 
Regelfläche  der  zweiten  Ordnung  ist 

(4.)  Was  die  bekannte  doppelte  Erzeugungsart  dieser  Fläche 
betrifft,  so  mag  es  genügen,  hier  zu  bemerken,  dass,  wenn  wir 
in  derselben  Weise  schreiben: 

Ä  =  (0ft«0),    r=(/00r),    (P)  s=  u(R)  +  s(T), 
wir  weiter  den  Ausdruck: 

P ~  (st,  tu,  uv,  vs) 

erhalten,  der  ergiebt: 

xz  =yw, 

wie  vorher;  so  dass  dasselbe  Hyperboloid  auch  der  Ort  dieser 
zweiten  Linie  R  T  ist,  die  das  andere  Paar  gegenüberliegender 
Seiten,  BC,  AD,  desselben  windschiefen  Vierseits  A B CD  ho- 
mographisch theilt;  B  A,  CD  und  A'At,  sind  drei  ihrer  Lagen 
und  von  den  Linien,  ÄAt,  C'C2,  nehmen  wir  auch  jetzt  noch 
an,  dass  sie  sich  im  gegebenen  Punkte  E  schneiden. 

(5.)  Das  Symbol  eines  willkürlichen  Punktes  auf  der  ver- 
änderlichen Linie  R  T  ist  (nach  Subartikel  2)  von  der  Form, 
/  [Q,  y,  z,  0)  4-  « (•*•,  0,  0,  w),  oder  («/,  ty,  tz,  uw);  während  das 
Symbol  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  gegebenen  Linie 
C Ct  gleich  (t,  t,  «',  u),  ist.  Und  diese  beiden  Symbole  stellen 
ein  und  denselben  Punkt  dar  (vergL  Fig.  31): 

P-  =  RT-C'a  =  (y,y,z,z), 
wenn  wir  annehmen,  dass 

t=y,  u=z,  t=l,  u=  l  =  *  . 

Daraus  ergiebt  sich  der  bekannte  Satz,  dass  eine  veränderliche 
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erzeugende  Linie  (Generatrix),  RT,  eines  Systems,  drei  feste 
Geraden,  BC,  AD,  CC2,  schneidet,  die  die  Erzeugenden  des 
anderen  Systems  sind.  Umgekehrt  werden  wir  durch  dieselbe 
Vergleichung  von  Symbolen  rar  Punkte  auf  den  beiden  Linien 
RT  und  C'C2  zu  der  Gleichung  /:  =  yw  geführt,  als  der 
Bedingung  für  ihren  Durchschnitt;  und  so  würden  wir  auch 
den  bekannten  Satz  erhalten,  dass  der  Ort  einer  geraden  Linie, 
die  drei  gegebene  gerade  Linien  im  Räume  schneidet,  im 
Allgemeinen  ein  Hyperboloid  ist,  dessen  drei  Erzeugende  die 
drei  Geraden  sind.  Eine  ähnliche  Rechnung  zeigt,  dass  QS 
die  Linie  A'A2  in  einem  Punkte  (vergl.  wieder  Fig.  31)  schnei- 
det, der  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden  kann: 

P"«  QS        -  (*jry*). 

(6.)  Als  ein  anderes  Beispiel  der  Behandlung  von  Ober- 
flächen durch  ihre  anliarmonischen  und  Punkt  -  Gleichungen 
können  wir  anführen,  dass  die  zuletzt  erwähnten  Symbole  für 
P'  und  jP",  in  Verbindung  mit  denen  des  Subartikels  2  für 
P,  Qt  R,  S,  T,  ferner  mit  den  Symbolen  der  Artikel  83,  86 
für  C,  Ä,  C.,,  At,  E,  und  mit  der  Gleichung  xz  =  yw,  die 
Ausdrücke  ergeben: 

(P)  =  [Ol  +  [8]  =  iR)  +  (T); 

(P')  =^(C';+r(C3)«(Ä)  +  |(r); 

(E)  =  (C)  +  (C2)  -  (Ä)  +  (A2)\ 

(P")  ~S{A)  +x{At)  -  (Q)  +  f  (S); 

daraus  folgt  (84),  dass  die  beiden  Punkte  P",  und  die 
Seiten  des  Vierseits  A  B  CD,  die  vier  erzeugenden  Linien  durch 
P  und  E  in  folgenden  anliarmonischen  Verhältnissen  theilen: 

{CEC  P')  =  (QP'  SPi  =  j  =  IBA' CR)  =  (AA.,DT); 

{ÄEA2P")  =  {RP'TP)  =  3     (BC'AQ)  =  (CC,DS); 

so  dass  sowohl  die  variablen  Erzeugenden  als  auch  die  festen 
Linien  des  Hyperboloids  sämnitlich  homographisch  getheilt 
werden,  wie  auch  schon  bekannt  ist. 

(7.)  Die  Tangentialgleichung  der  oben  erwähnten  Ober- 
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fläche  findet  man  leicht  durch  die  Ausdrücke  in  Nebenart.  1 
für  die  Coordinaten  Imnr  der  Tangentialebene;  sie  lautet: 

0  =  F  =  ln—mr; 

sie  kann  gedeutet  werden  als  der  Ausdruck  dafür,  dass  dies 
Hyperboloid  diejenige  Oberfläche  der  zweiten  Klasse  ist,  welche 
die  neun  Ebnen  berühren, 

[1000],  [0100],  [0010],  [0001],  [1100],  [0110], 
[0011],  [1001],  [Uli]; 

oder  wenn  wir  die  zuletzt  gebrauchten  Buchstaben  -  Symbole 
anwenden,  (vergL  86,  87),  die  Ebnen: 

BCD,  CDA,  DAB,  ABC,  CDC",  DAÄ',ABC\,  BCA':, 
und  [E]. 

Oder  wir  können  dieselbe  Tangentialgleichung  F  =  0  auch 
deuten  als  Ausdruck  dafür  (vergl.  wieder  86,  87,  wo  Q,  L,  N 
jetzt  durch  T,  R,  Q  ersetzt  sind),  dass  die  Oberfläche  die 
Enveloppe  einer  Ebne  QRST  ist,  die  einer  der  beiden  mit 
einander  verbundenen  Bedingungsgleichungen  der  Homographie 
genügt: 

{BC'AQ)=-  '---{-(C^DS); 

(CÄBR)  -  -£--1- {DAtAT)\ 

und  so  zeigt  sich  die  zweifache  Erzeugungsart  des  Hyperbo- 
loids auf  einem  neuen  Wege.  Und  was  den  Uebergang  oder 
die  Rückkehr  von  der  Tangential-  zur  Punkt-Gleichung  (vergl. 
56)  betrifft,  so  haben  wir  in  dem  gegenwärtigen  Beispiele  die 
Formeln: 

x~DlF=  n;   y  =  I)mF=  -r;    t  =  DKF=  /; 
w  =  Dr  F=  —  m; 

daraus  folgt: 

xz  —  yvo  =  0, 

wie  vorher. 

(8.)  Allgemeiner,  wenn  die  Oberfläche  von  der  zweiten 
Ordnung,  und  daher  auch  von  der  zweiten  Ellasse  ist,  so  dass 
die  beiden  Functionen  f  und  F,  wenn  sie  in  rationalen  und 
ganzen  Formen  dargestellt  sind,  beide  homogen  von  der  zweiten 


118 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  t 


Dimension  sind,  dann  ist  der  Punkt  P=(xt/zw),  mag  man 
/••r  von  fw  durch  die  Formeln: 

m  =  DJ,    n  =  DJ,    r  =  DJ, 

ableiten,  oder  x»»w  von  b-r  durch  die  umgekehrten  Formeln: 

x*aDiF,   y  =  DmF,   z  =  DnF,    w  =  DrF, 

in  Beziehung  zur  Oberfläche,  was  gewöhnlich  (vergl.  52)  der 
Pol  der  Ebne  //  =  [/  m  n  r]  genannt  wird ;  und  umgekehrt,  die 
Ebne  II  ist  die  Polare  des  Punktes  P;  wo  auch  immer  der 
Punkt  P  und  die  Ebne  II,  die  in  dieser  Beziehung  zu  einander 
stehen,  im  Räume  hegen  mögen.  Und  da  der  Mittelpunkt 
einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  wie  bekannt  (vergl.  wieder 
52),  der  Pol  der  sogenannten  Ebne  in  der  Unendlichkeit  ist, 
während  (vergl.  38)  die  Gleichung  und  das  Symbol  dieser  letz- 
teren Ebne,  respective, 

a/  +  by  +  cz  +  dxo  =  0,  und  [a,  b,  c,  d] 

sind,  wobei  die  vier  Constanten  ab  cd  noch  dieselbe  Bedeutung 
in  Beziehung  auf  das  System  der  fünf  gegebenen  Punkte 
ABCDE  haben,  wie  in  65,  70,  79,  u.  s.  w.;  so  folgt,  dass 
wir  diesen  Mittelpunkt  durch  das  Symbol: 

K m  (Da Fot  DbF0,  DeF0,  DdF0), 

bezeichnen  können;  wo  F0  zur  Abkürzung  die  Function  F{abcd) 
bezeichnet  und  d  wieder  ein  konstanter  Skalar  ist 
(9.)  In  dem  letzten  Beispiel  haben  wir, 

FQ  mm  ac  —bd\ 

und  das  anharmonische  Symbol  für  den  Mittelpunkt  des  Hyper- 
boloids wird  also: 

K  =  {cj—d,  a,—b). 

Wenn  wir  demnach  setzen  (vergl.  die  Unterart  3,  4), 

P  =  [st,  tu,  uv,  vs),    P'  =  (s't,—tut  uv',  —  v't), 

wo,  *,  /,  m,  v,  irgend  vier  Skalare  sind  und  P'  ein  neuer  Punkt, 
während: 

s'—bt  +  cv,    f=cu  +  ds,    u'=dv  +  at,    v=sas  +  bu; 
wenn  wir  ferner  zur  Abkürzung  schreiben: 

e'=ac—bd,    w  =  ast  -f-  btu  +  cuv  +  dvs, 
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so  haben  wir  die  symbolischen  Beziehungen: 

4  (P)  +  (.P)  -  w  (K),    e  (P)  -(/>')  -  (P"), 

wenn: 

P"~{x"y"z"u>") 
der  neue  Punkt  ist,  dessen  Coordinaten, 

r"=  2e$t  -cw,    fm  2/ tu  +  dw'f    z"  =  2t  uv  -  aw, 
w"=  2e'vs  +  bio 

sind,  und  daher  ist: 

a*"+bf+cz"+dw'=0. 
Dass  heisst,  wenn  PP'  irgend  eine  Sehne  des  Hyperboloides 
ist,  die  durch  den  festen  Punkt  K  geht,  und  wenn  P"  der 
harmonisch  conjugirte  dieses  festen  Punktes  in  Beziehung  auf 
die  veränderliche  Sehne  ist,  so  dass  {PKP'P")  —  —  1 ,  dann 
liegt  der  conjugirte  Punkt  P"  auf  der  unendlich  entfernten 
Ebne  [ab cd]:  oder,  mit  anderen  Worten,  der  feste  Punkt  K 
halbirt  alle  Sehnen  PP1,  die  durch  ihn  hindurchgehen,  und 
ist  daher,  wie  vorher  behauptet  wurde,  der  Mittelpunkt  der 
Fläche. 

(10.)  Bei  derselben  Bedeutung  (65,  79)  der  Constanten, 
a,  b,  c,  d,  kann  der  mittlere  Punkt  (96)  des  Vierseits  AB  CD, 
oder  des  Systems  seiner  Eckpunkte,  durch  das  Symbol: 

Af  =(<*->,  b~\  c~\  rf-i), 

bezeichnet  werden;  wenn  dann  dieser  mittlere  Punkt  auf  der 
Oberfläche  liegt,  so  dass 

ac  —  bd  =s  0, 

so  liegt  der  Mittelpunkt  K  auf  der  Ebne  [a,  b,  c,  </,];  oder, 
mit  anderen  Worten,  er  liegt  in  unendlicher  Entfernung:  so 
dass  die  Oberfläche  in  diesem  Falle  ein  durch  Bewegung  einer 
Geraden  entstandenes  (oder  hyperbolisches)  Paraboloid  ist  Im 
Allgemeinen  (vergi.  Nebenart.  8),  ist  die  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  ein  Paraboloid  irgend  einer  Art,  wenn  F0  =  0,  denn 
dann  liegt  ihr  Mittelpunkt,  in  Folge  der  Gleichung: 

(«£>«  +  bDh  +  cDc  +  dDd)F0  =  0, 

im  Unendlichen;  oder  weil  dann  (vergl.  50,  58)  die  Ebne  [ab cd] 
in  der  Unendlichkeit  eine  ihrer  Tangential-Ebnen  ist,  denn  sie 
genügt  der  Tangential-Gleichung,  F=0. 
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(11.)  Es  ist  augenscheinlich,  dass  eine  Curve  im  Räume 
durch  ein  System  von  zwei  anharmonischen  und  Punkt -Glei- 
chungen dargestellt  werden  kann,  da  sie  als  der  Durchschnitt 
zweier  Flächen  angesehen  werden  kann.  Und  dann  ist  ihre 
Ordnung,  oder  die  Anzahl  der  Punkte  (reeller  oder  imaginärer*), 
in  der  sie  durch  irgend  eine  Ebne  geschnitten  wird,  augen- 
scheinlich das  Product  der  Ordnungszahlen  dieser  beiden  Ober- 
flächen; oder  das  Product  der  Grade  ihrer  beiden  Punkt-Glei- 
chungen, wobei  wir  uns  die  letzteren  als  rational  und  ganz 
denken. 

(12.)  Eine  Curve  doppelter  Krümmung  kann  auch  als  die 
Rückkehrkante  {arite  de  rebroussement  nach  Monge)  einer  ab- 
wickelbaren Fläche  angesehen  werden,  nämlich  als  Ort  der 
Tangenten  zur  Curve;  und  von  dieser  Oberfläche  kann  man 
annehmen,  dass  sie  zugleich  zwei  gegebenen  Oberflächen  um- 
schrieben ist,  die  Enveloppen  variabler  Ebnen  (98)  sind,  und 
als  solche  durch  ihre  Taugentialgleichungen  dargestellt  werden. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus,  kann  eine  Curve  doppelter 
Krümmung  selbst  durch  ein  System  zweier  anharmonischen 
und  Tangential-Gleichungen  dargestellt  werden;  und  wenn  die 
Klasse  einer  solchen  Curve  als  die  Anzahl  ihrer  osculirendeu 
Ebnen  definirt  wird,  die  durch  irgend  einen  willkürlichen  Punkt 
des  Raumes  gehen,  dann  ist  diese  Klasse  das  Product  der 
Klassen  der  beiden  eben  erwähnten  krummen  Oberflächen:  oder, 
was  auf  dasselbe  hinaus  kommt,  sie  ist  das  Product  der  Dimen- 
sionen der  beiden  Tangential-Gleichungen,  durch  welche  die 
Curve,  nach  der  erwähnten  Auffassungsweise ,  symbolisch  dar- 
gestellt wird.  Doch  wir  können  nicht  weiter  in  Einzelheiten 
eingehen ;  den  Mechanismus  der  bezüglichen  Rechnungen  würde 
man  ebenso  finden,  wie  den,  welcher  in  der  bekannten  Methode 
(vergl.  41)  der  Vierebenen-Coordinaten  angewendet  wird. 

99.  Anstatt  anharmonischer  Coordinaten  können  wir  irgend 
ein  anderes  System  von  n  variablen  Skalaren,  jrV"Xn  in  Be- 
tracht ziehen,  die  in  den  Ausdruck  eines  variablen  Vectors,  (>, 
eingehen;  zum  Beispiel,  in  einen  Ausdruck  von  der  Form 
(vergl.  96,  97): 

  Q  =      fifj  +  x2  u2  +  •  •  =  ^/ß. 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  112. 
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Und  ferner  können  wir,  wenn  diese  n  Skalare  x  alle  Func- 
tionen eines  unabhängigen  und  veränderlichen  Skalars,  t,  sind, 
diesen  Vector  g  selbst  als  eine  Function  dieses  einzigen  Ska- 
lares ansehn,  und  können  schreiben: 

I.  .  .  Q  =  <jp  (f). 

Wenn  dagegen  die  n  Skalare  x*  •  alle  Functionen  von 
zwei  unabhängigen  und  veränderlichen  Skalaren,  t  und  u,  sind, 
dann  wird  p  eine  Function  dieser  beiden  Skalare,  und  wir 
können  demnach  schreiben: 

H. . .  g  =  <p  {tj  u). 

Im  L  Falle,  ist  der  Ort  des  Endpunktes  P  (vergL  1)  des 
variablen  Vectors  p  im  Allgemeinen  eine  Curve  im  Räume, 
die  eben  oder  von  doppelter  Krümmung  sein,  oder  auch  eine 
gerade  Linie  werden  kann,  je  nach  der  Form  der  Vector- 
Function  <f>\  und  g  kann  man  den  Vector  dieser  Linie,  oder 
Curve  nennen.  Im  II.  Falle,  ist  g  der  Vector  einer  Ober- 
fläche, einer  ebenen  oder  krummen,  je  nach  der  Form  von 
<p  (/,  «) ;  oder  je  nach  der  Art,  in  der  dieser  Vector  g  von  den 
beiden  unabhängigen  Skalaren  abhängt,  die  in  seinen  Ausdruck 
eingehen. 

(1.)  Hier  mögen  einige  Beispiele  folgen;  (vergL  25,  63), 

die  Ausdrücke: 

T      «      a  +  iß .  tt      „     « +  iß  +  %f 

bedeuten,  der  L,  dass  p  der  Vector  eines  variablen  Punktes 
P  auf  der  geraden  Linie  AB  \st\  oder  dass  er  der  Vector 
dieser  Linie  selbst  ist,  wenn  man  sie  als  den  Ort  eines  Punktes 
ansieht;  und  der  IL,  dass  p  der  Vector  der  Ebne  ABC  ist; 
wenn  man  sie  ebenfalls  als  den  Ort  eines  willkürlichen  Punktes 
P  in  ihr  ansieht 

(2.)  Die  Gleichungen: 

I...p  =  xu  -\-yßi      n...p  =  sä  +gß  +  zy, 
in  Verbindung  mit  den  Gleichungen: 

**  +  y5  —  1»  filr  die  erste, 

und 

+  y%  +  z2  =  1,  für  die  zweite 
bezeichnen,  die  L,  dass  g  der  Vector  einer  Ellipse  ist,  und  die  IL, 
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das8  es  der  Vector  eines  Ellipsoids  ist,  deren  gemeinsamer 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  O  ist,  und  in  denen,  OA,  OB, 
oder  OA,  OB,  OC,  conjugirte  Halbmesser  sind. 
(3.)  Die  Gleichung  (vergL  46): 

drückt  aus,  dass  g  der  Vector  einer  Kegelflache  zweiter  Ord- 
nung ist,  deren  Scheitelpunkt  (oder  Mittelpunkt)  O  ist  und  der 
durch  die  drei  Ebnen,  OBC,  OCA,  O AB,  berührt  wird;  der 
Schnitt  dieses  Kegels,  der  durch  die  Ebne  ABC  gemacht  wird, 
ist  eine  Ellipse  (vergl.  Fig.  25),  die  in  das  Dreieck  ABC  einge- 
schrieben ist;  und  die  Mittelpunkte,  A',  B,  C,  der  Seiten  dieses 
Dreiecks  sind  die  Berührungspunkte  dieser  Seiten  mit  dem 
Kegelschnitt. 

(4.)  Die  Gleichung  (vergl.  53), 

q  =  t~l  u  +  m_1  ß  +  y, 
in  Verbindung  mit: 

t  +  u  +  v  =  0, 

drückt  aus,  dass  o  der  Vector  eines  anderen  Kegels  zweiter 
Ordnung  ist,  dessen  Spitze  wieder  O  ist,  aber  dessen  drei  Seiten 
(oder  Strahlen)  OA,  OB,  OC,  sind.  Der  Durchschnitt  der 
Ebne  A B C  ist  eine  neue  Ellipse,  die  dem  Dreieck  ABC  um- 
schrieben ist  und  deren  Tangenten  in  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks  den  gegenüberliegenden  Seiten  desselben  bezüglich 
parallel  sind. 

(5.)  Die  Gleichung  (vergl.  54): 

g  =  fia  +  u*ß  +  v*y, 

in  Verbindung  mit: 

t  +  U  +  V  =  0, 

bezeichnet,  dass  o  der  Vector  eines  Kegels  dritter  Ordnung 
ist,  dessen  Scheitel  ebenfalls  O  ist;  sein  Schnitt  (vergl.  Fig.  27) 
durch  die  Ebne  ABC  ist  eine  kubische  Curve,  zu  der  die 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  zugleich  Asymptoten  und  die  drei 
reellen  Wendepunktstangenten  sind;  während  der  mittlere  Punkt 
(nennen  wir  ihn  O")  dieses  Dreiecks  ein  conjugirter  Punkt  der 
Curve  ist;  und  daher  kann  die  grade  Linie  OO',  vom  Scheitel 
O  zu  diesem  mittleren  Punkte,  ein  conjugirter  Strahl  des  Ke- 
gels heissen. 
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(6.)  Die  Gleichung  (vergl.  98,  Nebenart  (3.)): 

_  ttaa  +  tubß  +  uvcf  +  vsdd 
"  ~      sta  +  iub  +  uvo  +  vtd  ~» 

in  der  —  lind      zwei  variable  Skalare  sind:  während  a.b.c.d 

UV  7     7  7 

vier  wie  früher  constante  Skalare  und  a,  ß,  yt  ö  vier  constante 
Vectoren  sind,  in  der  ferner  o  ebenfalls  wie  früher  ein  va- 
riabler Vector  ist,  drückt  aus,  dass  p  der  Vector  eines  durch 
Bewegung  einer  Graden  entstandenen  (oder  einmanteligen)  Hy- 
perboloids ist,  dem  das  windschiefe  Vierseit  AB  CD  umschrie- 
ben ist,  und  das  durch  den  gegebenen  Punkt  E  geht,  dessen 
Vector  e  in  65  angegeben  ist 

(7.)  Wenn  wir  setzen  (vergl.  98,  Nebenart  (9.)): 

,      st' an  —  t'u'bß  +  u'v'cy  —  v'a'dö 
*  "     rtl-tVb  +  uv'c-v'Sd  ~  » 

wo 

$'  =  bt  +  cv,    t=3  cu  +  ds,    u  =  dv  +  at,  as  +  bu, 

ist,  dann  ist  p'=  OF  der  Vector  eines  anderen  Punktes  P' 
auf  demselben  Hyperboloid;  und  da  wir  gefunden  haben,  dass 
die  Summe  der  beiden  letzten  Vectoren  constant  ist, 

q  +  q'~2x, 

wenn 

_  ac(«  +  y)  -  bd(ß  +  Ö) 
~~         2{ac-bd)  1 

so  folgt,  dass  x  der  Vector  eines  festen  Punktes  K  ist,  der 
jede  Sehne  Piy  halbirt,  die  durch  ihn  geht:  oder  in  anderen 
Worten  (vergl.  52),  dass  dieser  Punkt  K  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  ist 

(8.)  Die  drei  Vectoren: 

*i  2     i  2  , 

sind  termino-coilinear  (24);  wenn  nun  ein  windschiefes  Vier- 
seit AB  CD  dem  durch  Bewegung  einer  Geraden  entstandenen 
Hyperboloid  umschrieben  wird,  so  geht  die  gemeinsame  Hal- 
birungslinie  der  beiden  Diagonalen,  A C,  BD,  durch  den  Mittel- 
punkt K. 
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(9.)  Wenn  «c  =  bd  ist,  oder  wenn  wir  die  Gleichung  haben: 

»ta  +  tuß  +  uvy  •+-  vsö 
P  sJ+  tu  +  UV  +  ' 

oder  einfach: 

g  =  sta  +  tuß  -f  uvy  +  vsd, 
in  Verbindung  mit 

so  ist  p  der  Vector  eine9  durch  Bewegung  einer  Geraden  ent- 
standenen Paraboloids,  dessen  Mittelpunkt  (vergL  52,  und  98, 
Nebenart.  (10.)),  in  unendlicher  Entfernung  hegt,  aber  dem 
auch  das  Vierseit  AB  CD  umschrieben  ist.  Und  diese  Ober- 
fläche geht  durch  den  mittleren  Punkt  M  des  Vierseits,  oder 
des  Systems  der  vier  gegebenen  Punkte  A*>D\  denn,  wenn 
s  =  t  =  u  =  v  =  g,  ist,  so  nimmt  der  variable  Vector  g  den 
Werth  (vergl.  96,  Nebenart  (1.)): 

p  =  {(«  +  ß  +  r  +  #), 

an. 

(10.)  Im  Allgemeinen  ist  von  dem  letzten  Vector- Ausdruck 
für  g  aus  leicht  zu  beweisen,  dass  dieses  Paraboloid  der  Ort 
einer  graden  Linie  ist,  welche  die  beiden  gegenüberliegenden 
Seiten  AB  und  DC  desselben  windschiefen  Vierseits  AB  CD, 
oder  das  andere  Paar  gegenüberliegender  Seiten,  BC  und  AD, 
in  ähnlicher  Weise  theilt 


Siebenter  Abschnitt. 

Ueber  Differentiale  von  Veotoren. 

100.  Die  Gleichung  (99,  L), 

Q  =  <P  toi 

in  der  g  =  OP  im  Allgemeinen  der  Vector  eines  Punktes  P 
einer  Curve  im  Baume,  PQ'",  ist,  ergiebt  augenscheinlich, 
für  den  Vector  O  Q  eines  anderen  Punktes  Q  derselben  Curve, 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 

g  +  Ag  =  ff{t+/1t); 
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so  dass  also  die  Sehne  PQ,  die  man  ja  selbst  wieder  als  einen 
Vector  anselien  kann,  durch  die  endliche  Differenz: 

pq  =  aq  =  jff {t)  «  <p  {t  +  At) -y«), 

"f.  32.  dargestellt  wird  (4).  Nehmen  wir 

P   T    jetzt  an,  dass  die  zweite  endliche 

7  Differenz,  At,  der  n-te  Theil  eines 
neuen  Skalars,  m,  ist ;  und  dass  die 
Sehne  An,  oder  PQ,  ebenfalls 
(vergl.  Fig.  32)  der  n-te  Theil  eines 
-R  neuen  Vectors,  nH,  oder  PR,  ist; 
so  dass  wir  schreiben  können: 

n  At  =  u,  und  n Aq  =  n-PQ  =  an  =  PR. 

Wenn  wir  nun  die  beiden  Skalare,  t  und  u,  als  Constanten 
behandeln,  aber  die  Zahl  n  als  Veränderliche,  (während  die 
Form  der  Vector -Function  ff,  und  der  Anfangspunkt  O  ge- 
geben sind),  so  ist  der  Vector  q  und  der  Punkt  P  fest  be- 
stimmt und  unveränderlich,  aber  die  beiden  Punkte  Q  und  R, 
die  beiden  Differenzen  dt  und  An,  und  der  Vielfache  eines 
Vectors  nAn  oder  an,  werden  sich  im  Allgemeinen  zusammen 
ändern.  Und  wenn  die  Zahl  «  bis  ins  Unendliche  wächst,  oder 
wenn  man  sie  gegen  die  Unendlichkeit  convergiren  lässt,  dann 
convergirt  jede  der  beiden  Differenzen  At,  An  im  Allgemeinen 
gegen  die  Null;  sie  ist  mithin  die  gemeinschaftliche  Grenze, 
von  n-1!/,  und  von  ff  (t  +  n~lu)  —  <p  (t);  so  dass  der  veränder- 
liche Punkt  Q  der  Curve  mit  dem  festen  Punkte  P  zusammen- 
zufallen strebt.  Aber  obwohl  die  Sehne  PQ  auf  diese  Weise 
unendlich  verkürzt  wird,  so  convergirt  doch  ihr  >/-faches,  PR 
oder  (tH,  (im  Allgemeinen)  gegen  eine  endliche  Grenze,*  die 
von  der  angenommenen  Art  der  Stetigkeit  der  Function  (f{t) 
abhängt;  es  convergirt  nämlich  gegen  einen  gewissen  und  be- 
stimmten Vector,  PT,  oder  rr^,  oder  —  wie  wir  ihn  nennen 
wollen  —  t,  und  dieser  Vector  PT  ist  augenscheinlich  (im 
Allgemeinen)  zur  Curve  tangential:  oder,  mit  anderen  Worten, 
der  variable  Punkt  R  convergirt  gegen  eine  feste  Lage  T,  auf 

*  Vergleiche  Newton'd  Principia. 
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der  Tangente  der  Cnrve  im  Punkte  P.  Wir  erhalten  also 
eine  Grenzgleichung,  von  der  Form: 

t  =  PT=  lim.  PR  =  <r^  =  \im.7ijff{t), 


n  =  x 


71  At  =»  « 

ist;  t  und  «  sind,  wie  vorher,  zwei  gegebene  und  (im  Allge- 
meinen) endliche  Skalare.  Und  wenn  wir  nun  übereinkommen, 
den  zweiten  der  beiden  gegebenen  Skalare  das  Differential 
des  ersten  zu  nennen,  und  sie  durch  das  Symbol  dt  zu  be- 
zeiclmen,  so  haben  wir  als  Definition,  dass  die  Yector-Grenze, 
r  oder  a^,  das  (entsprechende)  Differential  des  Vectors  g  ist, 
und  wollen  sie  durch  das  entsprechende  Symbol,  dg,  be- 
zeichnen; so  dass  wir,  unter  den  angenommenen  Bedingungen 
haben: 

u  =  dt,  und  t  =  dg. 

Oder,  wenn  wir  die  beiden  Zeichen  «  und  t  eliminiren,  und 
nicht  nothwendig  annehmen,  dass  P  ein  Punkt  einer  Curve  ist, 
so  können  wir  unsere  Definition*  des  Differentials  eines  Vec- 
tors p,  wenn  man  ihn  als  eine  Function  <p  eines  Skalars  t  an- 
sieht, durch  die  folgende  allgemeine  Formel  ausdrücken: 

dg-d<p{()-)im.nt<p  U+  (f;), 

in  der  t  und  dt  zwei  willkürliche  und  unabhängige,  beide  im 
Allgemeinen  endliche  Skalare  sind;  und  dg  im  Allgemeinen, 
ein  neuer  und  endlicher  Vector,  der  von  diesen  beiden  Skalaren 
nach  einem  Gesetze  abhängt,  das  durch  die  Formel  ausgedrückt 
wird,  und  der  durch  dieses  gegebene  Gesetz  abgeleitet  wird, 
während  der  alte  oder  frühere  Vector,  g  oder  qp(*),  von  dem 
einzigen  Skalar  /  abhängt 

(1.)  Zum  Beispiel,  es  möge  die  gegebene  Vector-Function 
die  Form: 

g  =  <p{t)  ■»!<■«, 

haben,  in  der  a  ein  gegebener  Vector  ist.  Machen  wir  nun 
//f  =  ^,  wo  u  irgend  ein  gegebener  Skalar  und  n  eine  variable 
ganze  Zahl  ist,  so  haben  wir: 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  42. 
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'»-^m-t{('+t),-',}-"('+£> 

und  endlich,  wenn  wir  dt  und  dg  für  m  und  am  schreiben: 

dQ  =dif>{t)^d[^^  =  utdt 

(2.)  Es  sei  allgemein  <jp(0  =  «/(0>  wo  a  wieder  ein  ge- 
gebener oder  constanter  Vector  ist,  und  / (/)  eine  Skalarfunction 
der  Skalar- Variablen  t  bezeichnet.  Dann  können  wir,  da  a  ein 
gemeinsamer  Factor  in  den  Klammern  [  j  der  vorigen  allge- 
meinen Formel  (100)  für  do  ist,  schreiben: 

da  =  drf\t)  =  d.af{t)  =  ad/{t); 
vorausgesetzt,  dass  wir  jetzt  die  Definition  aufstellen,  dass  das 
Differential  einer  Skalar-Function, /(/),  eine  neue  Skalarfunc- 
tion zweier  unabhängigen  Skalare,  t  und  dt,  ist,  die  durch  die 
völlig  ähnliche  Formel: 

df{t)  =  hm.n[f{t^~f(t)\, 

bestimmt  wird ;  von  ihr  kann  man  leicht  beweisen,  dass  sie,  in 
allen  ihren  Folgerungen,  mit  den  gewöhnlichen  Regeln  fllr  die 
Differentiation  von  Functionen  einer  Variablen  übereinstimmt. 

(3.)  Zum  Beispiel,  wenn  wir,  dt=nk,  schreiben,  wo  Ii  ein 
neuer  variabler  Skalar  ist,  nämlich,  der  n-te  Theil  des  ge- 
gebenen und  (im  Allgemeinen)  endlichen  Differentials,  dt,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung: 

<//(0  _  Um.  fit  +  h)  -/(/)  . 
dt   ~~  Ä-o        h  » 

in  ihr  ist  hier  das  erste  Glied  als  der  wirkliche  Quotient  zweier 
endlichen  Skalare,  df{t):dt  aufgefasst  und  nicht  nur  als  ein 
Differentialquotient.  Wir  können  diesen  Quotienten  indessen, 
wie  üblich,  nach  derjenigen  Bezeichnung  für  ihn,  die  er  hat, 
wenn  das  Differential  dt  verschwindet,  als  eine  abgeleitete 
Function  der  vorigen  Variablen,  t}  ansehen;  und  können  ihn, 
als  solchen,  durch  eines  der  beiden  gebräuchlichen  Symbole: 

f{t)  und 

bezeichnen. 
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(4.)  Ebenso  können  wir  für  die  Abgeleitete  einer  Vector- 
Function,*  (f(t),  die  Formel: 

schreiben;  die  beiden  letzten  Formen  bezeichnen  den  wirklichen 
und  endlichen  Vector,  y  oder  (p'{t),  der  erhalten,  oder  ab- 
geleitet wird,  durch  Division  (vergl.  16)  des  nicht  weniger 
wirklichen  (oder  endlichen)  Vectors,  dy  oder  dtf(t),  durch 
den  endlichen  Skalar,  dt.  Und  wenn  wir  wieder  den  n-ten 
Theil  des  letzteren  Skalars  mit  h  bezeichnen,  so  erhalten  wir 
die  gleich  allgemeine  Formel: 

Dty  =  Dt<p  (0  =  lim.  fP  +  g-tfr  ; 

und  die  Gleichungen: 

du  =  Dtu'dt  =  ydt;       d(p\t)  =  Dt(f(t).dt 

=  <p'{t)-dt, 

gerade  ebenso,  als  wenn  die  Vector  Function,  y  oder  eine 
Skalarfunction,  /',  wäre. 

(5.)  Der  besondere  Werth,  dt  =  1,  giebt  da  =  y'\  der  ab- 
geleitete Vector  y  ist  daher,  (nach  unseren  Definitionen)  ein 
besonderer  aber  wichtiger  Fall  des  Differentials  eines  Vectors. 
In  Anwendungen  auf  die  Mechanik  kann,  wenn  t  die  Zeit  be- 
zeichnet, und  wenn  der  Endpunkt  P  des  variablen  Vectors  y 
als  ein  beweglicher  Punkt  angesehen  wird,  der  abgeleitete  Vector 
y  der  Geschwindigkeits -  Vector  genannt  werden;  denn  seine 
Länge  stellt  die  Grösse,  und  seine  Richtung  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  dar.  Und  wenn  wir  nun  von  einem  Anfangs- 
punkte aus  Vectoren  O  V  =  y'  (vergl.  wieder  Fig.  32)  ziehen, 
um  so  die  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  darzustellen,  der 
sich  im  Räume  nach  irgend  einem  angenommenen  Gesetze 
bewegt,  das  durch  die  Gleichung  u  =  tp(t)  ausgedrückt  wird, 

*  In  der  Theorie  der  Differentiale  von  Functionen  von  Quaternionen 
werden  wir  eine  Definition  des  Differentials  dqi(q)  vorschlagen,  die  durch 
eine  Gleichung  von  genau  derselben  Form-  ausgedrückt  wird,  wie  die 
vorher  angegebene,  für  df(t),  und  für  d<f\t)\  aber  wir  werden  finden, 
dass  der  Quotient  d  </  (q) :  dq  bei  Quaternionen  im  Allgemeinen  nicht  un- 
abhängig von  dq  ist;  und  folglich  kann  man  nicht  so  recht  eigentlich 
von  einer  abgeleiteten  Function,  wie  <p'{q),  des  Quaternionen  q  allein 
reden.   (Vergleiche  wieder  die  Anmerkung  zu  Seite  42). 
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so  construiren  wir  eine  neue  Curve  VW**,  als  deren  entspre- 
chende Gleichung,  g  =  (p'(t),  geschrieben  werden  kann;  dann 
wollen  wir  diese  neue  Curve  den  Hodographen*  nennen, 
während  die  frühere  Curve  PQ>  •  die  Bahn  der  Bewegung, 
oder  des  beweglichen  Punktes,  heisst, 

(6.)  Wir  können  eine  Vector-Fuuction  zweimal  (oder  öfter) 
differenzireu  und  erhalten  so  ihre  successiven  Differentiale. 
Zum  Beispiel,  wenn  wir  den  abgeleiteten  Vector  g  differenziren, 
erhalten  wir  ein  Resultat  von  der  Form: 

dg'  =  g"dt,  wo  g"=  Dtg'=  D^g, 
nach  einer  leicht  verständlichen  Ausdehnung  der  Bezeichnungs- 
weise ist;  und  wenn  wir  annehmen,  dass  das  zweite  Differen- 
tial, ddt  oder  <Pt,  des  Skalars  t  gleich  Null  ist,  dann  ist  das 
zweite  Differential  des  Vectors  g: 

d*g  =  ddg  =  d.g'dl  =  dg -dt  =  g".dP\ 
wo  dt*,  wie  gewöhnlich,  (dt)*  bezeichnet;  es  ist  wichtig  zu  be- 
merken, dass  (Pg,  nach  den  angenommenen  Definitionen,  ein 
endlicher,  bestimmter  Vector  ist,  wie  dg,  oder  g,  selbst  In 
Anwendungen  auf  Bewegung  kann  man  g",  wenn  /  die  Zeit 
bezeichnet,  den  Vector  der  Beschleunigung  nennen. 

(7.)  Wir  können  auch  sagen,  dass  in  der  Mechanik  das 
endliche  Differential  dg  des  Vectors  der  Lage  g,  nach  Grösse 
und  Richtung,  die  gerade  Linie  darstellt,  (nehmen  wir  an  PT 
in  Fig.  32),  die  durch  einen  frei  beweglichen  Punkt,  in  dem 
endlichen  Zeitintervall  dt,  welches  unmittelbar  auf  die  Zeit 
t  folgt,  beschrieben  worden  wäre,  wenn  nach  Verlauf  der  Zeit 
/  alle  äusseren  Kräfte  aufgehört  hätten  zu  wirken.** 

(8.)  Und  in  der  Geometrie,  wenn  g  =  <p(t)  die  Gleichung 
einer  Curve  doppelter  Krümmung  ist,  die  man  als  Rückkehr- 
kante (vergl.98,  (12.))  einer  abwickelbaren  Fläche  ansehen  kann, 
dann  kann  die  Gleichung  der  Oberfläche  selbst,  als  des  Ortes 
der  Tangenten  der  Curve,  so  geschrieben  werden  (vergL  99,  IL) , 

  Q  -  9?(0  +  "<jp'(<); 

*  Die  Besprechung  des  Hodographen  werden  wir  auf  einer  spateren 
Stufe  dieses  Werkes  wieder  aufnehmen.  In  der  That  erfordert  er  fast 
die  Anwendung  von  Quaternionen,  um  ihn  auf  die  heste  Art  mit  Newton'B 
Gravitationsgesetz  in  Verbindung  zu  setzen. 

•♦  Ein  gutes  Beispiel  haben  wir  an  der  Atwood'schen  Fallmaschine. 
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oder  einfach: 

es  mag  daran  erinnert  werden,  dass  u,  oder  dt,  irgend  ein  be- 
liebiger Skalar  ist, 

(9.)  Wenn  irgend  eine  andere  krumme  Oberfläche  (vergl. 
wieder  99,  II.)  durch  eine  Gleichung  von  der  Form,  g  =  <p  (x,y), 
dargestellt  wird,  wo  <p  jetzt  eine  Vector-Function  der  beiden 
unabhängigen  und  skalaren  Variablen,  x  und  y,  bedeutet,  so 
können  wir  diese  Gleichung,  oder  diesen  Ausdruck  für  g,  in 
Bezug  auf  eine  Variable  allein  differenziren,  und  erhalten  dann 
zwei,  wie  wir  sagen  können,  partielle  (aber  endliche)  Differen- 
tiale, dMg,  dvg,  und  zwei  partielle  Ableitungen,  Dxg,  Dvg,  von 
denen  die  ersten  mit  den  letzteren,  und  mit  den  beiden  will- 
kürlichen (aber  endlichen)  Skalaren,  dx,dy,  durch  die  Relationen: 

dzg  =  D%g>dx\       dyg  =  Dyg*dy, 

verbunden  sind.  Und  diese  beiden  Differentiale  (oder  Ablei- 
tungen) des  Vectors  g  der  Oberfläche  bezeichnen  zwei  tangen- 
tiale Vectoren,  oder  wenigstens  zwei  Vectoren,  die  parallel  zu 
zwei  Tangenten  der  Oberfläche  im  Punkte  P  sind:  so  dass 
ihre  Ebne  die  Tangentialebne  in  diesem  Punkte  ist,  oder  ihr 
parallel  ist. 

(10.)  Der  Mechanismus  aller  solcher  Differentiationen  von 
Vcctor-Functionen  ist,  auf  der  gegenwärtigen  Stufe,  genau  der- 
selbe, wie  der  in  dem  üblichen  Verfahren  der  Differentialrech- 
nung ;  denn  die  allgemeinste  Form  einer  solchen  Vector-Func- 
tion, wie  wir  sie  bis  jetzt  betrachtet  haben,  ist  die  einer  Summe 
von  Producten  (vergl.  99)  von  der  Form  xa,  in  der  a  ein 
constanter  Vector  und  x  ein  variabler  Skalar  ist:  so  dass  wir 
nur  an  diesen  Skalar  -  Coefficienten  x-  •,  nach  den  üblichen 
Rechnungsregeln,  zu  operireu  haben,  während  die  Vectoren 
af.  •  als  constante  Factoren  (vergl.  Nebenart.  2)  behandelt  wer- 
den. Aber  wenn  wir  dazu  kommen  werden  Quotienten  oder 
Producte  von  Vectoren  zu  behandeln,  oder  allgemein  diejenigen 
neuen  Functionen  von  Vectoren,  die  (in  unserem  Systeme)  nur 
durch  Quaternionen  ausgedrückt  werden  können,  dann  werden 
einige  wenige  neue  Regeln  für  die  Differentiation  nothwendig 
werden,  obwohl  sie  aus  denselben  (oder  fast  denselben)  Defini- 
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tionen  abgeleitet  werden,  wie  diejenigen,  die  wir  in  diesem 
Abschnitte  aufgestellt  haben. 

(11.)  Als  Beispiel  für  die  partielle  Differentiation  (vergL 
Nebenart  9)  einer  vector  Function  (das  Wort  „Vector"  wird 
hier  als  ein  Adjectiv  gebraucht)  von  zwei  skalar  Variablen 
wollen  wir  die  Gleichung: 

q  -  yto  y)  =  i  f*1«  +  y*ß  +  (*  +  y)Vj> 

nehmen;  in  ihr  ist  p  (vergl.  99,  (3.))  der  Vector  eines  gewissen 
Kegels  zweiter  Ordnung;  oder  genauer  gesprochen,  der  Vector 
einer  Hälfte  eines  solchen  Kegels,  wenn  x  und  y  als  reelle 
Skalare  angenommen  werden.  Hier  sind  die  beiden  partiellen 
Ableitungen  von  q  die  folgenden: 

z>.?«#«  +  (*+jr)ri  D,Q=9ß  +  {*  +  9)r\ 

und  daher  ist: 

2p  =  xDxg+yDvQ\ 

so  dass  die  drei  Vectoren,  p,  D9q,  Dvg,  wenn  sie  von  ein  und 
demselben  Anfangspunkte  aus  gezogen  werden  (18),  in  ein  und 
derselben  Ebne  enthalten  sind  (22);  darin  ist  aber  zugleich 
enthalten,  dass  die  Tangentialebne  zur  Oberfläche,  in  irgend 
einem  Punkte  P,  durch  den  Anfangspunkt  O  geht:  und  damit 
bewahrheitet  sich  der  conische  Charakter  des  Ortes  des  Punktes 
P,  in  dem  der  veränderliche  Vector  p,  oder  OP,  endigt. 

(12.)  Wenn  wir,  in  demselben  Beispiel,  x  —  1,  y  =  —  1, 
machen,  so  erhalten  wir  die  Werthe: 

p  =  i(a  +  /*)>  D%Q  =  a,  DyQ  =  -ß\ 
daraus  folgt,  dass  der  Mittelpunkt,  nennen  wir  ihn  C,  der 
graden  Linie  AB,  einer  der  Punkte  des  Kegels  ist;  und  dass 
(vergl.  wieder  den  Nebenart.  3  zu  Art.  99,  und  den  letzten 
Nebenart. 9)  die  geraden  Linien  OA  und  OB  parallel  zu  zweien 
der  Tangenten  der  Fläche  in  diesem  Punkte  sind;  der  fragliche 
Kegel  wird  daher  durch  die  Ebne  AOB  in  der  Seite  (oder 
dem  Strahle)  O  C  berührt.  Und  ebenso  kann  bewiesen  werden, 
dass  derselbe  Kegel  durch  zwei  andere  Ebnen,  i?0C  und  CO  A, 
in  den  Mittelpunkten  Ä  und  B  der  beiden  anderen  Linien, 
BC  und  CA,  berührt  wird;  und  daher  auch  in  der  ganzen 
Lange  der  beiden  anderen  Seiten  (oder  Strahlen),  OÄ  und  OB', 
was  wieder  mit  früheren  Resultaten  übereinstimmt. 
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(13.)  Wir  werden  finden,  dass  eine  vector  Function  der 
Summe  zweier  skalar  Variablen,  t  und  dt,  im  Allgemeinen 
durch  eine  Ausdehnung  der  Taylor'schen  Reihe,  unter  der  Form: 

<p(t  +  di)  =  <p(t)  +  d<f(f)  +1^(0  +      *q>  M  +  ■  • 

entwickelt  werden  kann;  es  ist  hierbei  vorausgesetzt,  dass 
ePt  =  0,  tf3/  =  0,  u.  s.  w.  (vergl.  Nebenart.  6)  ist.  Wenn  wir 
zum  Beispiel  (f(t)  =  \at2,  (wie  im  Nebenart  1),  setzen,  wo  u 
ein  constanter  Vector  ist,  so  erhalten  wir: 

d<p(t)  =  atdt,    (P(f{t)  =  adt%,    (Pq>{t)  =  0,  u.  s.  w.; 
und  in  aller  Strenge: 

<p(t  +  dt)  =  |  a(t  +  <//)'  =  \  at*  +  atdt  +  \adfi, 
ohne  irgend  wie  anzunehmen,  dass  dt  klein  ist. 

(14.)  "Wenn  wir  ferner  dl  =  dt  annehmen,  und  die  endliche 
Differenz,  d(p  {t)  =  q>(t  -f-  dt)  —q>{()  entwickeln,  so  ist  das  erste 
Glied  der  so  erhaltenen  Entwicklung,  oder  das  Glied  von  der 
ersten  Dimension  in  Bezug  auf  dt,  (nach  einem  Satze,  der  für 
vector  Functionen  ebenso  wie  für  skalar  Functionen  gilt)  das  erste 
Differential  d  q>  {£)  der  Function ;  aber  wir  ziehen  es  vor,  nicht 
als  Definition  des  Differentials  aufzustellen,  dass  es  das  erste 
Glied  ist  (oder  bedeutet);  denn  die  Formel  (100),  der  wir  den 
Vorzug  geben,  erfordert  nicht  die  Möglichkeit,  noch  auch  nur 
die  Voraussetzug  des  Begriffs  irgend  welcher  derartigen  Ent- 
wicklung. Manche  der  letzten  Bemerkungen  werden  vielleicht 
klarer  erscheinen,  wenn  wir  auf  einer  späteren  Stufe  dazu  ge- 
langen werden,  sie  mit  der  Theorie  der  Quaternionen  in  Ver- 
bindung zu  bringen,  zu  der  wir  jetzt  tibergehen  wollen. 
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Kapitel  L 

Grundlegende  Sätze  über  Quotienten  von  Vectoren 


Erster  Abschnitt. 

Einleitende  Bemerkungen;  erste  aus  der  Algebra 


Art  101.  Die  einzigen  Beziehungen  von  Winkeln,  die  wir 
im  vorhergehenden  Theile  in  Betracht  gezogen  haben,  waren  die 
des  Parallelismus  von  Vectoren;  (Art.  2,  u.  s.  w.);  und  die  ein- 
zigen Quotienten,  die  wir  bisher  angewendet  haben,  waren  von 
einer  der  drei  folgenden  Arten: 

I.  Skalarquotienten  von  Skalaren,  wie  z.  B.  die  arithme- 
tischen Brüche  —  in  Art.  14; 

IL  Vectorenquotienten,  und  zwar  Vectoren  dividirt  durch 
Skalare,  wie      =  a  in  Art.  16; 

HI.  Skalarquotienten  von  Vectoren,  die  entweder  gleiche 
oder  entgegengesetzte  Richtung  haben,  wie  =  x  in  dem  zu- 
letzt angeführten  Artikel.  Jetzt  beabsichtigen  wir  aber  von 
anderen  geometrischen  Quotienten  (oder  geometrischen  Brü- 
chen, wie  wir  sie  auch  nennen  können)  zu  handeln,  wie 


OB  =  £ 


OA 


■ 


wo 

ß  nicht  ||  u  (vergl.  15); 
in  jedem  von  ihnen  sollen  nicht  nur  der  Divisor  (oder  Nenner), 
a  oder  OJ,  und  der  Dividend  (oder  Zähler),  ß  oder  OB,  beide. 

10» 
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Yectoren,  sondern  auch  gegen  einander  unter  einem  Winkel 
geneigt  sein,  der  (im  Allgemeinen)  von  Null,  und  von  zwei* 
rechten  Winkeln  verschieden  ist. 

102.  Bei  Einführung  dieses  neuen  Begriffs,  eines  allge- 
meinen Quotienten  von  Vectoren,  mit  Winkelbeziehungen  in 
einer  gegebenen  Ebne,  oder  im  Räume,  wird  es  offenbar  not- 
wendig einige  Eigenschaften  von  Kreisen  und  Kugeln  zu  be- 
nutzen, die  für  die  Zwecke  des  vorigen  Theiles  nicht  nöthig 
waren.  Andererseits  wird  es  aber  auch  möglich  und  nützlich 
einen  viel  geringeren  Grad  von  Bekanntschaft  mit  vielen  wich- 
tigen Theorien**  der  neueren  Geometrie  vorauszusetzen,  als 
der  war,  dessen  Besitz  wir  in  verschiedenen  der  vorhergehenden 
Abschnitte  annahmen.  Man  darf  gewiss  hoffen,  dass  ein  sehr 
massiger  Grad  geometrischer,  algebraischer  und  trigonometri- 
scher Vorarbeit  ausreichend  ist,  sowohl  diesen  Theil  als  die 
früheren  Abschnitte  des  vorhergehenden,  einem  aufmerksamen 
Leser  vollständig  und  leicht  verständlich  zu  machen. 

103.  Es  scheint  mir  angemessen,  einige  allgemeine  Grund- 
sätze über  Quotienten  von  Vectoren  voraufzuschicken,  die  in 
Wirklichkeit  von  der  Algebra  hergenommen  sind,  die  wir  aber 
hier  als  Definitionen  aufstellen.  Erstens  ist  augenscheinlich, 
dass  die  angenommene  Operation  der  Division,  (wie  auch  immer 
ihre  vollständige  geometrische  Bedeutung  nachher  gefunden 
werden  mag),  durch  die  wir  uns  hier  den  Uebergang  von  einer 
gegebenen  Divisorlinie  a,  und  von  einer  gegebenen  Dividend- 


•  Allgemeiner  könnte  man  sagen,  von  jedem  graden  Vielfachen 
eines  rechten  Winkels. 

**  Solche  angewandten  neueren  Theorien  sind  die  der  Homologie,  Ho- 
mographie,  Involution  und  allgemein  Alles,  was  mit  anharmonischen  Ver- 
hältnissen zusammenhängt.  Aber  alles,  was  über  solche  Verhältnisse  zu 
wissen  nöthig  ist  für  die  in  der  Folge  gemachten  Anwendungen,  kann 
man,  ohne  Zuhülfenahme  eines  anderen  Buches,  aus  den  nebenbei  ge- 
gebenen Definitionen  in  Art.  25,  u.  s.  w.  lernen.  Es  war  vieUeicht  gar 
nicht  durchaus  nothwendig,  irgend  eine  von  diesen  neueren  geometrischen 
Theorien,  in  irgend  einem  Theile  dieses  Werkes  einzuführen;  aber  ich 
dachte,  dass  es  wenigstens  für  einen  Thcil  der  Leser  von  Interesse  sein 
könnte,  zu  sehen,  wie  sie  mit  dem  Grundbegriff  des  Vectors  in  Verbin- 
dung gebracht  werden  könnten,  den  der  erste  Theil  zu  entwickeln  be- 
stimmt war. 
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linie  ß,  zu  ihrem,  wie  wir  ihn  (vorläufig)  genannt  haben,  geo- 
metrischen Quotienten,  q,  ausgeführt  denken,  als  entsprechend 
einem  umgekehrten  Akt  (den  wir  bis  jetzt  noch  nicht  vollständig 
kennen)  geometrischer  Multiplikation  aufgefasst  werden  kann 
oder  besser  aufgefasst  werden  muss;  in  diesem  neuen  Prozess 
wird  der  frühere  Quotient,  q,  ein  Factor,  und  operirt  an  der 
Linie  a  so,  dass  er  die  Linie  ß  hervorbringt  oder  erzeugt.  Wir 
wollen  daher,  wie  in  der  Algebra,  schreiben, 

oder  einfach, 

ß=*qa, 

wenn 

ß:a  =  q; 

auch  wenn  die  beiden  Linien  a  und  ß,  oder  OA  und  OB,  gegen 
einander  geneigt  angenommen  werden,  wie  in  Fig.  33.  Und 
diese  sehr  einfache  und  natürliche  Bezeichnung  (vergl.  16)  er- 
laubt uns  die  beiden  folgenden  Formeln  als  Identitäten  zu  be- 
handeln: 

(£.«)-■£-* 


wir  wollen  uns,  für  jetzt,  enthalten  auch  solche  Formeln*  hin- 
zuschreiben, wie  die  folgenden: 

«         1  a 

in  denen  u  und  ß  ebenfalls  zwei  Vectoren  bezeichnen  und  q 
ihr  geometrischer  Quotient  ist,  denn  wir  haben  bis  jetzt  noch 
nicht  angefangen  die  Multiplication  eines  Vectors  durch  einen 
anderen,  oder  die  Division  eines  Quotienten  durch  eine  Linie 
zu  betrachten. 

104.  Als  zweiten  allgemeinen  Grundsatz,  den  wir  ebenfalls 
von  der  Algebra  herübernehmen,  wollen  wir  aufstellen,  dass  wenn 


dann 

  ß'  -  Ä 

*  Wir  werden  indessen  später  sehn,  dass  die  beiden  Formeln  erlaubt 
nnd  sogar  gefordert  werden  in  der  Entwicklung  des  Systems  der  Qua- 
tcrnioiit'D. 
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ist;  oder  mit  Worten,  und  in  ein  wenig  veränderter  Form,  dass 
ungleiche  Vectoren,  durch  gleiche  Vectoren  dividirt,  ungleiche 
Quotienten  ergeben.  Die  Wichtigkeit  dieser  so  natürlichen 
und  einleuchtenden  Annahme  werden  wir  bald  in  ihren  An- 
wendungen sehn. 

105.  Als  dritten  Grundsatz,  der  für  Alles,  wo  mathema- 
tische Ausdrucksweise  Anwendung  findet,  gilt,  und  ohne  den 
wir  in  keinem  Falle  von  Gleichheit,  die  zwischen  irgend  zwei 
geometrischen  Quotienten  besteht,  mit  Nutzen  sprechen  könnten, 
wollen  wir  annehmen,  dass  zwei  solche  Quotienten  niemals  dem- 
selben dritten*  Quotienten  gleich  sein  können,  ohne  zugleich 
einander  gleich  zu  sein;  oder  in  Zeichen,  dass  wenn 

q  =  7,   und   q"  =  q, 

dann 

9  =  9 » 

ist 

106.  Viertens  wollen  wir,  als  Vorbereitung  für  Operati- 
onen mit  geometrischen  Quotienten,  sagen,  dass  irgend  zwei 
solche  Quotienten,  oder  Brüche  (101),  die  ein  und  dieselbe 
Divisor-Linie,  oder  in  gebräuchlicherer  Ausdrucksweise  ein  und 
denselben  Kenner,  haben,  miteinander  addirt,  subtrahirt  oder 
dividirt  werden,  indem  man  ihre  Zähler  addirt,  subtrahirt  oder 
dividirt;  der  gemeinsame  Nenner  wird  hierbei  in  den  beiden 
ersten  von  diesen  drei  Fällen  beibehalten.  In  Zeichen  schrei- 
ben wir  also  als  Definition  (vergl.  14),  dass  für  irgend  drei 
(wirkliche)  Vectoren,  a,  ß,  y, 

L  +  l  m  l±i.  iL  _  L  m  tzi. 

a        a  a     '  a        a  a  ' 

und 

a  '  n       0  ' 

wieder  mit  der  Absicht,  in  Uebereinstimmung  mit  der  Al- 
gebra zu  bleiben. 

*  Es  ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  was  unter  diesem  dritten  Grund- 
satz mit  gesagt  ist,  nämlich  dass  in  Folge  der  Identität  q  =  q,  wenn 
q  =  q,  dann  auch  q  ■»  q'  ist;  oder,  in  Worten,  da&s  wir  niemals  annehmen 
werden,  das«  irgend  zwei  geometrische  Quotienten,  q  und  q\  einander  in 
einer  Aufeinanderfolge  gleich  sind,  ohne  zugleich  anzunehmen,  dass  sie 
auch  in  entgegengesetzter  Reihenfolge  gleich  sind. 
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107.  Endlich  wollen  wir,  als  fünften  Grundsatz,  der  wie 
die  vorhergehenden  dazu  bestimmt  ist,  diese  neue  Bechenart 
mit  der  Algebra  in  Uebereinstimmurg  zu  erhalten,  in  ihren 
Operationen  an  geometrischen  Quotienten,  als  Definition  auf- 
stellen, dass  die  folgende  Formel  stattfindet: 

\ß     a)       ß    *  a' 

oder  dass  das  Produkt,  q  .  q  oder  q  qf  zweier  geometrischen 
Brüche  q  und  q',  die  in  solcher  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass 
der  Nenner,  ß,  des  Multiplikators  y',  (der  hier  linker  Hand  ge- 
schrieben ist)  gleich  dem  Zähler  des  Multiplikandus  q  ist,  der 
dritte  Bruch  ist,  dessen  Zähler  der  Zähler  y  des  Multiplika- 
tors und  dessen  Nenner  der  Nenner  a  des  Multiplikandus  ist; 
alle  solche  Nenner,  oder  Divisor-Linien,  denken  wir  uns  bis 
jetzt  (16)  als  wirkliche  (und  nicht  null)  Vectoren. 

Zweiter  Abschnitt. 

Erster  Grund,  den  Quotienten  zweier  Veotoren  einen 
Quatemion  au  nennen. 

108.  Wir  können  jetzt  schon  die  Gründe  übersehn,  wa- 
rum wir  den  Namen,  Quaternion,  auf  einen  solchen  Quo- 
tienten zweier  Vectoren  anwenden,  wie  wir  sie  in  den  vorigen 
Artikeln  besprochen  haben.  Erstens  kann  ein  solcher  Quotient 
im  Allgemeinen  nicht  das  sein,  was  wir  einen  Skalar  genannt 
(17)  haben;  oder,  mit  anderen  Wollen,  er  kann  im  Allgemeinen 
nicht  irgend  einer  von  den  (sogenannten)  reellen  Grössen  der 
Algebra  gleich  sein,  weder  einer  positiven  noch  einer  negativen. 
Denn  wenn  x  irgend  einen  (wirklichen*)  Skalar  und  a  irgend 
einen  (wirklichen)  Vector  bezeichnet,  so  haben  wir,  gesehn  (15), 
dass  das  Product  xte  einen  anderen  (wirklichen)  Vector  be- 
zeichnet, nennen  wir  ihn  ß',  der  entweder  die  gleiche  oder 

*  Unter  einem  wirklichen  Skalar,  wie  unter  einem  wirklichen  Vector 
(vergl.  1),  verstehen  wir  hier  einen  der  von  Null  verschieden  ist.  Ein 
wirklicher  Vector,  mit  einem  Null-Skalar  multiplicirt,  hat  zum  Produkt 
(15)  einen  null  Vector;  es  ist  daher  unnöthig  zu  beweisen,  dass  der  Quo- 
tient zweier  wirklichen  Vectoren  kein  null  Skalar,  oder  Null,  sein  kann. 
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entgegengesetzte  Richtung  wie  u  hat,  je  nachdem  der  Skalar- 
Coefficient,  oder  Factor,  xf  positiv  oder  negativ  ist;  in  keinem 
von  beiden  Fällen  kann  es  aber  irgend  einen  Vektor,  wie  ß, 
vorstellen,  der  zu  «  unter  irgend  einem  wirklichen  Winkel  ge- 
neigt ist,  mag  dieser  Winkel  nun  ein  spitzer,  oder  rechter,  oder 
stumpfer  sein;  oder,  mit  anderen  Worten  (vergl.  2),  die  Glei- 
chung ß'  =  ß,  oder  xa  ==  ß,  ist  unter  den  hier  angenommenen 
Bedingungen  unmöglich.   Aber  wir  sind  übereingekommen  (16, 

108)  wie  in  der  Algebra  zu  schreiben  —  =  x\  wir  müssen  uns 

daher  (nach  dem  zweiten  Grundsatz  des  vorhergehenden  Ab- 
schnitts, den  wir  in  Art.  104  aufgestellt  haben)  enthalten,  auch, 

=  x,  unter  denselben  Bedingungen  hinzuschreiben',  wenn  x 

noch  einen  Skalar  bedeutet.  Was  wir  sonst  auch  für  einen  Quo- 
tienten zweier  geneigten  Vectoren  finden  mögen,  es  ist  sicher, 
wenigstens,  ein  Nicht-Skalar. 

109.  Wenn  wir  jetzt  den  Begriff  des  Skalars  selbst  bilden 
als  den  Quotienten  zweier  parallelen*  Vectoren  (17),  so  ziehn 
wir  nicht  nur  ihre  relative  Grösse,  oder  ihr  Verhältniss  in  ge- 
wöhnlichem Sinne,  in  Betracht,  sondern  auch  ihre  relative 
Richtung,  unter  der  Form  der  Gleichheit  oder  der  entgegen- 
gesetzten Richtung.  Wenn  wir  von  u  zu  x«  Übergehn,  so 
ändern  wir  im  Allgemeinen  (15)  die  Länge  der  Linie  a  im 
Verhältniss  von  ±  x  zu  1;  und  wir  behalten  die  Richtung 
dieser  Linie  bei  oder  kehren  sie  um,  je  nachdem  der  Skalar- 
Coefficient  x  positiv  oder  negativ  ist.  Und  ebenso  haben  wir, 
wenn  wir  dazu  Übergehn,  bestimmter  als  wir  es  bisher  gethan 
haben,  den  Begriff  des  nicht-skalar  Quotienten  (108),  q  =  ß:ce 
==  OB:OA,  zweier  geneigten  Vectoren  zu  bilden,  die  wir  der 
Einfachheit  wegen  als  coinitial  annehmen  (18)  wollen,  ebenso 
haben  wir  auch  dann  beides  in  Rechnung  zu  ziehn,  relative 
Länge  und  relative  Richtung  der  beiden  verglichenen  Linien. 
Aber  während  das  erste  Element  dieser  verwickeiteren  Be- 

*  Es  mag  daran  erinnnert  werden,  daas  wir  vorgeschlagen  haben  (15) 
den  Gebrauch  des  Wortes  parallel  auf  den  Fall  zweier  Vectoren  auszu- 
dehnen, die  (im  gebräuchlichen  Sinne  des  Wortes)  ein  und  derselben 
Linie  parallel  sind,  auch  wenn  sie  zufällig  Theile  ein  und  derselben,  ge- 
raden Linie  sind. 
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ziehung  zwischen  zwei  Linien  oder  Vectoren,  die  wir  hier  be- 
trachten, noch  durch  ein  einfaches  Verhältniss  (von  der  ge- 
wöhnlich in  der  Geometrie  angewandten  Art)  oder  durch  eine 
Zahl*  ausgedrückt  wird,  die  dieses  Verhältniss  bezeichnet,  wird 
das  zweite  Element  derselben  verwickeiteren  Beziehung  jetzt 
durch  einen  Winkel,  AOB,  dargestellt;  und  nicht  nur  (wie  es 
vorher  der  Fall  war)  durch  ein  algebraisches  Vorzeichen,  -f 
oder  — . 

110.  Bei  der  Schätzung  dieses  Winkels,  um  einen  Vec- 
toren-Quotienten  von  einem  anderen  zu  unterscheiden,  müssen 
wir  nicht  nur  seine  Grösse  (oder  Quantität),  sondern  auch  seine 
Ebne  in  Betracht  ziehn;  denn  sonst  würden  wir,  im  Wider- 
spruch mit  dem  in  Art  104  aufgestellten  Grundsatz,  haben 
OB':  OA  =  OB:  OA,  wenn  OB  und  OB'  zwei  verschiedene 
Strahlen  oder  Seiten  eines  Umdrehungskegels  wären,  dessen  Achse 
OA  ist;  in  diesem  Falle  würden  sie  (nach  2)  nothwendig  un- 
gleiche Vectoren  sein.  Aus  demselben  Grunde  müssen  wir 
auch  auf  den  Gegensatz  zweier  entgegengesetzter  Winkel  von 
gleicher  Grösse  achten,  die  in  derselben  Ebne  liegen.  Kurz, 
zur  vollständigen  Kenntniss  der  relativen  Richtung  zweier 

83  coinitialen  Linien  OA,  OB  im  Räume, 

B  müssen  wir  nicht  nur  wissen,  wie  viel 
Grade,  oder  andere  Theile  irgend  einer 
Winkeleinheit,  der  Winkel  AOB  ent- 
hält; sondern  auch  (vergl.  Fig.  33)  die 
Richtung  der  Drehung  von  OA  nach 
OB;  und  das  schliesst  eine  Kenntniss 
der  Ebne,  in  der  die  Drehung  stattfindet,  ein;  und  der  Dreh- 
ungsrichtung (nach  rechts  oder  links,  von  einer  bestimmten 
Seite  der  Ebne  aus  gesehn),  nach  welcher  hin  die  Drehung 
gerichtet  ist 

111.  Oder,  wenn  wir  übereinkommen  eine  bestimmte 

•  Diese  Zahl,  die  wir  jetzt  den  Tensor  des  Quotienten  nennen  wollen, 
kann  ganz  oder  gebrochen  sein,  oder  auch  incommensurabel  in  Bezug  auf 
die  Einheit;  aber  sie  kann  in  der  Rechnung  stete  einem  positiven  Skalar 
gleich  gesetzt  werden;  sie  könnte  daher  vielleicht  besser  eine  absolute 
(zeichenlose)  Zahl  genannt  werden,  die  nur  aus  einem  Vergleich  von  Längen 
abgeleitet  worden  ist,  ohne  irgend  welchen  Bezug  auf  Richtungen. 
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Drehung  auszuwählen  (nehmen  wir  an  die  rechtsläufige*},  und 
alle  Drehungen  positiv  nennen,  wenn  sie  mit  dieser  ausgewählten 
Drehungsrichtung  übereinstimmen,  und  alle  Rotationen  negativ, 
die  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  so  können  wir  bei  irgend 
einem  gegebenen  Winkel  AOB,  den  wir  der  Einfachheit  wegen 
kleiner  als  zwei  Rechte  annehmen  wollen,  und  den  wir  so  an- 
sehn wollen,  als  ob  er  eine  Drehung  in  einer  gegebenen  Ebne 
von  OA  nach  OB  darstellt,  von  einer  Senkrechten  OC  zur 
Ebne  A  OB  als  von  der  positiven  Achse  dieser  Drehung  sprechen; 
und  von  der  entgegengesetzten  Senkrechten  OC  zur  selben  Ebne 
als  von  ihrer  negativen  Achse;  die  Drehung  um  die  positive 
Achse  ist  selbst  positiv,  und  umgekehrt.  "Wir  können  dann 
die  Drehung  AOB  als  völlig  bekannt  ansehn,  wenn  wir  1) 
ihre  Grösse,  oder  üir  Verhältnis»,  zu  einer  Drehung  um  einen 
rechten  Winkel  kennen;  und  2)  die  Richtung  ihrer  positiven 
Achse  OC;  aber  eben  nur  mit  der  Kenntniss  dieser  beiden 
Dinge,  oder  irgend  welcher  Angaben,  die  ihnen  gleichbedeutend 
sind.  Aber  ob  wir  nun  die  Richtung  einer  Achse  oder  die 
Lage  einer  Ebne  in  Betracht  ziehen,  wir  finden  (wie  wohl 
bekannt  ist),  dass  die  Bestimmung  einer  solchen  Richtung,  oder 
einer  solchen  Lage,  von  zwei  Polarcoordinaten**  abhängt,  oder 
von  zwei  anderen  Winkelelementen. 

112.  Es  scheint  daher,  nach  der  vorhergehenden  Erörte- 
rung, dass  zur  vollständigen  Bestimmung  dessen,  was  wir  den 
geometrischen  Quotienten  zweier  coinitialen  Vectoren  ge- 
nannt haben,  ein  System  von  vier  Elementen,  im  Allgemeinen, 
erforderlich  ist,  von  denen  jedes  sich  besonders  numerisch  aus- 
drücken lässt  Von  diesen  vier  Elementen,  dient  eines  (109) 
dazu,  das  Längenverhältniss  der  beiden  verglichenen  Linien  zu 
bestimmen;  und  die  drei  anderen  sind  im  Allgemeinen  noth- 


*  Wenn  wir  die  rechtsläufige  Drehung  als  positiv  ansehn,  dann 
muss  die  positive  Achse  der  Drehung  AOB,  in  Fig.  33,  nach  abwärts 
gerichtet  angenommen  werden,  oder  unterhalb  der  Ebne  des  Papiers. 

Der  wirkliche  (oder  wenigstens  häufige)  Gebrauch  solcher  Coor- 
dinaten,  ist  dem  Geiste  unseres  gegenwärtigen  Rechensystems  fremd;  aber 
ihre  Erwähnung  wird  hier  vermuthlich  dem  Leser  nützen,  indem  sie  ihm 
Resultate  in 's  Gedächtniss  zurückruft,  mit  denen  ihn  das  Durchlesen  des 
Früheren  sicher  vertraut  gemacht  haben  wird. 
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wendig,  ihre  relative  Richtung  völlig  zu  bestimmen.  Und  zwar 
stellt  eines,  von  diesen  drei  letzten  Elementen,  die  Neigung 
der  beiden  Linien  zu  einander,  oder  die  Elongation,  dar;  oder 
die  Grösse  (oder  Quantität)  des  Winkels  zwischen  ihnen;  wäh- 
rend die  beiden  anderen  dazu  dienen,  die  Richtung  der  Achse 
zu  bestimmen,  die  zu  ihrer  gemeinsamen  Ebne  senkrecht  ist, 
und  um  welche  eine  Drehung  um  jenen  Winkel  stattfindet,  in 
eiuem  vorher  als  positiv  bestimmten  Sinne,  (oder  nach  einem 
festen  und  vorher  bestimmten  Zeiger  hin),  um  auf  dem  ein- 
fachsten Wege,  und  daher  in  der  Ebne  der  beiden  Linien, 
von  der  Richtung  der  Divisor-Linie  zur  Richtung  der  Dividend- 
Linie  überzugehn.  Aber  es  sind  auch  nicht  mehr  als  vier 
numerische  Elemente  nöthig,  zu  unserem  gegenwärtigen  Zwecke; 
denn  das  Längenverhältniss  zweier  Linien  wird  nicht  geändert, 
wenn  die  Länge  beider  in  demselben  Verhältniss  verändert 
wird,  und  es  ändert  sich  auch  ihre  relative  Richtung  nicht, 
wenn  der  Winkel,  den  sie  bilden,  in  ihrer  Ebne  gedreht  wird. 
Deswegen  haben  wir  daher  denn  auch  wegen  dieser  wesentlichen 
Verbindimg  dieser  zusammengesetzten  Beziehung  (109)  zwischen 
zwei  Linien,  die  aus  einer  Beziehung  zwischen  Längen  und 
einer  Beziehung  zwischen  Richtungen  zusammengesetzt  ist  und 
der  wir  durch  eine  Erweiterung  der  Theorie  der  Skalare  den 
Namen  eines  geometrischen  Quotienten  gegeben  haben,  mit 
einem  System  von  Vier  numerischen  Elementen  einen  Grund* 
zu  sagen,  dass  „der  Quotient  zweier  Vectoren  im  Allgemeinen 
ein  Quaternion  ist." 

Dritter  Abschnitt, 
Zusätzliche  Erläuterungen. 

113.  Man  kann  einige  weitere  Aufklärung,  über  den 
ersten  Begriff  eines  Quatemions,  aus  dem  Anblick  der  neben- 
stehenden Fig.  34  gewinnen.  In  dieser  Figur  mögen  die 
Buchstaben  CDEFG  die  Ecken  eines  prismatischen  Pultes 
bezeichnen,  das  auf  einem  horizontalen  Tische  ruht.  Der 


•  Verschiedene  andere  Gründe  für  die  Wahl  dieses  Ausdrucks  wer- 
den sich  von  selbst  im  weiteren  Verlaufe  des  Buches  darbieten. 
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Winkel  HCD  (den  wir  zu  30°  annehmen  wollen)  stellt  eine 
(linksläufige)  Drehung  dar,  durch  die  wir  uns  die  horizontale 
Leiste  CD  des  Pultes  von  einer  gegebenen  horizontalen  Linie 
CH  aus,  die  wir  un9  als  eine  Kante  des  Tisches  denken  kön- 


EF  des  Pultes  sind  zwei  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Drei- 
ecke, A  O B  und  A'  O'  B',  gezeichnet,  die  wir  uns  als  die  Hälften 
zweier  gleichseitigen  Dreiecke  denken ,  in  der  Art,  dass  jede 
der  Drehungen,  A  OB  oder  A'O'B',  eine  von  sechzig  Graden  ist 
und  in  demselben  Sinne  stattfindet,  (nämlich  rechtsläufig  in  der 
Figur) ;  während  sich  die  Seite  OB  zur  Seite  OA,  wenn  wir  nur 
die  Längen  in  Betracht  ziehen,  in  dem  einen  Dreieck,  wie  die 
Seite  O'B'  zur  Seite  O'A'  in  dem  anderen,  oder  wie  die 
Zahl  zwei  zu  eins  verhält 

114.  Unter  diesen  Bedingungen  der  Construktion  be- 
trachten wir  die  beiden  Quotienten,  oder  die  beiden  geometri- 
schen Brüche, 

OB:OA  und  O'B'iO'A,  oder  und 

als  einander  gleich;  denn  wir  nehmen  an,  dass  die  beiden  Li- 
nien, OA  und  OB,  dasselbe  Längenverhältniss,  und  dieselbe 
relative  Richtung  zu  einander  haben,  wie  die  beiden  anderen 
Linien,  O'A'  und  O' B\  Und  wir  betrachten  und  benennen  je- 

*  Die  beiden  Winkel,  HCD  und  G  CF,  kann  mau  so  auffassen,  dass 
sie  der  Länge  der  Knoten  und  der  Neigung  der  Bahn  eines  Planeten 
oder  Kometen  in  der  Astronomie  entsprechen. 


Flf.  34. 


nen,elongirt  oder 
entfernt  denken 
können,  der  Win- 
kel GCF,  den 
wir  hier  zu  vier- 
zig Grad  anneh- 
men ,  stellt  die 


Jf  tes,  oder  den  Be- 
trag seiner  Nei- 
gung gegen  den 
Tisch  dar.  Auf 
der  Fläche  CD 
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den  Quotienten,  oder  Bruch,  als  einen  Quaternion,  denn  seine 
vollständige  Construktion  (oder  Bestimmung)  hängt  in  Allem, 
was  zu  seiner  Auffassung  wesentlich  ist,  und  erforderlich,  ihn  von 
anderen  zu  unterscheiden,  von  einem  System  von  vier  nume- 
rischen  Flementen  ab,  (vergl.  112);  die  in  unserem  Beispiele 
die  vier  Zahlen 

2,  60,  30  und  40, 

sind. 

115.  Von  diesen  vier  Elementen,  (um  zu  recapituliren,  was 
wir  vorher  angenommen  haben)  drückt  das  erste,  nämlich  die 
Zahl  2,  aus,  dass  die  Länge  der  Dividend-Linie,  OB  oder  0'B\ 
das  Doppelte  der  Länge  der  Divisor-Linie,  OA  oder  0'A'y  ist. 
Das  zweite  numerische  Element,  nämlich  60,  drückt  hier  aus, 
dass  der  Winkel  AOB  oder  A  O'B',  einer  von  sechsig  Graden 
ist;  während  die  entsprechende  Drehung,  von  OA  nach  OB, 
oder  von  O' Ä  nach  O'B',  in  einer  bekannten  Sichtung  statt- 
findet, (in  diesem  Falle  ist  die  Drehung  rechtsläufig,  wenn  sie  von 
einer  Person  betrachtet  wird,  die  auf  die  Fläche  CDEF  des 
Pultes  sieht);  der  Sinn  der  Drehung  ist  für  die  beiden  gleichen 
Winkel  derselbe.  Das  dritte  Element,  nämlich  30,  drückt  aus, 
dass  die  horizontale  Kante  CD  des  Pultes  einen  Winkel  von 
dreissig  Graden  mit  einer  bekannten  horizontalen  Linie  CH 
macht,  von  der  sie  um  diese  Winkelgrösse  entfernt  ist,  in 
einer  bekannten  Richtung;  in  diesem  Falle  ist  sie  zufällig  nach 
links  entfernt,  wenn  man  von  oben  auf  die  Figur  sieht.  End- 
lich drückt  das  vierte  Element,  nämlich  40,  aus,  dass  hier  das 
Pult  eine  Elevation  von  vierzig  Grad  hat 

116.  Eine  Aenderung  irgend  eines  dieser  vier  Elemente, 
z.  B.  eine  Aenderung  der  Schräge  oder  Neigung  des  Pultes, 
würde  eine  wesentliche  Aenderung  des  Quaternions,  unter  dem 
hier  in  Betracht  gezogenen  Gesichtspunkte,  bewirken,  der 
unter  demselben  Gesichtspunkt  der  Quotient  zweier  verglichenen 
Linien  ist;  während  keine  solche  Veränderung  stattfindet,  wie 
die  Figur  zum  Theil  zu  erläutern  bestimmt  ist,  wenn  das  Drei- 
eck AOB  nur  in  seiner  Ebne  gedreht  wird,  ohne  sich  zu 
tiberschlagen  (vergl.  Fig.  36);  oder  wenn  die  Seiten  des  Drei- 
ecks in  demselben  Verhältniss  verlängert  oder  verkürzt  werden, 
so  dass  das  Verhältniss  irgend  einer  Seite  zu  irgend  einer 
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anderen  (im  alten  Sinne  des  Wortes)  bewahrt  bleibt.  Wir  können 
dann,  bei  dieser  Art  den  Begriff  eines  Quaternions*  in  der  Geo- 
metrie zu  erläutern,  mit  Beziehung  auf  einen  Winkel  eines  Pultes, 
sagen,  dass  die  vier  Elemente,  die  er  enthält  die  folgenden  sind: 
Ein  Verhältniss,  ein  Winkel,  seine  Schnittlinie  und  seine 
Neigung. 

Die  beiden  letzteren  Elemente  sind  in  Wirklichkeit  gleich- 
falls Winkel,  aber  sie  werden  nicht  unmittelbar  als  solche  er- 
halten, aus  der  einfachen  Vergleichung  der  beiden  Linien, 
deren  Quotient  der  Quaternion  ist. 


Vierter  Abschnitt. 
Über  Gleichheit  von  Quaternionen;  und  über  die  Ebne 


117.  Es  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  vorhergehenden 
Auffassung  eines  Quaternions,  dass  wir  zwei  Quaternionen,  oder 
zwei  Quotienten  von  Vectoren,  die  wir  der  Einfachheit  wegen 
sämmtlich  coinitial  (18)  annehmen  wollen,  als  einander  gleich 
ansehn  wollen,  oder  dass  die  Gleichung, 

oder    oc  =  o2, 

von  uns  als  gültig  angesehn  und  definirt  wird,  wenn  die  bei- 
den Dreiecke,  AOB  und  COD,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
sind,  und  zwar  in  ein  und  derselben  Ebne,  wie  es  in  der  neben- 
Fjg  ^  stehenden  Fig.  35  dargestellt  ist;  die 

relative  Länge  (109),  und  die  re- 
lative Richtung  (110),  der  beiden 
Linien,  OA,  OB,  ist  in  jeder  Hinsicht 
dieselbe  wie  die  relative  Länge  und  die 
relative  Richtung  der  beiden  anderen 
Linien,  OC,  OD. 

118.  Unter  diesen  Bedingungen 
wollen  wir  die  folgende  Formel  für  directe  Aehnliclikeit  hin- 
schreiben, 

•  Was  allein  das  Wort  Quaternion,  betrifft,  so  bezeichnet  es  ursprüng- 
lich, wie  wohlbekannt  ist,  wie  sein  lateinisches  Original  ,,Quaternio",  oder 
das  griechische  Wort  lexqaxxvc,  einen  Satz  von  Vieren;  aber  es  wird  hier, 
und  ttberaU  sonst  in  diesem  Buche,  in  einem  technischen  Sinne  gebraucht. 
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JAOBocCOD) 
und  wir  wollen  die  folgende  Formel, 

AAOBoc'  A  OB', 

oder 

JAOBoc  A'OB', 
die  wir  eine  Formel  für  inverse  Aehnlichkeit  nennen  wollen, 
ng.  w.  aufbewahren,  um  zu  bezeichnen,  dass  die  bei- 


den Dreiecke,  A  OB  und  A  OB',  oder  A'OB 
und  A'OB',  obwohl  in  anderer  Weise  ähn- 
lich (und  zwar,  in  diesem  Falle  gleich*,  da 
sie  eine  gemeinsame  Seite  OA  oder  O A' 
haben)  einander  entgegengesetzt  zugewandt 
sind  (vergl.  Fig.  36),  als  ob  das  eine  das  Re- 
flexbild des  anderen  in  einem  Spiegel  wäre; 
oder  als  ob  das  eine  Dreieck  vom  anderen 


durch  eine  Drehung  seiner  Ebne  um  zwei 
rechte  Winkel  abgeleitet  (oder  erzeugt)  worden  wäre.  Wir 
können  daher  schreiben, 

=        wenn  JAOBocCOD. 

119.  Wenn  alle  Vectoren  von  einem  gemeinsamen  An- 
fangspunkte O  aus  gezogen  sind,  so  kann  die  Ebne  AOB 
irgend  zweier  von  ihnen  die  Ebne  des  Quaternions  (oder  des 
Quotienten),  OB.OA,  genannt  werden ;  und  folglich  auch  die 
Ebne  des  inversen  (oder  reeiproken)  Quaternions  (oder  des 
inversen  Quotienten),  OA:  OB.  Und  irgend  zwei  Quaternionen, 
welche  eine  gemeinsame  Ebne  haben,  die  durch  O  geht,  können 
complanare**  Quaternionen,  oder  complanare  Quotienten,  oder 
Brüche,  genannt  werden;  aber  irgend  zwei  Quaternionen  (oder 
Quotienten),  die  verschiedene  Ebnen  haben,  die  sich  also  in 


*  Das  hebet  dem  absoluten  Betrag  der  Fläche  nach  gleich,  aber  mit 
entgegengesetzten  algebraischen  Vorzeichen  (28).  Die  beiden  Quotienten 
OB:  OA,  und  OB' :  OA,  obwohl  nicht  gleich  (110),  werden  wir  bald  als 
conjugirte  Quaternionen  definiren.  Unter  denselben  Bedingungen  werden 
wir  auch  die  Formel  schreiben. 

JAOBocCOD. 

**  Es  ist  indessen  angemessen,  den  Gebrauch  des  Wortes,  complanar. 
so  auszudehnen,  dass  er  auch  den  Fall  von  Quaternionen  einschliesst,  die 
durch  Winkel  in  parallelen  Ebnen  dargestellt  werden.    Denn  da  all  > 
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einer  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  geraden  Linie  schnei- 
den, können,  im  Gegensatz  dazu,  diplanar  heissen. 

120.  Irgend  zwei  Quaternionen,  als  geometrische  Brüche 
(101)  betrachtet,  können  in  folgender  Weise  auf  einen  gemein- 
samen Nenner  gebracht  werden,  ohne  dass  sich  der  Werth* 

eines  jeden  von  ihnen  ändert.    Es  seien         und  °~  zwei 

gegebene  Brüche,  oder  Quaternionen ;  wenn  sie  complanar  (119) 
sind ,  sei  O  E  irgend  eine  Linie  in  ihrer  gemeinsamen 
Ebne;  wenn  sie  aber  diplanar  (siehe  wieder  119)  sind,  so  sei 
OE  irgend  ein  angenommener  Theil  der  Durchschnittslinie 
ihrer  beiden  Ebnen;  so  dass  in  jedem  Fall,  die  Linie  OE  zu- 
gleich in  der  Ebne  AOB  und  auch  in  der  Ebne  COD  hegt. 
Dann  können  wir  uns  stets  zwei  andere  Lünen,  OF,  O  G, 
denken,  die  so  bestimmt  werden,  dass  sie  den  beiden  Be- 
dingungen der  directen  Aehiihchkeit  (118), 

A  EOFqc  AOB,  AEOGccCOD, 
gentigen;  und  daher  auch  den  beiden  Gleichungen  zwischen 
Quotienten  (117,  118), 

OF  _  OB  OG  _  OD, 

OE~  OA>  OE~OC; 
und  damit  ist  die  gewünschte  Reduction  ausgeführt;  OE  ist 
der  gemeinsame  gesuchte  Nenner  und  OF,  O  G  sind  die  neuen 
oder  reducirten  Zähler.  Man  kann  hinzufügen,  dass,  wenn  H 
ein  neuer  Tunkt  in  der  Ebne  AOB  ist,  so  dass  AHOE 
cc  AOB,  wir  auch  erhalten, 

OE  _  OB  _  OF 
OH~  OA~  OE' 
und  wir  haben  daher,  nach  106,  107, 

OD     OB  _OG±OF 
ÖC±OA'~      ÖE  ' 
OD.OB_OGt         OD    OB  _  OG. 
0~C'0~A~OF:>  0~C'OÄ~OH1 

welche  beiden  geometrischen  Quotienten  (complanar  oder  di- 

Vectoren,  die  gleiche  Längen  und  ähnliche  Richtungen  haben,  gleich  (2) 
sind,  so  sollte  auch  der  Quaternion,  der  ein  Quotient  zweier  solcher  Vec- 
toren  ist,  als  unverändert  angesehn  werden ,  wenn  jeder  seiner  Vectoren 
nur  der  Lage  nach  geändert  wird,  durch  eine  Fortbewegung  ohne  Drehung. 

*  Das  heisst  die  neuen  oder  transformirten  Quaternionen  sind  den 
alten  oder  gegebenen  gleich. 
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planar)  durch  OB.OA  und  OD.OC  dargestellt  werden 
mögen. 

121.  Wenn  nun  die  beiden  Dreiecke  AOB,  COD 
nicht  nur  complanar  sind  sondern  auch  direct  ähnlich  (118), 
so  dass  AAOBccCODj  so  haben  wir  offenbar  AEOF 
ocEOG;  so  dass  wir  schreiben  können  OF=OG  (oder 
F=  G,  nach  20),  die  beiden  neuen  Linien  OF,  O  G  (oder  die 
beiden  neuen  Punkte  F,  G)  fallen  in  diesem  Falle  zusammen. 
Die  allgemeine  Construction  (120),  für  die  Reduction  auf  einen 
gemeinsamen  Nenner,  ergiebt  daher  hier  nur  ein  neues  Dreieck, 
EOF,  und  einen  neuen  Quotienten,  OF:OEf  dem  in  diesem 
Falle  jeder  (vergl.  105)  der  beiden  gegebenen  gleichen  und  com- 
planaren  Quotienten,  OB-.OA  und  OD  .OC,  gleich  ist 

122.  Wenn  dagegen  die  beiden  letzten  Symbole  (oder 
die  entsprechenden  Bruchformen)  zwei  diplanare*  Quotienten 
bezeichnen,  dann  haben  die  beiden  neuen  Zählerlinien,  0  .Fluid 
OG,  verschiedene  Richtungen,  da  sie  in  zwei  verschiedenen 
Ebnen  liegen,  die  durch  die  neue  Nennerlinie  OE  gehn,  ohne 
dass  sie  entweder  die  Richtung  der  Linie  selbst,  oder  die  zu 
ihr  entgegengesetzte  Richtung  hätten;  sie  sind  daher  (nach  2) 
ungleiche  Vectoren,  auch  wenn  sie  zufällig  gleich  lang  sein 
sollten;  daraus  folgt  (nach  104),  dass  die  beiden  neuen  Quo- 
tienten, und  daher  auch  (nach  105)  die  beiden  früheren  oder 
gegebenen  Quotienten,  ungleich  sind  in  Folge  ihrer  Diplanarität. 
Es  folgt  daher,  aus  dieser  Erörterung,  dass  diplanare  Quotienten 
von  Vectoren,  und  daher,  dass  diplanare  Quaternionen  (119) 
stets  ungleich  sind.  Das  ist  ein  neues  und  im  Vergleich  zum 
Vorigen  mehr  kunstgerechtes  Verfahren,  das  uns  ebenfalls  den 
Schluss  bestätigt,  zu  dem  wir  vorher  durch  allgemeine  Betrach- 
tungen gekommen  waren,  und  zwar  auf  einem,  wie  wir  sagen 
können,  populären  Wege,  einen  Schluss,  den  wir  zu  erläutern 
(vergl.  Fig.  34)  suchten  durch  die  Betrachtung  der  Winkel  eines 

*  Und  daher  ein  Nichtakalar  (108);  denn  ein  Skalar,  als  ein  Quo- 
tient (17)  aufgefasst,  hat  keine  bestimmte  Ebne,  sondern  muss  mit  jedem 
geometrischen  Quotienten  als  complanar  angesehn  werden;  daher  kann 
er  durch  den  Quotienten  zweier  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichteter 
Linien  dargestellt  (oder  construirt)  werden,  die  in  einer  beüebigen  Ebne 
liegen. 

H»miltOD  ,  QuMernlonen.  \\ 
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Pultes,  nämlich,  dass  ein  Quatemion,  als  der  Quotient  zweier 
zu  einander  geneigten  Linien  im  Räume  aufgefasst,  im  All- 
gemeinen eine  Ebne  mitenthält,  die  ein  wesentlicher  Theil 
(vergl.  110)  zu  seiner  Constituirung  ist,  und  nothwendig  zur 
vollständigen  Erfassung  seines  Begriffes. 

123.  Wir  schlagen  vor,  das  Zeichen 

III 

als  Zeichen  der  Complanarität,  entweder  von  Linien  oder  von 
Quotienten,  zu  gebrauchen;  so  wollen  wir  die  Formel: 

rill*  A 

hinschreiben,  um  auszudrücken,  dass  die  drei  Vectoren  a,  ß,  y, 
von  denen  wir  annehmen,  dass  sie  entweder  coinitial  (18)  sind, 
oder  coinitial  gemacht  worden  sind,  in  einer  Ebne  liegen;  und 
die  entsprechende  Formel, 

1  III?,  oder  i  |i!  I, 

drückt  aus,  dass  die  beiden  Quaternionen,  die  hier  mit  q  und 
q  bezeichnet  sind,  und  also  auch  die  vier  Vectoren,  ß,  y,  d, 
complanar  (119)  sind.  Und  da  wir  eben  gefunden  haben  (122), 
dass  diplanare  Quotienten  ungleich  sind,  so  sehn  wir,  dass 
eine  Gleichung  zwischen  Quaternionen  zwei  Complanaritäten  von 
Vectoren  einschliesst;  so  dass  wir  schreiben  köimen, 

y  1 1 1  a,  ß,  und  6 f  1 1 1  a,  ß,  wenn  y  = 

die  Gleichnng  zwischen  Quotienten,        =        ist  unmöglich, 

wenn  nicht  alle  die  vier  Linien  von  O  aus  in  ein  und  der- 
selben Ebne  liegen.    Wir  werden  auch  die  Bezeichnung, 

r  1 1 1  * 

anwenden,  um  auszudrücken,  dass  der  Vector  y  in  der  Ebne 
des  Quaternions  q  (oder  in  einer  ihr  parallelen)  liegt 

124.  Bei  derselben  Bezeichung  für  Complanarität  können 
wir  allgemein  schreiben, 

xu  \  a,  ß\ 

wenn  a  und  ß  irgend  zwei  Vectoren  sind,  und  x  irgend  ein 
Skalar;  denn,  wenn  a=  OA  und  ß=  OB  wie  vorher,  dann 
ist  (nach  15,  17)  xa=  OA',  wo  Ä  irgend  ein  Punkt  auf  der 
unendlichen  geraden  Linie  durch  die  Punkte  O  und  A  ist,  so 
dass  die  Ebne  AOB  die  Linie  OA'  enthält.    Aus  demselben 
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Grunde  haben  wir  allgemein  die  folgende  Formel  der  Compla- 
narität  von  Quotienten, 

xo  1  1  1  et  ' 

was  für  zwei  Skalare  x  und  y  auch  sein  mögen;  a  und  ß  be- 
zeichnen auch  hier  irgend  zwei  Vectoren. 

125.  Es  ist  klar  (vergl.  Fig.  35),  dass  wenn  AAOB 
ccCOD,  dann  A  B  OA  oc  DOC,  und  A  AOC  oc  BOD  ist; 
daraus  ergiebt  sich  aber  leicht,  dass  bei  Quaternionen  sowohl 
als  bei  gewöhnlichen  oder  algebraischen  Quotienten,  wenn 

£  m  y  ist,  dann  auch  umgekehrt  j  ==  -J-  ist,  und,  mit  Ver- 
tauschung von  a  und  S,  auch      =  4-j  und  es  ist  uns  jetzt 

gestattet,  die  Umkehrung  der  letzten  Formel  in  1 18  aufzustellen, 
oder  zu  sagen,  dass  wenn 

=        dann  AAOBocCOD. 

Unter  derselben  Bedingung  haben  wir  auch,  indem  wir 
eine  Umkehrung  mit  einer  Vertauschung  combiniren,  die  fernere 
Gleichung, 

2  _  ß 
J-T' 

F»*-87-  126.    Wenn  die  Seiten,  O  A, 

O  B}  eines  Dreiecks  A  OB,  oder  deren 
Verlängerung,  nach  beiden  Seiten, 
durch  irgend  eine  Parallele,  A'  B' 
oder  A"  B",  zur  Basis  A  B  (wie  in 
Fig.  37)  geschnitten  werden,  so 
haben  wir  offenbar  die  Beziehungen 
der  direkten  Aehnlichkeit  (118), 
jAOBocAOB, 
AA"OB"ocAOB; 

daraus  folgt  (vergl.  Art  13  und  Fig.  12),  dass  wir  für  Quater- 
nionen, wie  in  der  Algebra,  die  allgemeine  Gleichung,  oder 
Identität,  hinschreiben  können, 

xa        er  ' 

in  der  x  wieder  irgend  ein  Skalar,  und  a,  ß  irgend  zwei  Vectoren 
Es  ist  auch  leicht  zu  sehn,  dass  wir  für  irgend  einen 

Ii* 
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Quaternion  q,  und  irgend  einen  Skalar  x,  das  Produkt  (vergL 
107)  haben, 

so  dass  die  Keihenfolge  der  Faktoren  bei  der  Multiplication 
eines  Quaternions  mit  einem  Skalar  (wie  bei  der  Multiplication 
eines  Vectors  mit  einem  Skalar,  15)  beliebig  sein  kann. 


Fünfter  Abschnitt 

TJeber  die  Achse  und  den  Winkel  eines  Quaternions;  und 
über  den  Index  eines  rechtwinkligen  Quotienten,  oder 

Quaternions. 

127.  Nach  dem,  was  wir  bereits  gesagt  haben  (111,  112), 
werden  wir  naturgemäss  dazu  geführt,  als  Definition  aufzu- 
stellen, dass  die  Achse,  oder  vollständiger  die  positive  Achse, 
eines  Quaternions  (oder  geometrischen  Quotienten),  OB:OA, 
eine  gerade  Linie  senkrecht  zur  Ebne  AOB  des  Quaternions 
ist;  so  dass  die  Drehung  um  diese  Achse,  von  der  Divisor-Linie 
OA,  zur  Dividend-Linie  OB,  positiv  ist;  oder,  wie  wir  hinfort 
annehmen  wollen,  rechtsläufig*  ist,  wie  die  Bewegung  der  Zeiger 
einer  Uhr. 

128.  Um  den  Begriff  der  Achse  eines  Quaternions  noch 
bestimmter  zu  machen,  können  wir  hinzufügen,  L  dass  die 
Drehung,  von  der  wir  hier  sprechen,  als  die  möglichst  ein- 
fachste angenommen  (112)  wird,  und  daher  in  der  Ebne  der  beiden 
Linien  (oder  des  Quaternions)  stattfindet,  und  dass  sie  auch 
im  Allgemeinen  weniger  als  eine  halbe  Umdrehung  in  dieser 
Ebne  beträgt;  IL  dass  die  Achse  gewöhnlich  als  eine  Linie 
O  X  angenommen  werden  soll,  die  von  dem  angenommenen 
Anfangspunkte  O  ausgezogen  ist;  und  III. dass  die  Länge  dieser 
Linie  als  gegeben  oder  unveränderlich  angesehn  werden  soll,  und 
zwar  gleich  irgend  einer  angenommenen  Längeneinheit,  so  dass 
der  Endpunkt  X,  der  Achse  O X,  seiner  Construction  nach  auf 
einer  gegebenen  sphärischen  Oberfläche  liegt,  die  um  den  An- 

*  Das  ist  demnach  rein  conventionell  und  der  Leser  kann  daher, 
wenn  e«  ihm  belieht,  durchgängig  die  linksläufige  Drehung  positiv  setzen. 
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fangspunkt  O  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist;  diese  Oberfläche 
können  wir  die  Oberfläche  der  Einheitskugel  nennen. 

129.  So  ist  die  Achse  für  jeden  gegebenen  nichtskalar  Quo- 
tienten (108),  oder  für  jeden  gegebenen  Quaternion  g,  der  sich 
nicht  von  selbst  auf  eine  einfache  positive  oder  negative  Zahl  re- 
ducirt  (oder  in  sie  degenerirt),  ein  ganz  bestimmter  Vector, 
der  seiner  angenommenen  Länge  wegen  ein  Ein heits vector 
genannt  werden  kann,  und  den  wir,  für  jetzt,  durch  das  Zeichen 
Ax.  q  bezeichnen*  wollen.  Wenn  wir  ferner  das  übliche 
Zeichen  für  Rechtwinkligkeit,  ±,  benutzen,  so  können  wir  für 
irgend  zwei  Vectoren  a,  ß  die  Formeln  hinschreiben: 


130.  Der  Winkel  eines  Quaternions,  wie  OB  :  OA,  soll  für 
uns  einfach  der  Winkel  AOB  zwischen  den  beiden  Linien  sein, 
deren  Quotient  der  Quaternion  ist;  dieser  Winkel  wird  hier 
als  einer  von  der  gewöhnlichen  Art  angenommen,  so  wie  sie 
beim  Euklid  behandelt  werden,  und  er  ist  daher  ein  spitzer, 
oder  rechtwinkliger,  oder  stumpfer  (aber  nicht  von  irgend 
einer  von  diesen  verschiedenen  Arten),  wenn  der  Quaternion  ein 
Nichtskalar  (108)  ist.  Wir  wollen  den  Winkel  eines  Quater- 
nions q  durch  das  Zeichen,  L.  q,  bezeichnen;  und  wir  haben 
dann  im  Allgemeinen  die  beiden  folgenden  Ungleichheiten**): 


wo  n  als  Bezeichnung  für  Winkel  von  zwei  Rechten  ge- 
braucht ist. 

131.  Wenn  der  allgemeine  Quaternion,  q,  in  einen  Skalar,  x, 


*  Später  werden  wir  Gründe  angeben,  die  Achse,  Ax.  q,  eines  Qua- 
ternions q  durch  das  weniger  willkürliche  (oder  mehr  systematische)  Symbol 
U  Vq  zu  bezeichnen;  aber  filr  jetzt  genügt  die  im  Text  angegebene  Be- 
zeichnung. 

**  In  einigen  Untersuchungen  über  complanare  Quaternlonen,  und 
Potenzen  oder  Wurzeln  von  Quaternionen,  ist  es  nützlich,  negative  Winkel, 
und  Winkel  grösser  ab  zwei  Rechte,  zu  betrachten;  aber  sie  können  dann 
Amplituden  genannt  werden;  und  das  Wort  „Winkel",  wie  das  Wort 
„Verhältnis*",  kann  also,  wenigstens  für  jetzt,  auf  seinen  gewöhnlichen 
geometrischen  Sinn  beschränkt  bleiben. 


L-q<n\ 
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degenerirt,  dann  wird  die  Achse  (wie  die  Ebne*)  ihrer  Richtung 
nach  völlig  unbestimmt ;  und  der  Winkel  nimmt  zu  gleicher  Zeit 
entweder  den  Werth  null  oder  den  Werth  zwei  Rechte  an,  je 
nachdem  der  Skalar  positiv  oder  negativ  ist.  Bezeichnen  wir 
also,  wie  vorher,  irgend  einen  solchen  Skalar  mit  x,  so  haben  wir: 
Ax.  x  =  einem  unbestimmten  Einheitsvector; 
L.  x  =  0,  wenn  x  >  0;    Z_  x  =  nf  wenn  x  <  0. 

Fig.  sa  132.  Von  den  nichtskalar  Quaternionen  sind 

die  wichtigsten  diejenigen,  deren  Winkel  ein 
Rechter  ist,  wie  in  der  nebenstehenden  Figur  38; 
und  wenn  wir  daher  haben, 


0 


q  =        und  OB  _L  OA,  oder  L  q  - 


A  so  können  wir  den  Quaternion  q  einen  recht- 
winkligen Quotienten**)  nennen;  oder  bisweilen  einen  recht- 
winkligen Quaternion. 

(1.)  Wenn  demnach  a  —  OA  und  q  =  OP  ist,  wo  O  und  vi 
zwei  gegebene  (oder  feste)  Punkte,  und  P  ein  variabeler  Punkt 
ist,  dann  drückt  die  Gleichung 

a  2 

aus,  dass  der  Ort  des  Punktes  P  die  Ebne  durch  O,  senk- 
recht zur  Linie  OA,  ist;  denn  sie  ist  gleichbedeutend  mit  der 
Formel  für  Rechtwinkligkeit  q  _L  cc  (129). 

(2.)  Allgemeiner,  wenn  ß  =  OB,  und  B  irgend  ein  dritter 
gegebener  Punkt  ist,  so  drückt  die  Gleichung 

a  a 

aus,  dass  der  Ort  von  P  die  eine  Hälfte  eines  Umdrehungs- 
kegels ist,  dessen  Scheitel  O  und  dessen  Achse  OA  ist,  und 
der  durch  den  Punkt  B  geht;  denn  sie  sagt  aus,  dass  die 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  149.  Der  Winkel  sowohl,  wie 
die  Achse,  wird  unbestimmt,  wenn  sich  der  Quaternion  selbst  auf  Null 
reducirt;  wenn  wir  nicht  gerade  ein  Gesetz  kennen,  nach  dem  die  Di- 

8.0 

vidend- Linie  beim  Uebergange  von  —  nach  —  g^gen  Null  convergirt. 

o  a 

**  Ich  werde  später  Gründe  angeben,  solch  einen  Quotienten,  oder 
Quaternion,  einem  Vector  gleichzusetzen;  nämlich  der  Linie,  die  ich  weiter 
unten  (133)  den  Index  des  rechtwinkligen  Quotienten  nennen  werde. 
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Winkel  AGB  und  AGP  dem  Betrage  nach  gleich  sind,  aber 
nicht  nothwendig  in  ein  und  derselben  Ebne  liegen. 
(3.)  Die  Gleichung  (vergL  128,  129), 

Ax.  A  =  Ax.  , 
«  « 

drückt  aus,  dass  der  Ort  des  variablen  Punktes  P  die  gegebene 
Ebne  AGB  ist;  oder  besser  die  unendlich  grosse  Hälfte  dieser 
Ebne,  die  alle  die  Punkte  P  enthält,  welche  zugleich  mit  den  drei 
gegebenen  Punkten,  O,  A,  B,  complanar  sind  und  auch  auf  der- 
selben Seite  der  unendlichen  geraden  Linie  OA  liegen,  wie 
der  Punkt  B. 

(4.)  Das  System  der  beiden  Gleichungen, 

Ax.  9  =  Ax.  ->*  , 

«  et  «  a  1 

drückt  aus,  dass  der  Punkt  P  entweder  auf  der  endlichen  ge- 
raden Linie  OB  liegt,  oder  auf  deren  Verlängerung  über  B 
hinaus,  aber  nicht  über  G  hinaus;  so  dass  man  sagen  kann,  der 
Ort  von  P  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  lange  Hälfte  der 
Linie,  oder  des  Strahls,  der  von  G  in  der  Richtung  des  Vectors 
OB  oder  ß  ausgeht;  und  wir  können  sclireiben  g  —  x  ß,  x  >  0 
(wo  unter  x  ein  Skalar  zu  verstehen  ist),  anstatt  der  vorher  an- 
gegebenen Gleichungen. 

(5.)  Das  folgende  System  der  beiden  Gleichungen, 

ff  n  «  «  « 

/      drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  der  von 
OZJ—  i      0  m  ^er  entgegengesetzten  Richtung  aus- 
P \/~^         gehende  Strahl  ist;  oder  dass  P  auf  der 
/B*  Verlängerung  des  Revectors  50(1)  liegt; 

oder  dass  o  =  x  ß,  x  <  0 ;  oder  dass 
P  q  -  x ß',  x  >  0,  wenn  ßf  =  OB"  =  -  ß. 

(Vergl.  Fig.  33,  bis.) 

(6.)  Andere  Bezeichnungen,  zur  Darstellung  dieser  und 
anderer  geometrischen  Orte,  gewährt  der  Quaternionencalcül, 
wie  wir  finden  werden,  in  grosser  Fülle;  aber  es  schien  mir 
angemessen,  die  vorigen  schon  jetzt  aufzustellen,  damit  sie  da- 
zu dienen  können,  zu  zeigen,  dass  gerade  die  beiden  Symbole 
dieses  Abschnitts,  Ax.  und  Z.,  wenn  sie  als  charakteristische 
Bezeichnungen  für  Operationen  an  Quotienten  von  Vectoren 
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aufgefasst  werden,  uns  befähigen,  in  sehr  einfacher  und  be- 
stimmter Weise  mehrere  nützliche  geometrische  Begriffe  aus- 
zudrucken. 

133.  Wenn  man  eine  dritte  Linie,  OIy  in  der  Richtung 
der  Achse  O  deines  solchen  rechtwinkligen  Quotienten  (und  daher 
senkrecht,  nach  127,  129,  zu  jeder  der  beiden  gegebenen  zu 
einander  rechtwinkligen  Linien,  OA,  OB)  zieht;  und  wenn  die 
Länge  der  neuen  Linie  Ol  zur  Länge  der  Achse  OX  (und 
daher,  nach  128,  auch  zur  angenommenen  Längeneinheit)  das- 
selbe Verhältniss  hat,  wie  die  Länge  der  Dividend-Linie,  OB, 
zur  Länge  der  Divisor-Linie,  OA\  dann  heisst  die  so  bestimmte 
Linie  Ol  der  Index  des  rechtwinkligen  Quotienten.  Und  es 
ist,  nach  dieser  Definition  eines  solchen  Index,  in  Verbindung 
mit  unserer  allgemeinen  Definition  (117,  118)  der  Gleichheit 
von  Quaternionen,  klar,  dass  zwei  rechtwinklige  Quotienten 
einander  gleich  oder  ungleich  sind,  je  nachdem  ihre  beiden 
Index-Linien  (oder  Indices)  gleiche  oder  ungleiche  Vectoren 
sind. 


Sechster  Abschnitt. 

Ueber  den  Reciproken,  Conjugirten,  Entgegengesetzten,  und 
über  die  Norm  eines  Quaternions;  über  Null-Quaternionen. 

134.  Der  Reciproke  (oder  der  Inverse,  vergl.  119)  eines 
Quaternions,  wie  q  =  £ ,  ist  der  andere  Quaternion. 

<  _  a 

der  durch  Vertauschung  der  Divisor-Linie  und  der  Dividend-Linie 
gebildet  wird;  und  wenn  wir  so  von  einem  nichtskalar  Quater- 
nion zu  seinem  Reciproken  Übergehn,  so  bleibt  augenschein- 
lich der  Winkel  (wie  ich  ihn  zuletzt  in  130  definirte)  unge- 
ändert,  aber  die  Richtung  der  Achse  (127,  128)  wird  umge- 
kehrt; wir  können  daher  allgemein  schreiben: 

=  L.  £;        Ax.  4-  -  -  Ax.  L 

135.  Das  Produkt  zweier  reciproken  Quaternionen  ist 
stets  der  positiven  Einheit  gleich;  und  jeder  ist  gleich  dem 
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Quotienten  aus  der  Einheit  dividirt  durch  den  andern;  denn 
wir  haben,  nach  106,  107, 

U1U1  «    £«.  «  =1. 

B        et      er        p  ß      a  a 

Es  ist  daher  unnöthig,  eine  neue  oder  besondere  Bezeich- 
nung einzuführen,  um  die  gegenseitige  Beziehung  zwischen 
einem  Quaternion  und  seinem  Reciproken  auszudrücken; 
denn,  wenn  der  eine  durch  das  Symbol  q  bezeichnet  wird, 
kann  der  andere  (im  gegenwärtigen  System,  wie  in  der  Algebra) 

durch  das  damit  verbundene  Symbol,*  liq,  oder  y,  bezeich- 
net werden.  Wir  haben  also  die  beiden  allgemeinen  Formeln 
(vergL  134): 

Z_  —  =  Z_  0;       Ax.  —  =  -  Ax.  a. 

136.  Ohne  jetzt  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Multi- 
plication  und  Division  von  Vectoren  einzugehn,  mag  doch  hier 
ausser  dem,  was  ich  in  Art  120  gegeben  habe,  bemerkt  werden, 
dass  wir,  wenn  irgend  zwei  Quaternionen  q  und  q  (wie  in 
134)  zu  einander  reciprok  sind,  so  dass  q  ,q  =  1  (nach  135),  und 
wenn  q  irgend  ein  dritter  Quaternion  ist,  dann  die  allgemeine 
Formel, 

ft  »»        t  tt  1 

q   :q  =  q  .q  =q  ._, 

haben,  wie  in  der  Algebra;  denn  wenn  wir  (nach  120)  q  und 
q"  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  a  bringen,  und  die  neuen 
Zähler  mit  ß  und  ;••  bezeichnen,  so  haben  wir  (nach  den  Defini- 
tionen in  106,  107), 

=       =  -J 

137.  Wenn  zwei  complanare  Dreiecke  AOB,  AOB\ 
mit  einer  gemeinsamen  Seite  OA,  umgekehrt  ähnlich  (118) 
sind,  wie  in  Fig.  36,  so  dass  die  Formel  A  AOB'  oc'  AOB 
statt  hat,  dann  heissen  die  beiden  ungleichen  Quotienten*, 


•  Das  Zeichen,  q  1  ,  für  den  Reciproken  eines  Quaternions  g,  ist  auch  in 
unserer  Rechenart  erlaubt;  aber  ich  enthalte  mich,  es  zu  gebrauchen, 
ehe  ich  nicht  seine  Berechtigung,  im  Zusammenhang  mit  einer  allgemeinen 
Theorie  der  Potenzen  von  Quaternionen,  nachgewiesen  habe. 

**  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art  118. 
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und         conjugirte  Quaternionen;  und  wenn  der 

erste  von  ihnen  wieder  mit  q  bezeichnet  wird,  dann  wird  der 
zweite,  der  also  der  Conjugirte  des  ersten  ist,  oder  irgend 
eines  anderen  Quatemions,  der  ihm  gleich  ist,  durch  das  neue 
Symbol,  Kq,  bezeichnet;  der  Buchstabe  K  kann  das  cha- 
rakteristische Zeichen  der  Oonjugation  genannt  werden.  So 
können  wir,  bei  der  vorher  angenommenen  Construction  (vergL 
wieder  Fig.  36),  schreiben, 

OB  OB      v  vOB 

OA  =  ^  OÄ=K(?z=KOA' 

138.  Aus  dieser   Definition  conjugirter  Quaternionen 

OB'  OB 

folgt,  1)  dass,  wenn  die  Gleichung  -^j  =  K  OA  statt  hat'  die 
Linie  OB'  das  Spiegelbild  der  Linie  OB  (und  umgekehrt, 
die  letztere  Linie  das  Spiegelbild  der  ersteren)  In  Bezug  auf 
die  Linie  OA  genannt  werden  kann  (118);  2)  dass,  unter  der- 
selben Bedingung,  die  Linie  OA  (wenn  nöthig  verlängert)  die 
Linie  BB'  halbirt  und  zu  ihr  senkrecht  ist,  in  einem  Punkte 
A'  (wie  er  in  Fig.  36  dargestellt  ist);  und  3)  dass  irgend  zwei 
conjugirte  Quaternionen  (ebenso  wie  zwei  reciproke  Quater- 
nionen, vergl.  134,  135)  gleiche  Winkel,  aber  entgegengesetzte 
Achsen  haben;  so  dass  wir,  im  Allgemeinen,  schreiben  können, 
Z.  Kq  =  Z.  q\    Ax.  Kq  =  -  Ax.  q\ 

und  daher*  (nach  135), 

L  Kq  =  Z_-;    Ax.  Kq  =  Ax.  -. 

139.  Der  Reciproke  eines  Skalars,  x,  ist  einfach  ein  an- 
derer Skalar,  — ,  oder  x~  \  der  dasselbe  algebraische  Vorzeichen 

hat,  und  in  allen  anderen  Beziehungen  zu  x  in  demselben  Ver- 
hältniss  steht,  wie  in  der  Algebra.  Dagegen  ist  der  Conjugirte  Ks, 
eines  Skalars  x,  als  Grenzwerth  eines  Quatemions  betrachtet, 
dem  Skalar  x  selbst  gleich;  man  sieht  das  sogleich  ein, 
wenn  man  annimmt,  dass  die  beiden  gleichen,  aber  eutgegen- 


•  Wir  werden  bald  sehn,  dass  die  beiden  letzten  Gleichungen  (138) 
ausdrücken,  dass  der  Conjugirte  und  der  Reciproke,  eines  gegebenen  Quater- 
nions  y,  stets  gleiche  Vtrsoren  haben,  wenn  sie  auch  im  Allgemeinen 
ungleiche  Tensoren  haben. 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.] 


Conjugirte  und  Null-Quaternionen. 


159 


gesetzten  Winkel,  AOB  und  AGB',  in  Fig.  36,  zugleich 
gegen  Null,  oder  gegen  zwei  Rechte  convergiren.  Wir  können 
daher  allgemein  schreiben, 

Kx  =  x,  wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist; 
und  umgekehrt*, 

q  —  einem  Skalar,  wenn  Kq  =  q\ 
denn  dann  mUssen  wir  (nach  104)  haben  OB  =  OB',  Bti 
=  0 ;  und  daher  muss  jeder  der  beiden  (jetzt  zusammenfallenden) 
Punkte,  B,  B\  irgendwo  auf  der  unendlichen  graden  Linie 
OA  liegen. 

140.  Im  Allgemeinen  ist,  nach  der  in  derselben  Figur 
dargestellten  Construction,  die  Summe  (vergl.  6)  der  beiden 
Zähler  (oder  Dividend-Linien,  OB  und  OB)  der  beiden  coujugirten 
Brüche  (oder  Quotienten,  oder  Quaternionen),  q  und  Kq  (137), 
gleich  dem  Doppelten  der  Linie  OA';  daher  ist  (nach  106), 
die  Summe  der  beiden  coujugirten  Quaternionen  selbst, 

Kq  +  q  =  q  +  Kq=^', 

diese  Summe  ist  daher  stets  ein  Skalar,  und  zwar  positiv,  wenn 
der  Winkel  L.  q  spitz,  und  negativ,  wenn  der  Winkel  stumpf  ist. 

141.  In  dem  Zwischenfalle,  wenn  der  Winkel  A  OB  ein 
rechter  ist,  verschwindet  der  Abstand  OA'  zwischen  dem  An- 
fangspunkte O  und  der  Linie  BB'\  und  die  beiden  zuletzt  er- 
wähnten Zähler,  OB,  OB',  werden  zwei  entgegengesetzte  Vec- 
toren,  deren  Summe  null  (5)  ist.  Nun  ist  es,  im  Allgemeinen, 
natürlich,  und  wird  sich  als  nützlich,  oder  besser  nothwendig 
erweisen  (zur  Uebereinstimmung  mit  früheren  Definitionen),  an- 
zunehmen, dass  ein  null  Vector,  durch  einen  wirklichen  Vector 
dividirt,  stets  einen  Null-Quaternionen  als  Quotienten  er- 
giebt;  und  diesen  null  Quotienten  durch  das  gebräuchliche 
Zeichen  für  Null  zu  bezeichnen.  In  der  That,  haben  wir  (nach 
106)  die  Gleichung, 

iL  =,  °Lna        _     =  1_  1  =  0; 

u  (t  a  n 

die  Null  in  dem  Zähler  des  links  stehenden  Bruches  stellt 


*  Weiterhin  werden  wir  sehn,  dass  die  Gleichung  Kg  =  g  auch 
geschrieben  werden  kann  Vg  =  0 ;  und  dass  die  letztere  Form  in  anderer 
Weise  ausdrückt,  dass  der  Quaternion,  g,  in  einen  Skalar  degenerirt  (181). 
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hier  eine  null  Linie  (oder  einen  null  Vector,  1,  2)  dar;  aber 
die  Null  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  bezeichnet  einen 
null  Quotienten  (oder  Quatemion).  Und  somit  sind  wir  berechtigt 
zu  schliessen,  dass  die  Summe,  Kg  -f  g,  oder  g  4-  Kg,  eines  recht- 
winkligen Quaternions,  oder  rechtwinkligen  Quotienten  (132), 
und  seines  Conjugirten,  stets  gleich  null  ist. 

142.  Wir  haben  daher  die  drei  folgenden  Formeln,  von 
denen  die  zweite  eine  gewisse  Stetigkeit  des  Uebergangs  von 
der  ersten  zur  dritten  herstellt: 

1.  .  .g  +  Kg>  0,  wenn  Lg<f\ 

II.  ..  g  +  Kg  =  0,  wenn  L.g  —  ^\ 

III .  .  .  g  +  Kg  <  0,  wenn  L.  g  >  j. 

Und  da  ein  Quatemion,  oder  geometrischer  Quotient,  mit 
einer  wirklichen  und  endlichen  Divisor-Linie  (wie  hier  OA),  nicht 
gleich  null  werden  kann,  wenn  nicht  seine  Dividend-Linie  ver- 
schwindet, denn  (nach  104)  erfordert  die  Gleichung 

A  =  0  =  |  die  Gleichung  ß  =  0, 

so  können  wir,  wenn  u  irgend  ein  wirklicher  und  endlicher 
Vector  ist,  umgekehrt  schliessen,  dass  die  Summe  g  +  Kg  nicht 
verschwinden  kann,  ohne  dass  auch  die  Linie  OA'  verschwindet; 
das  heisst,  die  Linien  OB,  OB'  werden  dann  entgegengesetzte 
Vectoren,  und  daher  wird  der  Quatemion  g  ein  rechtwinkliger 
Quotient  (132).  Wir  sind  daher  berechtigt,  die  drei  folgenden 
umgekehrten  Formeln  aufzustellen  (die  wirklich  aus  den  drei 
früheren  folgen): 

I' . .  .  wenn  g  +  Kg>  0,  dann  ist  Z.  g  <  ^; 
II'  .  .  .  wenn  g  -f  Kg  =  0,  dann  ist  L.  g  =  y; 
ELI  .  . .  wenn  g  +  Kg  <  0,  dann  ist  L.  g  >  y. 

143.  Wenn  zwei  entgegengesetzte  Vectoren  (1),  wie  ß 
und  —  ß,  beide  durch  denselben  (und  wirklichen)  Vector,  et,  di- 
vidirt  werden,  so  wollen  wir  die  so  erhaltenen  beiden  Quotienten 
entgegengesetzte  Quaternionen   nennen;  so   dass  der 
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Entgegengesetzte  eines  Quaternions  qf  oder  eines  Quotienten 
ß:a,  in  folgender  Weise  (vergl.  4)  bezeichnet  werden  kann: 

-£=0-£=0_1  =  0 
«  «  a        «  *  ■ ' 

der  Quaternion  q  selbst  kann,  in  demselben  Sinne,  durch  das 
Symbol  0  +  q,  oder  +  q,  bezeichnet  werden  (vergl.  7).  Die 
Summe  irgend  zweier  entgegengesetzter  Quaternionen  ist  null, 
und  ihr  Quotient  ist  die  negative  Einheit;  wir  können  daher, 
wie  in  der  Algebra  (vergl.  wieder  7)  schreiben, 

(- 0  +  7 -(+*)  +  (- 9) -0;      (-?):?--  I; 

-?-(- 1)?; 

denn,  nach  106  und  141,  ist 

r?  +  £  =  t?=!=o,  =i!l-ri--i,B.tw. 

a         a  a  «  aap 

Die  Reciproken  entgegengesetzter  Quaternionen  sind  selbst 
entgegengesetzt;  oder  in  Zeichen  (vergl.  126), 

— i  —  ~  7'  ^enn  - ß~  ß  ~  ß' 

Entgegengesetzte  Quaternionen  haben  entgegengesetzte 
Achsen,  und  supplementäre  "Winkel  (vergl.  Fig.  83,  bis);  so 
dass  wir  [vergl.  132,  (5.)]  die  beiden  folgenden  allgemeinen 
Formein  aufstellen  können, 

Z_  (—  q)  =  n  —  L.  q\       Ax.  (—  q)  =  -  Ax.  q. 

144.  Wir  können  jetzt  auch,  in  völliger  Uebereinstimmung 
mit  den  früheren  Formeln  IL  und  II',  in  142,  die  Gleichung 
hinschreiben, 

II ". . . .  Kq  =  -  q,  wenn  L.  q  —  -J; 
und  umgekehrt*  (vergl.  138), 

II"' . .  .  wenn  Kq  =  -  q,  dann  ist  Z_       =  L.  q  =  y. 

In  Worten,  der  Conjugirte  eines  rechtwinkligen  Quotienten, 
oder  eines  rechtwinkligen  (oder  rechten)  Quaternions  (132), 
ist  der  rechte  Quotient,  der  ihm  entgegengesetzt  ist;  und  um- 
gekehrt, wenn  ein  wirklicher  Quaternion  (das  heisst  einer,  der 


*  Wir  werden  später  sehn ,  dass  die  Gleichung  Kq  =  —  q,  oder 
y  +  Kq  =  0,  in  die  andere  Gleichung,  Sq  =  0,  transformirt  werden  kann;  und 
dass  sie,  unter  dieser  letzteren  Form,  ausdrückt,  dass  der  ekalare  Theil 
des  Quaternions  q  verschwindet;  oder  dass  der  Quaternion  ein  rechter 
Quotient  (132)  ist. 
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nicht  null  ist)  seinem  eigenen  Conjugirten  entgegengesetzt  ist, 
so  muss  er  ein  rechter  Quotient  sein. 

(1.)    Wenn  wir  daher  die  Gleichung  antreffen, 

K±=  -  -*->  oder     +  Ä'-S-  =  0, 

an  a  a 

so  werden  wir  daraus  ersehn,  dass  g  ±  et  ist;  und  daher 
(wenn  a  =  OA,  und  g  =  OP,  wie  vorher),  dass  der  Ort  des 
Punktes  P  die  Ebne  durch  O  ist,  senkrecht  zur  Linie  OA 
[wie  in  132,  (1.)]. 

(2.)  Andererseits  drückt  die  Gleichung, 

Ä-JL^+i,  oder  -i.-jrl.-0, 

(nach  139)  aus,  dass  der  Quotient  g:  a  ein  Skalar  ist;  und  dass 
daher  (nach  131)  sein  Winkel  L.  (g:a)  entweder  0  oder  n 
ist;  sodass  in  diesem  Falle  der  Ort  P  die  unbegrenzte  grade 
Linie  durch  die  beiden  Punkte  O  und  A  ist 

145.  Wie  der  Entgegengesetzte  des  Entgegengesetzten, 
oder  der  Reciproke  des  Reciproken,  so  ist  auch  der  Conjugirte 
des  Conjugirten,  irgend  eines  Quaternions  dieser  Quaternion 
selbst;  oder  in  Zeichen, 

-(-»)-+«   l:(l:f)-fS    KKq  =  q=\q; 
so  dass  wir,  wenn  wir  von  dem  Gegenstande  der  Operation  ab- 
sehn, kurz  schreiben  können, 

Es  ist  auch  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Conjugirten  ent- 
gegengesetzter Quaternionen  selbst  entgegengesetzte  Quater- 
nionen  sind ;  und  dass  die  Conjugirten  von  iteciproken  reciprok 
sind;  oder  in  Zeichen,  dass, 

I...  K(-q)  =  -Jt£,  oder  Kq  +  K{-q)  =  0\ 

und 

H...  K—  =  \  :Kq,  oder  Kq.K-  -  1. 

(1.)  Die  Gleichung  K  { —  q )  =  —  Kq  ist  in  der  allge- 
meineren Formel,  K  { x  q )  =  x  Kq,  in  der  x  irgend  ein  Skalar 
ist,  eingeschlossen  (vergl.  143);  und  diese  letzte  Gleichung  (vergl. 
126)  kann  dadurch  bewiesen  werden,  dass  man  sich  einfach 
vorstellt,  dass  die  beiden  Linien  02?,  OB',  in  Figur  36,  mit 
demselben  Skalar  multiplicirt  werden;  oder  dass  beide  durch 
eine  Parallele  zur  Linie  Bff  geschnitten  werden. 
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(2.)  Um  zu  beweisen,  dass  Conjugirte  von  Reciproken  re- 
eiprok  sind,  oder  dass  Kq.  K— » 1,  können  wir  uns  vor- 
Fi«.  m,  kk  stellen,  dass,  wie  in  der  neben- 

stehenden Figur  36,  bis,  ein 
neuer  Punkt  C  entweder  auf 
der  Linie  OA  selbst,  oder  auf 
deren  Verlängerung  über  A 
hinaus,  so  bestimmt  wird,  dass 
er  jeder  der  den  beiden  folgen- 
den Bedingungen  für  direkte 
Aehnlichkeit : 
A  BOC  oc  A  OB',  AB'OCozAOB, 
zugleich  genügt;  oder  einfach,  als  einer  Beziehung  zwischen  den 
vier  Punkten  O,  A,  B,  C,  der  Formel , 

A  BOCcc'  AOB\ 
während  wir  zugleich  die  Beziehung  für  inverse  Aehnlichkeit, 

A  AOR  oc'  AOB  (118,  137), 
haben,  wie  in  der  früheren  Figur  36.    Denn  dann  haben  wir 
die  Transformationen, 

K  \_  KOA  _  „Off  OB  _  O  Ä  l 
q  ~  OB  ~  0  C  ~~  OC  ~  OB'  ~~  Kq' 
(3.)  Die  beiden  Quotienten,  OB-.OA,  und  OB.OC,  das 
heisst,  der  Quaternion  q  selbst,  und  der  Conjugirte  seines  Re- 
ciproken, oder*  der  Reciproke  seines  Conjugirten,  haben  den- 
selben Winkel,  und  dieselbe  Achse;  wir  können  daher,  im  All- 
gemeinen, schreiben, 

L.  K  -  =  Z_  o;     Ax.  K  -  =  Ax.  q. 

q  9 

(4.)  Da  wir  nun  somit  bewiesen  haben  (nach  Nebenart.  2),  dass 
OA.OB  und  O  A  :0  B'  ein  Paar  conjugirter  Quotienten  sind,  so 
können  wir  jetzt  den  Satz  folgern,  dass  irgend  zwei  geometrische 
Brüche ,  -j-  und  ^- ,  die  denselben  Zähler  u  haben,  conjugirte 


•  Wir  werden  später  sehn,  dass  der  gemeinsame  Werth  der  beiden 


gleichen  Quaternionen,  K —  und  _  ,  durch  eines  der  beiden  neuen  Sym- 

bole,  Uq:  Tq,  oder  q  :  Nq,  dargestellt  werden  kann;  oder  mit  Worten, 
dass  er  gleich  dem  Vergor  dividirt  durch  den  Tensor  ist;  und  auch  gleich 
dem  Quaternion  selbst  dividirt  durch  die  Nonn. 
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Quaternionen  sind,  wenn  der  Nenner  ß'  des  zweiten  das  Spiegel- 
bild des  Nenners  ß  des  ersten  in  Bezug  auf  den  gemeinsamen 
Zähler  (vergl.  138,  L)  ist;  während  vorher  nur,  als  eine  De- 
finition (137),  angenommen  wurde,  dass  eine  solche  Conjugation, 
unter  derselben  geometrischen  Bedingung,  zwischen  den  beiden 

anderen  (oder  umgekehrten)  Brüchen,      und      ,  besteht;  die 

drei  Vectoren  a,  ß,  ß'  sind  alle  als  coinitial  (18)  gedacht. 

(5.)  Wenn  wir,  umgekehrt,  in  irgend  einer  Untersuchung, 
auf  die  Formel 

OA:OB'  =  K  {OA'.OB) 

treffen,  so  werden  wir  wissen,  dass  der  Punkt  B'  das  Spiegel- 
bild des  Punktes  B,  in  Beziehung  auf  die  Linie  OA,  ist;  oder 
dass  die  Liuie,  O  A,  wenn  nöthig,  über  einen  ihrer  beiden  End- 
punkte hinaus  verlängert,  die  Linie  B B'  in  einem  Punkte  Ä 
senkrecht  schneidet  und  halbirt,  wie  in  jeder  der  beiden  Figuren 
36  (vergl.  138,  IL). 

(6.)  Unter  den  vorigen  geometrischen  Bedingungen  folgt 
aus  den  elementarsten  Sätzen  der  Geometrie,  dass  der  Kreis, 
der  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  C  geht,  im  Punkte  B  durch 
die  gerade  Linie  OB  berührt  wird;  und  dass  diese  Linie,  der 
Länge  nach,  eine  mittlere  Proportionale  zwischen  den  Linien 
OA,  OC  ist.  OD  sei  ein  solches  geometrisches  Mittel,  und 
sei  von  O  aus  in  der  gemeinsamen  Richtung  der  beiden  zu- 
letzt erwähnten  Linien  gezogen,  so  dass  der  Punkt  D  zwischen 
A  und  C  fällt;  es  mögen  ferner  die  Vectoren  OC,  OD  durch 
die  Symbole,  y,  Ö  bezeichnet  werden;  dann  haben  wir  Gleich- 
ungen von  den  Formen, 

S  =  au,     y  =  a*  a, 
in  denen  a  einen  positiven  Skalar  bezeichnet,  a  >  0;  und  der 
Vector  ß  von  B  ist  mit  dem  Skalar  a,  und  mit  dem  Vector  u, 
durch  die  Formeln, 

=  K^-i,  oder  g£  =  tf-g*  oder  f£  =  K -l- 

OC  OB'  OB  OA'  ß  a 

verbunden  (vergl.  Nebenart.  2). 

(7.)  Umgekehrt,  wenn  wir  wieder  voraussetzen,  dass  y  =  a*a, 
so  drückt  die  letzte  Formel  die  inverse  Aehnlichkeit  der 
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Dreiecke,  ABOCcc'  AOB,  aus;  und  sie  drückt  nicht  mehr 
aus,  oder  mit  anderen  Worten,  sie  wird  befriedigt  durch  den 
Vectra  ß  jedes  Punktes  B,  der  diese  inverse  Aehnlichkcit  er- 
giebt.  Aber  für  diesen  Zweck  ist  nur  erforderlich,  das*  die 
Länge  von  OB  (wie  vorher)  ein  geometrisches  Mittel  zwischen 
den  Längen  von  O A,  OC  würde;  oder  dass  die  beiden  Linien 
OB,  OD  (Nebenart  G)  gleich  lang  würden;  oder  endlieh,  dass 
B  irgendwo  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  läge,  die  so  be- 
schrieben wird,  dass  sie  durch  den  Punkt  D  (in  Fig.  3G,  bis) 
geht  und  den  Anfangspunkt  0  zum  Mittelpunkt  hat 
(8.)  Wenn  wir  daher  eine  Gleichung  von  der  Form, 

a-a  =  Ä' oder  e  K  *  =  «» 

finden,  in  der  a  =  OA,  o  —  OP,  und  a  ein  Skalar  ist,  wie  vor- 
her, so  werden  wir  wissen,  dass  der  Ort  des  Punktes  P  eine 
Kugeloberfläche  ist,  mit  ihrem  Mittelpunkt  im  Punkte  O,  und 
mit  dem  Vector  a  a  als  Radius;  und  ferner,  dass,  wenn  wir  einen 
Punkt  Cdurch  die  Gleichung  OC  =  a%u  bestimmen,  der  sphärische 
Ort  von  P  zugleich  orthogonal  zu  allen  Kreisen  A  PC  ist,  die 
so  beschrieben  werden  können,  dass  sie  durch  die  beiden  festen 
Punkte  A  und  C,  gehn;  denn  jeder  Radius  Üi'der  Kugel  ist  eine 
Tangente  zum  Kreise  A  PC  in  dem  variablen  Punkte  P,  ge- 
rade so  wie  OB  es  ist  zu  ABC  in  der  vorigen  Figur. 

(9.)  In  derselben  Figur,  36,  bis,  zeigen  die  ähnlichen  Drei- 
ecke (nach  elementaren  Sätzen),  dass  die  Länge  von  BC  zu  der 
von  A  B  in  dem  halben  Verhältniss  von  O  C  zu  O  A  steht,  oder 
in  dem  einfachen  Verhältniss  von  OD  zu  OA  ;  oder  wie  der  Skalar  « 
zu  1.  Wenn  wir  daher  in  irgend  einer  Untersuchung  die  vorige 
Gleichung  in  p  (Nebenart.  8)  antreffen,  so  wissen  wir,  dass 

Länge  von  (p  —  u2a)  =  a  X  Länge  von  (p  —  a)\ 
während  die  frühere  Deutung  derselben  Gleichung  die  weitere 
Beziehung  von  derselben  Art  ergiebt: 

Länge  von  p  --■  a  X  Länge  von  u. 
(10.)  Auf  einer  späteren  Stufe  werden  wir  zeigen,  dass  die 
Rechnung  mit  Quaternionen  Transformationsregeln  darbietet, 
durch  die  wir  von  irgend  einer  zu  irgend  einer  anderen  von  den 
letzten  Gleichungen  in  p  Übergehn  können,  ohne  (zu  gleicher  Zeit) 

Ii  Ami  H>>u,  (jukteruiuuen.  i«j 
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irgend  eine  Figur  zu  construiren,  oder  (unmittelbar)  die  Geometrie 
anzuwenden;  aber  ich  hielt  es  für  nützlich,  schon  jetzt  nach- 
zuweisen, wie  viele  geometrische  Bedeutung*  in  einer  so  ein- 
fachen Formel  enthalten  ist,  wie  die  des  letzten  Nebenartikels  8. 

(11.)  Das  Produkt  zweier  conjugirten  Quaternionen  heisst 
ihre  gemeinsame  Norm**,  und  wird  in  folgender  Weise  be- 
zeichnet: 

qKq  =  Nq. 

Es  folgt  daraus,  dassNKq  =  Nq;  und  dass  die  Norm  eines 
Quaternions  im  Allgemeinen  ein  positiver  Skalar  ist;  nämlich, 
das  Quadrat  des  Quotienten  der  Längen  der  beiden  Linien, 
für  die  der  Quatemion  selbst  der  Quotient  (112)  ihrer  Vectoren 
ist.  In  der  That  haben  wir,  nach  Nebenartikel  6  und  nach 
der  Definition  einer  Norm,  die  Transformationen: 

„OB       „OB      00    0B'      00  9B      00  (0DV 
iyOA  ~  1V  OA  ~  OB  '   OA   ~  OB'  OA~  OA  ~  \OAj  ■ 

Nq==  Nß=  lKl  =  f  Lange  vonJY* 
^  *  a       o      «       ^  Länge  von  a  J 


*  Ein  Kenner  der  Geometrie  der  Alten  wird  in  den  beiden  letzten 
Gleichungen  des  Nebenartikels  9  eine  Art  von  Uebertragung  eines  l>e- 
rühmten  Satzes  des  Apollonius  von  Perga  in  die  Sprache  der  Vectoren 
erkennen,  der  uns  durch  ein  Citat  seines  ersten  Commentators  Eutocius 
erhalten  worden  ist,  und  so  ausgesprochen  werden  kann: 

„Wenn  irgend  zwei  Punkte  (wie  hier  A  und  C)  in  einer  Ebene  ge- 
geben sind,  und  irgend  ein  Verhältniss  für  Uire  Ungleichheit  (wiejüer  das 
von  1  zu  a),  so  ist  es  möglich,  einen  Kreis  in  dieser  Ebne  (wie  hier  den 
Kreis  BDB  )  so  zu  construiren,  dass  die  Lttngen  der  beiden  geraden 
Linien  (wie  hier  AB  und  CB,  oder  AP  und  CP),  die  von  den  zwei  ge- 
gebenen Punkten  zu  ein  und  demselben  Punkte  (wie  B  oder  P)  des  Umfange« 
gehen,  zu  einander  das  gegebene  Verhältniss  haben.  {Avo  do&iviüiv  ortfieiiov 
*.t.l.  Seite  11  in  Hallcys  Ausgabe  des  Apollonius,  Oxford,  MDCCX.)" 
**  Der  Name  „Norm"  und  das  entsprechende  charakteristische  Zeichen 
N  sind  hier  aus  der  Zahlentheorie  herübergenommen;  aber  in  diesem  Buche 
werden  sie  nicht  oft  angewandt  werden,  obwohl  es  gelegentlich  angemessen 
sein  kann,  sie  anzuwenden,  denn  wir  werden  bald  den  Begriff  und  die 
charakteristische  Bezeichnung  des  Tensors,  Tq,  eines  Quaternions  einführen, 
der  von  grösserer  geometrischer  Nützlichkeit  ist,  als  die  Norm,  aber  von  dem 
wir  beweisen  werden,  dass  die  Norm  einfach  gleich  seinem  Quadrat  ist, 

Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Nebenart  3. 
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Als  einen  Grenzfall  können  wir  anfuhren,  dass  die  Nonn 
eines  (null)  Quatenuons  Null  ist,  oder  in  Zeichen:  NO  =  0. 

(12.)  Mit  dieser  Bezeichnung  nimmt  die  Gleichung  des 
sphärischen  Ortes  (Nebenart.  8),  der  den  Punkt  O  zum  Mittel- 
punkt hat,  und  deu  Vector  au  zu  einem  seiner  Radien,  die 
kürzere  Form  an.: 

2V-8-  =  «»;    oder  2V-*--l. 

a  an 


Siebenter  Abschnitt. 

Ueber  radiale  Quotienten;  und  über  das  Quadrat  eines 

Quaternions. 

146.  Wir  haben  früher  gesehn  (vergl.  Art.  2,  und  Fig.  4), 
dass  irgend  zwei  Radien,  AB,  AC,  eines  Kreises  oder  einer 
Kugel nothwendig ungleiche  Vectoren  sind;  denn  ihre  Richtungen 
sind  verschieden.  Andererseite  können  wir,  wenn  wir  nur  die 
relative  Richtung  (110)  in  Betracht  ziehn,  annehmen,  dass 
alle  verglichenen  Vectoren  nicht  nur  coinitial  (18),  sondern 
auch  gleich  lang  sind;  wenn  wir  daher  ihre  gemeinsame  Länge 
zur  Einheit  nehmen,  so  sind  sie  alle  Radien  OA,  OB,  .  .  . 
einer  sogenannten  Einheitskugel  (128),  die  um  den  Anfangs- 
punkt als  Mittelpunkt  beschrieben  ist;  und  können  sämmtlich 
Einheitsvectoren  (129)  genannt  werden.  Und  dann  kann  derQua- 

*te  M-  ternion,  welcher  der  Quotient  eines 

solchen  Vectors  dividirt  durch  einen 
anderen  ist,  oder  allgemein  der 
Quotient  irgend  zweier  gleich  langen 
A  )  _>  \^  Vectoren,  ein  radialer  Quotient  ge- 
nannt werden;  oder  zuweilen  ein- 
fach ein  Radial.  (Vergleiche  die  nebenstehende  Figur  39.) 

147.  Die  beiden  Einheitsskalare,  nämlich  die  positive  und 
negative  Einheit,  können  als  Grenzfälle  von  radialen  Quotienten 
angesehn  werden,  die  den  beiden  Grenzwerthen  0  und  n  des 
Winkels  AGB,  oder  L.  q  (131),  entsprechen.    Im  Zwisrhen- 
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falle,  wenn  A  OB  ein  rechter  Winkel  ist,  oder  L.  g  =  ~-  ,  wie 

in  Figur  40,  kann  der  resultirendc  Quotient,  oder  Quaternion, 

ein  rechter  radialer  Quotient  genannt  werden 
(vergl.  132);  oder  einfach   ein  rechter 
Radial.  Die  Betrachtung  solcher  rechten 
Radiale  ist,  wie  wir  finden  werden,  von 
grosser  Wichtigkeit  in  der  ganzen  Theorie 
und  Praxis  der  Quaternionen. 
148.  Die  wichtigste  allgemeine  Eigenschaft  der  zuletzt  er- 
wähnten Quotienten  ist  folgende :  dass  das  Quadrat  jedes  rechten 
Radiais  gleich  der  negativen  Einheit  ist;  ich  bemerke  dabei, 
dass  wir  allgemein,  wie  in  der  Algebra,  schreiben, 

g.q  =  qq  =  q-, 

und  dass  wir  dies  Produkt  zweier  gleichen  Quaternionen  das  Qua- 
drat jedes  von  ihnen  nennen.  Denn 
wemi  wir,  wie  in  Fig.  41,  einen  Halb- 
kreis ABÄ  beschreiben,  um  O  als 
Mittelpunkt,  und  mit  dem  die  Linie 
AA'  halbirenden  Radius  OB  als 
Radius,  so  sind  die  beiden  rechten 
Quotienten,  OB.OAund  OA'  .OB, 
gleich  (vergl.  117);  und  daher  ist  ihr  gemeinsames  Quadrat 
(vergl.  107)  das  Produkt, 

OA' 


OB\*_OA^  OB  _  OA' 
OA)    ~  OB  '  OA  ~  OA 


-  i; 


wo  OA  und  OB  irgend  zwei  gleich  lange,  aber  zu  einander 
rechtwinklige  Linien  darstellen  können.  Allgemeiner,  das  Quadrat 
jedes  rechten  Quotienten  (132)  ist  gleich  einem  negativen 
Skalar;  nämlich  gleich  dem  negativen  Quadrat  der  Zahl,  welche 

das  Längenverhältniss*  der  beiden 
zu  einander  rechtwinkligen  vergliche- 
nen Linien  darstellt;  oder  gleich 
Null  weniger  dem  Quadrat  der  Zahl, 
welche  die  Länge  des  Index  des  rech- 
ten Quotienten  bezeichnet  (vergl.  133); 


Flff.  41,  bif. 


•  Daher  ist  nach  145  (11)     -  -  N<j,  wenn  L  7  = 
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man  sieht  das  sofort  aus  Fig.  41,  bis,  in  der  OB  nur  eine 

Ordinate,  und  nicht  (wie  vorher)  ein  Radius,  des  Halbkreises 

ABA'  ist;  denn  wir  haben  so: 

(OB\*      OA'  ( Länge  von  OBy 

[  OA]  ~   OA   ~  ~   ^  Lange  von  Ö  A  J  '  we,m 

OB±  OA. 

149.  So  ist  also  jeder  rechte  Radial  in  dem  gegenwärtigen 
System  eine  der  Quadratwurzeln  der  negativen  Einheit,  und 
kann  daher  einer  der  Werthe  des  Symbols  Y —  1  genannt 
werden;  dieses  berühmte  Symbol  hat  daher  einen  gewissen  Grad 
von  Allgemeinheit,  oder  wenigstens  von  Unbestimmtheit,  in 
seiner  Bedeutung  in  unserer  Theorie ;  und  ich  werde  es  deshalb 
nicht  oft  anwenden.  Denn  obwohl  es  eine  vollkommen  klare 
und  geometrisch  reelle  Deutung  zulässt,  da  es  das  bezeichnet, 
was  wir  vorher  einen  rechten  radialen  Quotienten  genannt 
haben,  so  ist  doch  die  Ebne  dieses  Quotienten  willkürlich;  und 
das  Symbol  selbst  muss  daher  in  dem  gegenwärtigen  Rechen- 
systeme  so  angesehn  werden,  als  ob  es  unendlich  viele  Werthe 
habe;  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichung, 

»■--i, 

hat  im  Quaternionencalcül  unendlich  viele  Wurzeln*,  die  alle 
geometrische  Reelle  sind;  ausser  einigen  anderen  Wurzeln  von 
rein  symbolischem  Charakter,  die,  wie  man  sich  vorstellen  kann, 
dieselbe  Gleichung  besitzt,  und  die  geometrische  Imaginäre  ge- 
nannt** werden  können. 

Umgekehrt,  wenn  q  irgend  ein  reeller  Quatcrnion  ist,  der 


*   Ich  werde  später  «eigen,  dass,  wenn  x,     z  irgend  drei  Skalarc 
sind,  fQr  welche  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  der  Einheit  ist,  so  dass 

,»  +      +  z»  =  1, 

und  wenn  i,  j,  k  irgend  drei  rechte  Radiale  sind,  in  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Ebnen,  dann  der  Ausdruck 

q  =  ix  +jy  +  kt 

einen  anderen  rechten  Radial  bezeichnet,  der  (als  solcher  und  nach  sym- 
bolischen Gesetzen,  die  ich  angeben  werde)  der  Gleichimg  q  *  =  —  1  ge- 
nügt, und  der  daher  einer  der  geometrisch  reellen  Werthe  des  Sym- 
bols Y—T  ist. 

**  Solche  Imaginäre  werden  sich  von  selbst  darbieten  bei  der  Be- 
handlung von  idealen  Durchschnitten  und  von  idealen  Berührungen  in 
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der  Gleichuug  q2  =  -  1  genügt,  so  muss  er  ein  rechter  Radial 
;  denn  wenn  wir,  wie  in  Fig.  42,  annehmen,  dass  ä  AOB  oc 
B  O  C,  so  haben  wir 

*^(0BY_°Jl  OB_OC 
*  ö  \OäJ  -  OÄ*  OÄ  ~  OÄ' 

und  das  Quadrat  von  q  kann  nicht  gleich 
der  negativen  Einheit  werden,  wenn  nicht 
OC=  -  OA  ist,  oder  »  0^4'  in  Fig.  41; 
das  heisst,  wenn  nicht  dio  Linie  O  B  recht- 
winklig zur  Linie  OA  ist,  und  zu  gleicher 
Zeit  ebenso  lang  wie  sie,  wie  in  Fig.  40. 
(1.)   Wenn  wir  daher  die  Gleichung 


in  der  a  =  OA,  und  q  —  O  P,  wie  vorher,  ist,  so  werden  wir 
wissen,  dass  der  Ort  des  Punktes  P  der  Umfang  eines  Kreises 
ist,  dessen  Mittelpunkt  O  ist,  und  dessen  Radius  dieselbe  Länge 
hat,  wie  die  Linie  OA;  die  Ebne  des  Kreises  ist  senkrecht 
zur  gegebenen  Linie.  Mit  anderen  Worten,  der  Ort  von  P 
ist  ein  grösster  Kreis  auf  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der 
Anfangspunkt  ist;  und  der  gegebene  Punkt  A,  auf  derselben 
Kugeloberfläche,  ist  einer  der  Pole  dieses  Kreises. 

(2.)  Im  Allgemeinen  erfordert  die  Gleichung  q2  —  —  «*, 
in  der  a  irgend  ein  (reeller)  Skalar  ist,  dass  der  Quaternion  q 
(wenn  er  reell  ist)  ein  rechter  Quotient  (132)  sei;  die  Zahl 
a  bezeichnet  die  Länge  des  Index  (133)  dieses  rechten  Quo- 
tienten oder  Quaternions  (vergl.  Art.  148,  und  Fig.  41,  bis).  Aber 
die  Ebne  von  q  ist  auch  jetzt  noch  ganz  willkürlich;  die  Gleichung, 

y»  =  -  «» 

wie  die  Gleichung  q2  —  —  1,  die  in  ihr  enthalten  ist,  muss 
daher  so  angesehn  werden  (in  dem  gegenwärtigen  Systeme), 
als  ob  sie  unendlich  viele  geometrisch  reelle  Wurzeln  hat. 

* 

der  Geometrie  durch  Quaternionen  (oder  besser  durch  sogenannte  Biqua- 
ternionen) ;  aber  wir  richten  unsere  Aufmerksamkeit  gegenwärtig  nur  auf 
geometrische  Reelle.   Vergleiche  die  Anmerkungen  zu  Seite  112. 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.]  Geometrische  Quadratwurzeln  der  negativen  Einheit.  171 


(3.)   Daher  drückt  die  Gleichung, 

(*)'--* 

in  der  wir  annehmen,  dass  a  >  0  ist,  aus,  dass  der  Ort  des 
Punktes  P  ein  (neuer)  Kreisumfang  ist;  die  Linie  OA  ist 
seine  Achse*,  und  die  Länge  seines  Radius  ist  =  a  x  der 
Länge  von  OA. 

150.  Ich  füge  hinzu,  dass  der  Index  (133)  und  die  Achse 
(128)  eines  rechten  Radiais  (147),  eins  und  dasselbe  ist;  und 
dass  sein  Reciproker  (134),  sein  Conjugirter  (137),  und  sein  Ent- 
gegengesetzter (143)  einander  säinmtlich  gleich  sind.  Umgekehrt, 
wenn  der  Reciproke  eines  gegebnen  Quaternions  q  gleich  dem 
Entgegengesetzten  dieses  Quaternions  ist,  dann  ist  q  ein  rechter 
Radial;  denn  sein  Quadrat,  q-,  ist  dann  gleich  (vergL  136)  dem 
Quaternion  selbst,  dividirt  durch  seinen  Entgegengesetzten;  und 
daher  (nach  143)  gleich  der  negativen  Einheit  Ferner  ist  der 
Conjugirte  jedes  radialen  Quotienten  gleich  dem  Reciproken 
dieses  Quotienten;  denn  wenn  wir  uns,  in  Fig.  36,  die  drei 
Linien  OA,  OB,  OD'  als  gleich  lang  denken,  oder  wenn  wir, 
in  Fig.  39,  den  Bogen  BA  um  einen  gleichen  Bogen  AB1 
verlängern,  so  haben  wir  die  Gleichung, 

„        OB'      OA  1 

K'i  "  oi  =  ob  =  y 

Und  umgekehrt**, 

wenn  Kq  =  — ,  oder  wenn  qKq  =  1, 
dann  ist  der  Quaternion  q  ein  radialer  Quotient. 


Achter  Abschnitt. 

Ueber  den  Versor  eines  Quaternions,  oder  eines  Veotors;  und 
über  einige  allgemeine  Transformationsformeln. 

151.  Wenn  ein  Quaternion  q  =  ß:a  ein  radialer  Quo- 
tient (146)  ist,  und  wenn  daher  die  Längen  der  beiden  Linien 

*  Ich  verstehe  unter  der  Achse  eines  Kreisea  die  gerade  Linie  senk- 
recht zu  seiner  Ebne,  die  durch  seinen  Mittelpunkt  geht 

**  Daher  ist  denn,  mit  Anwendung  des  Zeichens  der  Normen  [145, 
(11.)],  wenn  Nq  =  1,  q  ein  Radial;  und  umgekehrt,  die  Norm  eines  radi- 
alen Quotienten  ist  stets  gleich  der  positiven  Einheit. 
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a  und  ß  gleich  sind,  so  ist  die  Wirkung  des  Quaternions  q, 
wenn  man  ihn  als  einen  Factor  (103)  in  der  Gleichung  qa  =  ß 
atlflasst,  einlach  eine  Drehung  der  Mnltiplicand-Linie  a  um 
einen  Winkel  in  der  Ehne  von  q  (119),  der  mit  Z-^y  (130)  be- 
zeichnet wird,  und  in  einem  Sinne,  der  durch  die  Richtung 
der  positiven  Achse  Ax.  q  (129)  bestimmt  wird;  so  dass  er  die 
Linie  a  (oder  eine  drehbare  Linie,  die  zuerst  mit  ihr  zusam- 
menfiel) in  eine  neue  Lage  bringt;  nämlich  in  die  der  Produkt- 
Linie  ß.  Und  im  Hinblick  auf  diese  gedachte  Operation  des 
Drehens,  werden  wir  von  jetzt  an  jeden  radialen  Quotienten 
einen  Versor  nennen. 

152.  Ein  Versor  hat  also,  im  Allgemeinen,  eine  Ebne, 
eine  Achse,  und  einen  Winkel;  nämlich  die  des  Radiais  (146), 
dem  er  entspricht,  oder  dem  er  gleich  ist  ;  der  einzige  Unter- 
schied zwischen  ihnen  liegt  in  den  verschiedenen  Gesichtspunk- 
ten* unter  denen  sie  bezüglich  betrachtet  werden;  nämlich,  der 
Radial  als  der  Quotient,  q,  in  der  Formel  <y  =  /?:<*;  und  der 
Versor  als  der  (gleiche)  Factor,  q,  in  der  umgekehrten  Formel 
ß  =  q.cc;  hierbei  ist,  wie  vorher,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden 
Vectoren,  a  und  ß,  gleich  lang  sind. 

153.  Ein  Versor,  wie  ein  Radial  (147),  kann  nur  dann 
zu  einem  Skalar  werden,  wenn  sein  Winkel  einen  oder  den 
anderen  der  beiden  Grenzwerthe,  0  und  7t,  annimmt.  Im  ersten 
Falle  wird  er  die  positive  Einheit  und  im  zweiten  die  negative 
Einheit;  jeder  der  beiden  Einheitsskalare  (147)  wird  hierbei 
als  ein  Factor  (oder  Coefticient,  vergl.  12)  angesehn,  der  an 
einer  Linie  wirkt,  ihre  Richtung  zu  erhalten  oder  umzukcliren. 
Unter  diesem  Gesichtspunkte  können  wir  sagen,  dass  —  1  ein 
Inversor  ist;  und  dass  jeder  rechte  Versor  (oder  Versor  mit 

einem  Winkel  =  *j  ein  Senii-Inversor**  ist;  denn  er  dreht 

die  Linie,  an  der  er  wirkt,  zur  Hälfte  um,  oder  er  dreht  sie 

*  In  einer  gewissermassen  metaphysischen  Ausdrucksweisc  kann  ge- 
sagt werden,  dass  der  radiale  Quotient  da*  Ergcbniss  einer  analytischen 
Mctraehtung  ist,  in  der  zwei  Radien  einer  Kugel  (oder  eines  Kreise«)  in 
Ik'zug  auf  ihre  relative  Richtung  verglichen  werden;  und  dass  der  gleiche 
Versor  das  Mittel  einer  entsprechenden  Synthese  ist,  durch  die  man  sich 
einen  Radius  aus  einem  andern  durch  eine  gewisse  Drehung  erzeugt  denkt. 
Das  Wort  „Semi-Iuversor"  wird  nicht  oft  gebraucht  werden;  aber 
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um  die  Hälfte  von  zwei  rechten  Winkeln  (vergl.  Fig.  41).  Aua 
demselben  Grunde  werden  wir  dazu  gefuhrt,  jeden  rechten 
Versor  (wie  jeden  rechten  Radial,  149,  von  dem  er  sich  ja, 
wie  wir  eben,  in  152,  gesehen  haben,  nur  wie  ein  Factor  von 
einem  Quotienten  unterscheidet)  als  eine  der  Quadratwurzeln 
der  negativen  Einheit  anzusehn,  oder  als  einen  von  den  Wer- 
then  des  Symbols  V—  l. 

154.  Man  kann  in  der  That  bemerken,  dass  die  Wirkung 
eines  rechten  Versors,  der  so  aufgefasst  wird,  als  ob  er  an 
einer  Linie  (in  seiner  Ebne)  wirkt,  die  ist,  diese  Linie  in  einem 
gegebenen  Sinne  um  einen  rechten  Winkel  zu  drehen.  Wenn 
nun  7  ein  solcher  Versor  ist,  und  wenn  qa  =  ß,  so  haben  wir  auch 
(vergl.  Fig.  41),  q  ß  =  —  «;  so  dass  wir,  wenn  a  irgend  eine  Linie 
in  der  Ebne  eines  rechten  Versors  q  ist,  die  Gleichung  haben: 

q.qa  =  -  u\ 

und  es  ist  daher  naturgemäss ,  unter  derselben  Bedingung,  zu 
schreiben , 

7«  =  -  1, 

wie  in  140.  Andererseits  kann  kein  Versor,  der  nicht  recht- 
winklig ist,  ein  Werth  von  V—  1  sein;  oder  kann  der  Glei- 
chung, q*a  =  —  «,  genügen,  wie  Fig.  42  erläutern  kann.  Denn 
in  der  Bedeutung  dieser  letzten  Gleichung,  wenn  sie  auf  die 
Theorie  der  Versoren  angewandt  wird,  ist  mitenthalten,  dass 
eine  Drehung  um  2  Z.  q,  oder  um  das  Doppeitc  des  Winkels 
q  selbst,  gleich  einer  Umkehrung  der  Richtung  ist;  und  daher 
gleich  einer  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel. 

155.  Allgemein,  wenn  u  irgend  ein  Vector  ist,  und  wenn 
a  augenblicklich*  als  Zeichen  für  die  Zahl  gebraucht  wird, 

seine  gelegentliche  Einführung  an  dieser  Stelle  scheint  mir  geeignet,  den 
Gesichtspunkt  zu  beleuchten,  unter  dem  wir  in  diesem  Buche  das  Symbol 
V—  1  betrachten,  wenn  es  als  Bezeichnung  einer  bestimmten  wichtigen 
Klasse  (149)  von  Reellen  in  der  Geometrie  angesehen  wird.  Ich  brauche 
dieses  Symbol  auch,  geometrische  Imaginäre  (vergl.  wieder  Art.  149  und  die 
Anmerkungen  zu  Seite  1 12. 1 13)  zu  bezeichnen,  die  in  Verbindung  mit  idealen 
Durchschnitten  und  mit  idealen  Beruhrungen  in  Betracht  gezogen  werden; 
al>er  mit  solchem  Gebrauch  von  \f—  1  haben  wir  gegenwärtig  nichts  zu  thun. 

*  Ich  werde  bald  eine  allgemeine  Bezeichnung  vorschlagen,  welche  die 
Länge  von  Vectoren  darstellt,  und  nach  der  das  Symbol  Tn  das  bezeich- 
net, was  ich  vorher«  genannt  habe;  aber  ich  will  nicht  jetzt  schon  mehr  als 
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die  seine  Länge  ausdrückt ;  so  dass  a  liier  ein  positiver  Skalar 
ist,  der  zur  positiven  Einheit,  oder  zum  Skalar  +  1,  in  demselben 
Verhältniss  steht,  wie  die  Länge  der  Linie  a  zur  angenommenen 
Linieneinheit  (vergl.  128);  so  bezeichnet  der  Quotient  «:«  im 
Allgemeinen  (vergl.  IG)  einen  neuen  Vector,  der  dieselbe  Rich- 
tung wie  der  angenommene  Vector  a  hat,  dessen  Länge  aber 
gleich  der  angenommenen  Einheit  ist:  so  dass  er  (vergl.  146) 
der  Einhcitsvector  in  der  Richtung  von  «  Ist.  Wir  wollen 
diesen  Einheitsvector  durch  das  Symbol,  Ute,  bezeichnen; 
und  wir  werden  daher  allgemein  schreiben, 

Ua  =  ~,  wenn  a  =  Länge  von  a\ 

das  heisst,  um  es  vollständig  auszudrücken,  wenn  «,  wie  vorher 
angenommen  wurde,  die  (commensurable  oder  incommensurable, 
aber  positive)  Zahl  ist,  welche  die  Länge  in  Bezug  auf  eine 
gewählte  Einheit  darstellt 

156.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  g  =  ß:a  (wie  zu 
Anfang)  ein  allgemeiner  Quaternion  ist,  oder  der  Quotient 
irgend  zweier  Vectoren  a  und  ßf  mögen  sie  gleiche  oder  un- 
gleiche Länge  haben.  Ein  solcher  Quaternion  wird  im  All- 
gemeinen kein  Versor  sein,  oder  wenigstens  nicht  nur  ein  sol- 
cher, nach  der  zuletzt  gegebenen  Definition;  denn  seine  Wir- 
kung wird,  wenn  er  als  ein  Factor  (103)  auf  a  wirkt,  im  All- 
gemeinen nicht  die  sein,  diese  Linie  (151)  nur  zu  drehen,  son- 
dern er  wird,  im  Allgemeinen,  sowohl  die  Länge*,  als  auch 
die  Richtung  ändern.  Aber  wenn  wir  die  beiden  angenommenen 
Vectoren,  a  und  ß,  auf  die  beiden  Einheitsvectoren  Ua  und 
Uß  (155)  reduciren,  und  den  Quotienten  derselben  bilden,  so 
haben  wir  nur  die  relative  Richtung  in  Betracht  gezogen;  und 
das  Resultat  wird  daher  ein  Versor,  in  dem  zuletzt  defiidrten 
(151)  Sinne,  sein.  Ich  schlage  vor,  den  so  erhaltenen  Quotienten, 
oder  Versor,  das  Versor- Element,  oder  kurz,  den  Versor 
des  Quatemions  q  zu  nennen ;  und  werde  dasselbe**  charakte- 

ein  neues  charakteristisches  Zeichen  für  eine  Operation,  wie  X,  oder  T, 
oder  U,  u.  s.  w.,  auf  einmal  einführen. 

*  Durch  eine  Operation,  die  ich  bald  eine  Spannung  nennen  werde, 
und  die  uns  zur  Betrachtung  des  Tensors  eines  Quaternions  führen  wird. 
*•  Für  jetzt  kaun  die  doppelte  Anwendung  der  Charakteristik  U, 
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ristische  Zeichen,  J7,  anwenden,  um  die  Operation,  den  Versor 
eines  Quaternions  zu  bilden,  zu  bezeichnen,  wie  das,  welches 
ich  vorher  angewandt  habe,  die  Operation  (155),  der  ßeduc- 
tion  eines  Vectors  auf  die  Längeneinheit,  ohne  irgend  welche 
Aenderung  seiner  Richtung,  zu  bezeichnen.  In  diesem  Sinne 
bezeichnet  das  Symbol  Uq  den  Versor  von  q\  und  die  vorher- 
gehenden Definitionen  setzen  uns  in  den  Stand  die  allgemeine 
Formel  aufzustellen: 

1  a        U  a 

in  ihr  können  die  beiden  Einheitsvectoren,  Ua  und  Uft,  nach 
Analogie  und  aus  anderen  Gründen,  die  ich  später  darlegen 
werde,  die  Versoren*  der  Vectoren,  a  und  /?,  genannt  werden. 

157.  Wenn  wir  also  von  einem  gegebenen  Quaternion, 
q,  zu  seinem  Versor,  Uq,  übergehen,  so  haben  wir  im  Allge- 
meinen nur  die  Längen  der  beiden  verglichenen  Linien  ge- 


zur  Aushülfe,  um  beides  zu  bezeichnen,  den  Einheitsvector  Ua,  der  von 
einer  gegebenen  Linie  «  abgeleitet  ist,  und  auch  den  Versor  Uq,  der  von 
einem  Quaternion  q  abgeleitet  ist,  hier  so  angeschen  werden,  als  ob 
sie  durch  eine  willkürliche  Definition  eingeführt  worden  ist;  aber  das  ist 
gestattet,  denn  die  Verschiedenheit  der  Zeichen,  hier  a  und  q,  die  bisher 
dazu  dienten,  Vectoren  und  Quaternionen  zu  bezeichnen,  als  den  Gegen- 
ständen, an  denen  die  beiden  Operationen  U  vollzogen  werden,  schützt 
uns  bei  einem  solchem  doppelten  Gebrauch  der  Charakteristik  vor  Miss- 
verstauduissen.  Aber  wir  werden  weiter  finden,  dass  verschiedene 
wichtige  Analogien  sich  ohne  Weiteres  ausdrücken  lassen,  oder  wenigstens 
gefördert  werden,  wenn  die  vorgeschlagene  Bezeichnung  angewandt 
wird.  So  werden  wir  finden  (vcrgl.  die  zweite  Anmerkimg  zu  Seite 
154),  dass  jeder  Vector  a  mit  Nutzen  dem  rechten  Quotienten  gleich- 
gesetzt werden  kann,  dessen  Index  er  ist  (133);  und  dass  ferner  der  Ein- 
heitsvector Ua,  in  demselben  Sinne,  dem  rechten  Radial  (147)  gleich- 
gesetzt werden  kann,  der  (In  dem  zuletzt  definirten  Sinne)  der  Versor 
dieses  rechten  Quotienten  ist.  Wir  werden  uns  auch  veranlasst  sehen,  jeden 
Einheitsvector  &h  die  Achse  einer  Drehung  um  einen  Quadranten,  oder 
einer  rechtwinkligen  Drehung  in  einer  Ebne  senkrecht  zu  ihm,  anzusehen ; 
das  wird  für  uns  ein  weiterer  Antrieb  sein,  von  jedem  solchen  Vector 
als  von  einem  Versor  zu  sprechen.  Uebcrhaupt  scheint  mir,  dass  kein 
Uebelstand,  vielmehr  ein  vielversprechender  Vortheil  darin  liegt,  schon 
jetzt  das  Zeichen  Ua  ah  „Versor  von  a"  zu  lesen;  ebenso  wie  wir  das 
analoge  Zeichen  Uq  als  „Versor  von  q"  lesen  können. 

*  Vergleiche  die  unmittelbar  vorhergehende  Anmerkung. 
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ändert,  nämlich  dadurch,  dass  wir  jede  auf  die  angenommene 
Längeneinheit  (155,  156)  reduciren,  ohne  ihre  Richtung  irgend- 
wie zu  ändern.  Daher  bleiben  die  Ebne  (119),  die  Achse 
(127,  128)  und  der  Winkel  (130)  des  Quaternions  bei  diesem 
Uebergange  ungeändert;  so  dass  wir  die  beiden  folgenden  all- 
gemeinen Formeln  aufstellen  können: 

Z_  Uq  —  L.  q\      Ax.  Uq  =»  Ax.  q. 

Allgemeiner  können  wir  schreiben: 

i_  q  =     und  Ax.  q  =  Ax.  7,  wenn  Uq  =  Uq; 

der  Versor  eines  Quateniions  hängt  nur  von  der  relativen  Rich- 
tung (156)  der  beiden  Linien  ab,  für  die  der  Quatcrnion  selbst 
der  Quotient  (112)  ihrer  Vcctoren  ist,  und  er  ist  auch  umgekehrt 
genügend,  sie  zu  bestimmen;  oder  er  hängt  nur  von  der  Achse 
und  dem  Winkel  der  Drehung  vom  Divisor  zum  Dividenden  (128), 
in  der  Ebne  der  beiden  Linien,  ab ;  so  dass  irgend  zwei  Quatcr- 
nionen,  die  gleiche  Versoren  haben,  auch  gleiche  Winkel  und 
gleiche  (oder  zusammenfallende)  Achsen  haben  müssen,  wie  es 
durch  die  zuletzt  hingeschriebene  Formel  ausgedrückt  wird. 
Umgekehrt  folgt  aus  der  alleinigen  Abhängigkeit  des  Versors 
Uq  von  der  relativen  Richtung*,  dass  irgend  zwei  Quater- 
nionen,  deren  Winkel  und  Achsen  gleich  sind,  auch  gleiche 
Versoren  haben;  oder  in  Zeichen,  dass 

Uq'  «  Uq,  wenn  Z_  q  =  q,  und  Ax.  q  =  Ax.  7. 

So  sahen  wir,  zum  Beispiel  in  138,  dass  der  Conjugirte 

*  Der  Einheitsvector  Uat  für  den  wir  kürzlich  (156)  den  Namen 
Versor  des  Vectors  «  vorgeschlagen  haben,  hängt  ebenso  nur  von  der 
Kichtung  dieses  Vectors  ab;  diese  ausschliessliche  Beziehung,  in  beiden 
Fällen,  zur  Richtung  kann  als  ein  weiterer  Grund  gelten,  ein  und  den- 
selben Namen,  Verso.r,  wie  wir  es  zuletzt  gethan  haben,  und  ein  und  das- 
selbe charakteristische  Zeichen,  U,  anzuwenden,  um  zur  Beschreibung  oder 
Bezeichnung  von  beiden  zu  dienen,  nämlich  des  Eiuheitsvcctqrs  Ua  selbst, 
und  des  Quotienten  zweier  solcher  Einhcitsvcctorcn,  Uq  =  Ufi  :  17«; 
jede  Gefahr  eines  Missverständnisses  ist  hier  wieder  (vergl.  die  Anmer- 
kung zu  Art.  156)  genügend  durch  die  Verschiedenheit  der  beiden  Zeichen, 
a  und  y,  beseitigt,  die  zur  Bezeichnung  des  Vectors  und  des  Quaternions 
angewandt  werden,  welche  bezüglich  die  Gegenstände  der  beiden  Opera- 
tionen sind;  während  beide  Operationen  in  dem  wesentlichen  Punkte 
übereinstimmen ,  dazu  zu  dienen,  das  quantitative  Element  der  absoluten 
oder  relativen  Länge  zu  beseitigen. 
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und  der  Reciproke  eines  Quaternions  gleiche  Winkel  und  gleiche 
Achsen  haben;  es  folgt  daher,  dass  der  Versor  des  Conjugirten 
stets  dem  Versor  des  Reciproken  gleich  ist;  so  dass  wir  die  fol- 
gende allgemeine  Formel*  aufstellen  können, 

UKq=  Uj. 

158.    Ferner  folgt,  da 

dass  der  Versor  des  Reciproken  eines  Quaternions  zugleich  der 
Reciproke  des  Versors  ist;  so  dass  wir  sclireiben  können, 

U-    =  ~;  oder  Uq.U  A   =  1. 

Daher  haben  wir  auch,  nach  einem  früheren  Resultate 
(157),  allgemein, 

U  Kq  =  ^T-;  oder,  Uq.  U  Kq  =  1. 

Es  ist  auch,  da  der  Versor  Uq  stets  ein  radialer  Quotient 
(151,  152)  ist,  der  Conjugirte  (nach  150)  sein  eigener  Reciproker; 
und  daher  zugleich  (vergl.  145)  der  Reciproke  sein  eigener  Con- 
jugirter;  so  dass  das  Produkt  zweier  conjugirten  Versoren,  oder, 
wie  wir  es  früher  genannt  haben  [145,  (11.)]»  gemeinsame 
Norm  stets  der  positiven  Einheit  gleich  ist;  oder  in  Zeichen 
(vergl.  150), 

NUq  =  Uq.KUq  =  1. 

Aus  demselben  Grunde  ist  der  Conjugirte  des  Versors  eines 
Quaternions  gleich  dem  Reciproken  des  Versors,  oder  (nach 
dem,  was  wir  eben  gesehn  haben)  gleich  dem  Versor  des 
Reciproken  des  Quaternions;  und  daher  (nach  157)  auch  gleich 
dem  Versor  dos  Conjugirten,  so  dass  wir  allgemein,  als  Zu- 
sammenfassung der  bisherigen  Resultate,  die  Formel  hinschrei- 
ben können , 

jedes  dieser  vier  Symbole  bezeichnet  einen  neuen  Versor,  der 
dieselbe  Ebne  und  denselben  Winkel  hat,  wie  der  frühere  oder 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art.  138. 
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gegebene  Versor  Uq,  der  aber  eine  entgegengesetzte  Achse 
oder  eine  entgegengesetzte  Drehungsrichtung  hat:  so  dass  er, 
in  Beziehung  auf  den  gegebenen  Versor,  naturgemäss  ein 
Reversor  genannt  werden  kann. 

159.  Was  den  Versor  selbst  betrifft,  mag  er  nun  der 
eines  Vectors  oder  der  eines  Quaternions  sein,  so  ergiebt  die 
Definition  (155)  von  Ua: 

Uxu  —  +  Ucc,  oder  =  —  Ua,  je  nachdem  x  >  oder  <  0; 
denn  (nach  15)  erhält  der  Skahircoefficent  x  im  ersten  Falle 
die  Richtung  des  Vectors  u,  kehrt  sie  aber  im  zweiten  Falle  um ; 
daher  haben  wir  auch,  nach  der  Definition  (156)  von  Uq,  all- 
gemein (vergl.  126,  143). 

Uxq  =  -f  Uq,  oder  =  —  Uq,  je  nachdem  x  >  oder  <  0. 
Der  Versor  eines  Skalars,  den  man  als  den  Grenzwerth  eines 
Quaternions  (131,  139)  ansehn  kann,  ist  gleich  der  positiven 
oder  negativen  Einheit  (vergL  147,  153),  je  nachdem  der  Skalar 
selbst  positiv  oder  negativ  ist;  oder  in  Zeichen, 

Ux  =  +  1,  oder  =  —  1,  je  nachdem  x  >  oder  <  0; 
die  Ebne  und  die  Achse  eines  jeden  dieser  beiden  Einheits- 
skalare (147),  wenn  man  sie  als  Versoren  (153)  auffasst,  ist  — 
wie  wir  schon  gesehn  haben  —  unbestimmt  Der  Versor  eines 
null  Quaternions  (141)  muss  als  ein  ganz  beliebiger  ange- 
sehen werden,  so  lange  wir  nicht  gerade  ein  Gesetz*  keimen, 
nach  dem  der  Quaternion  gegen  Null  convergirt,  ehe  er  diesen 
Grenzwerth  wirklich  erreicht;  in  dem  letzteren  Falle  können  die 
Ebne,  die  Achse  und  der  Winkel  des  Versors**  UQ  völlig 
bestimmt  werden,  als  Grenzwerthe,  die  nach  jenem  Gesetz  ab- 
zuleiten sind.  Der  Versor  eines  rechten  Quotienten  (132),  oder 
eines  rechtwinkligen  Quaternions  (141),  ist  stets  ein  rechter 
Radial  (147),  oder  ein  rechter  Versor  (153);  und  er  ist  daher, 
als  solcher,  eine  der  Quadratwurzeln  der  negativen  Einheit 

(149),  oder  einer  der  Werthe  des  Symbols  Y~  1;  die  Achse 
und  der  Index  eines  solchen  Versors  fallen  (nach  150)  zu- 
sammen ;  und  ebenso  sind  sein  Reciproker,  sein  Coujugirter,  und 
sein  Entgegengesetzter  alle  einander  gleich. 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  ku  Art.  131. 

*•  Wenn  die  Null  in  dem  Symbol ,  U0 ,  als  Zeichen  für  einen  Null- 
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1G0.  Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  ein  vorgeschlagener 
Quaternion  q  schon  ein  Versor  (151)  ist,  in  dem  Sinne,  dass 
er  ein  Radial  (146)  ist,  die  Operation,  seinen  Versor  zu  nehmen 
(150);  keine  Aenderung  hervorbringt;  und  ebenso,  dass,  wenn 
ein  gegebener  Vcctor  a  schon  ein  Einheitsvector  ist,  er  derselbe 
Vector  bleibt,  wenn  er  durch  seine  eigene  Länge  dividirt  wird 
(155),  das  heisst,  in  diesem  Falle  durch  die  Zahl  Eins.  Zum 
Beispiel,  wir  haben  angenommen  (128,  129),  dass  die  Achse 
jedes  Quatemions  ein  Einheitsvector  ist;  wir  können  daher  all- 
gemein, in  der  Bezeichnung  von  155,  die  Gleichung, 

U  (Ax.  q)  =  Ax.  q 
hinschreiben.  Eine  zweite  Operation  U  lässt  also  das  Ergeb- 
niss  der  ersten  Operation  U  ungeändert,  mag  der  Gegenstand 
solcher  aufeinanderfolgenden  Operationen  eine  Linie,  oder  ein 
Quaternion  sein;  wir  haben  daher  die  beiden  folgenden  allge- 
meinen Formeln,  die  nur  im  Zeichen  ftlr  den  Gegenstand  der 
Operationen  verschieden  sind: 

UUa=Ua;  UUq=Uq; 
wir  können  daher,  wenn  wir  vom  Gegenstande  der  Operation 
absehen  (vergl.  145),  kurz  und  symbolisch  schreiben: 

£/2  =  UU=  U. 

101.  Mit  Hülfe  von  145,  158,  159  können  wir  daher  leicht 
(ausser  anderen)  die  folgenden  Transformationen  des  Versors 
eines  Quatcrnions  ableiten: 

U*  =         =  KUq  =  UKq  "  KU  \  m  K~Vj  =  KÜKq 

=  UKq  =  UKT  =  U*q=UKU±-=  UK^  =  (UK)>q; 

Uq  =  Uxq,  wenn  x  >  0;     =  —  Uxq,  wenn  x  <  0. 
Wir  können  auch  allgemein  schreiben, 

die  Parenthesen  sind  hier  unnöthig,  denn  —  wie  ich  bald  aus- 

vector  (2)  angeschen  wird,  so  bezeichnet  das  Symbol  selbst  im  Allge- 
meinen, nach  den  vorhergehenden  Sätzen,  einen  unbestimmten  Einheita- 
veetor; aber  die  Riehtung  dieses  Einheitsvectors  kann  in  gewissen  Unter- 
suchungen als  Grenze,  die  nach  einem  bestimmten  Gesetz  reaultirt,  he- 
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führlicher  zeigen  werde  —  bezeichnet  das  Symbol  Uq1  ein  und 
denselben  Versor,  mögen  wir  es  nun  deuten  als  Bezeichnung 
für  das  Quadrat  des  Versors,  oder  als  den  Versor  des  Quadrats, 
von  q.  Wir  werden  in  unserer  Rechenart  eine  Fülle  allge- 
meiner Umformungen  der  Art  finden;  die  alle,  oder  fast  alle, 
wie  die  vorhergehenden,  schliesslich  von  sehr  einfachen  geo- 
metrischen Begriffen  abhängen;  die  aber  trotz,  oder  besser 
vielleicht  wegen  der  ausserordentlichen  Einfachheit  ihres  Ur- 
sprungs oft  von  Nutzen  als  Elemente  einer  neuen  Art  symbo- 
lischer Sprache  in  der  Geometrie  sind:  und  allgemein,  als  Aus- 
drucksmittel, in  all  den  mathematischen  oder  physikalischen 
Untersuchungen,  auf  die  der  Quaternionencalcül  angewendet 
werden  kann.  Es  ist  indessen  durchaus  nicht  noth wendig,  dass 
der  Leser  sich  schon  jetzt  mit  allen  den  eben  angegebenen  Trans- 
formationen von  Uq  vertraut  mache;  doch  ist  es  gut,  wenn  er 
sich  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugt  und  hierin  mögen  ihn  die 
folgenden  Bemerkungen  vielleicht  unterstützen. 

(1.)  Um  eine  geometrische  Erläuterung  zu  geben,  die  als 
ein  Beweis  der  vorigen  Gleichung, 

q:Kq=  {Uq)\ 

gelten  mag,  können  wir  Fig.  36,  bis.,  benutzen;  in  ihr  haben 
wir,  nach,  145,  (2.), 

1       OB    OA      OB       (OB\*       {  frOb\*      f  rr  V 
*'Kq  =  Ö2'  OK=  OB ?"  [ÖD)    =\UOa)  ~[U9)' 

(2.)  Was  die  Gleichung,  U  {q2)  =  {Uq)2,  betrifft,  so  brauchen 
wir  nur  daran  zu  denken,  dass  die  drei  Linien  OA,  OB,  OC, 
der  Fig.  42,  in  drei  neuen  Punkten  Ä,  B',  C,  (wie  in  Fig.  42,  bis.) 
durch  einen  Einheitskreis  (oder  durch  einen  Kreis,  dessen  Radius 
gleich  der  Längeneinheit  ist),  der  um  ihren  gemeinschaftlichen 
Anfangspunkt  O  als  Mittelpunkt  und  in  ihrer  Ebne  be- 
schrieben ist,  geschnitten  werden;  denn  wenn  dann  die  drei 
Linien  et,  ß,  y,  genannt  werden,  so  sind  die  drei  neuen  Linien 
OÄ,  OB,  OC  (nach  155)  drei  Einheitsvectoren  und  durch 
die  Symbole,  Uu,  Uß,  Uy  zu  bezeichnen;  und  wir  haben  die 
Transformationen  (verg.  1148,  149), 
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(3.)  Was  andere,  vorher  angegebene  Transformationen  (161) 
betrifft,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  einer  augenblicklichen  Zweck- 
es. 42,  bin        mässigkeit  wegen,  und  als  eine  nur  augenblick- 
lich benutzte  Bezeichnungsweise,  schreiben 

«?  =  7> 

obwohl  wir  gesehn  haben  (135),  dass  es  nicht 
nothwendig  ist,  irgend  ein  neues  oder  beson- 
deres Symbol  zu  erfinden,  um  den  Reciproken 
eines  Quaternions  darzustellen,  wenn  wir  aber 
doch,  für  einen  Augenblick,  den  Buchstaben  R 
in  dieser  Weise  anwenden,  als  ein  charakteri- 
stisches Zeichen  der  Reciprocität ,  oder  der 
~jTa  Operation  den  Reciproken  zu  bilden,  die  sym- 
bolischen Gleichungen  (vergl.  145,  158): 

R2  =  K*  =  1 ;    RK=  KR; 
RU=  UR  =  KU=  UK; 
aber  wir  haben  auch  (nach  160),  IP  =  U;  daraus  folgt  leicht, 
dass: 

U=RUR=RKU=RUK=KUR=KR U 
=KUK= URK= UKR= UKUR= UKRU 

=  {UK)*  m  U.  S.  W.. 

(4.)  Die  Gleichung 

U~l  =U-$-,  oder  einfach,  Uq  =  Uß, 

drückt  aus,  dass  der  Ort  des  Punktes  P  die  unendliche  gerade 
Linie,  oder  der  Strahl  [vergl.  132,  (4.)],  ist,  der  von  O  aus  in 
der  Richtung  OB,  aber  nicht  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung gezogen  ist;  denn  sie  ist  gleichbedeutend  mit: 

J7-£-  =  1 ;  oder  Z_  X-  =  0;  oder  q  =  xß,  x  >  0. 

(5.)  Andererseits  drückt  die  Gleichung, 

U±-  =  -  Uß-,  oder  Ug  =  -  Uß, 


[vergl.  132,  (5.)],  dass  der  Ort  von  P  der  entgegengesetzte 
Strahl  von  O  aus  ist;  oder,  dass  er  die  unbegrenzte  Verlängerung 
des  Revectors  BO  ist;  denn  sie  kann  transformirt  werden  in: 

—  —  1;  oder  Z_      =  jt;  oder  g  m  xß,  x  <  0. 

H»mllton,  Qu»t*rnlooen.  13 
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(6.)  Wenn  a,  ß,  y  (wie  in  Nebenart  2)  die  drei  Linien 
OA,  OB,  OC  der  Figur  42  (oder  der  Fig.  42,  bis)  bezeichnen, 

so  dass  wir  (nach  149)  die  Gleichung       =  ^-j^-j*  haben,  dann 

drückt  die  Gleichung, 

allgemein  aus,  dass  der  Ort  von  P  das  System  der  beiden 
letzteren  Orte  ist;  oder  dass  er  die  ganze  unendliche,  nach 
beiden  Seiten  verlängerte,  gerade  Linie  durch  O  und  B  ist 
[Vergl.  144,  (2.)]. 

(7.)  Aber  wenn  die  Linie  y  oder  O  C  zufällig,  wie  O  Ä  in 
Fig.  41  (oder  in  Fig.  41,  bis),  die  entgegengesetzte  Richtung 
wie  a  oder  OA  hat,  so  dass  die  letzte  Gleichung  die  besondere 
Form, 

annimmt,  dann  muss         (nach  154)  ein  rechter  Versor  sein; 

und  umgekehrt,  jeder  rechte  Versor,  dessen  Ebne  a  enthält, 
ist  ein  Werth,  der  (nach  153)  der  Gleichung  genügt  In  diesem 
Falle  ist  daher  der  Ort  des  Punktes  P  [wie  in  132,  (1.),  oder 
in  144,  (1.)]  die  Ebne  durch  O,  senkrecht  zur  Linie  OA;  und 
die  vorige  Gleichung  selbst,  wenn  man  annimmt,  dass  sie  durch 
einen  reellen*  Vector  g  befriedigt  wird,  kann  unter  einer 
der  beiden  früher  angegebenen,  aber  äquivalenten  Formen: 

geschrieben  werden. 


Neunter  Abschnitt. 

Ueber  Bogenveotoren  und  Winkelvectoren,  als  Darstellungen 
der  Vorsoren  von  Quaternionen;  und  über  die  Multipllcation 
und  Division  eines  Vorsors  durch  einen  anderen. 

162.  Da  jeder  Einheitsvector  OA  (129),  der  vom  Anfangs- 
punkte O  aus  gezogen  wird,  in  einem  Punkte  A  auf  der  Fläche 


*  Vergleiche  149,  (2.);  auch  die  zweite  Anmerkung  zu  demselben 
Artikel,  und  die  Anmerkungen  zu  Art  98. 
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endigt,  die  wir  die  Einheitskugel  (128)  genannt  haben,  so  kann 
sein  Endpunkt  A  (1)  als  ein  ihn  darstellender  Punkt  betrachtet 
werden,  dessen  Lage  auf  der  Oberfläche  die  Richtung  der  Linie 
OA  im  Baume  bestimmt,  und  von  dem  man  sagen  kann,  dass 
er  sie  darstellt;  er  bestimmt  auch  die  Richtung  der  Linie, 
wenn  sie  mit  irgend  einem  positiven  Skalar  multiplicirt  (12,  17) 
wird.  Und  dann  kann  man  sagen,  der  Quaternion,  welcher  der 
Quotient  (112)  irgend  zweier  solcher  Einheitsvcctoren  ist,  und 
der  unter  einem  Gesichtspunkte  ein  Radial  (146)  ist,  und  unter 
einem  anderen  ein  Versor  (151),  hat  den  Bogen  eines  grössten 
Kreises  AB,  auf  der  Einheitskugel,  der  die  Endpunkte  der 
beiden  Vectoren  verbindet,  zu  dem  ihn  darstellenden  Bogen. 
Wir  können  diesen  Bogen  auch  einen  Vectorbogen  nennen, 
da  er  eine  bestimmte  Richtung  (vergl.  Art»  1)  hat,  so  wie  sie 
z.  B.  durch  einen  gekrümmten  Pfeil  in  Fig.  39  angedeutet  ist; 
und  da  er  so  mit  seinem  eigenen  Entgegengesetzten  im  Gegen- 
satze steht,  seinem  Entgegengesetzten,  den  wir  nach  Analogie 
den  Revectorbogen  BA  (vergl.  wieder  1)  nennen  können. 

Dieser  letztere  Bogen  stellt,  in  unserem  Sinne,  zugleich 
den  Reciproken  (134),  und  den  Conjugirten  (137),  des  vorigen 
Versors  dar;  denn  er  stellt  den  entsprechenden  Reversor 
(158)  dar. 

163.  Diese  Art  der  Darstellung  von  Versoren  von  Qua- 
ternionen  durch  Vectorbogen  würde  gewiss  sehr  unvollkommen 
sein,  wenn  nicht  Gleiches  durch  Gleiches  dargestellt  würde. 
Wir  wollen  daher  die  Definition  aufstellen,  wie  es  anderweitig 
natürlich  ist,  dass  ein  Vectorbogen  A  B  auf  der  Einheitskugel 
jedem  anderen  Vectorbogen  CD  gleich  ist,  der  von  ihm  abge- 
leitet werden  kann,  dadurch,  dass  man  ihn  auf  seinem  eigenen 
grössten  Kreise  gleiten*  lässt  (oder  sich  vorstellt,  dass  er 


*  Einige  Hülfe  für  die  Anschauung  kann  man  hier  aus  dem  Anblick 
der  Fig.  34  gewinnen,  in  der  zwei  gleiche  Winkel  auf  der  Oberfläche  ein 
und  desselben  Pultes  aufgezeichnet  sind.  Oder  die  vier  Linien  OA,  OB, 
OC,  OD,  von  Fig.  35,  kann  man  sich  jetzt  als  gleich  lang  denken;  oder 
annehmen,  dass  sie  durch  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0  geschnitten 
werden,  wie  in  der  Abänderung  der  Figur,  die  ein  wenig  spatei  in  Art. 
163  gegeben  ist 
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gleitet),  ohne  irgend  welche  Aenderung  seiner  Länge  oder  Um- 
kehrung  seiner  Richtung. 

In  der  That  sind  die  beiden  gleichschenkligen  und  ebnen 
Dreiecke  AOB,  COD,  die  den  Anfangspunkt  O  zu  ihrer  ge- 
meinsamen Spitze  haben  und  auf  den  Söhnen  der  beiden  Bogen 
als  Basen  ruhn,  ^complanar,  gleich  und  ähnlich  gelegen;  so 
dass  wir  (nach  117,  118)  hier  schreiben  können: 

JAOBKCOD,  g3-§fi 

die  Bedingung  für  die  Gleichheit  der  Quotienten,  (das  heisst 
hier  der  Versoren)  die  durch  (he  beiden  Bogen  dargestellt  werden, 
ist  also  erfüllt.  Wir  werden  bisweilen  diese  Art  von  Gleich- 
heit zweier  Vectorbogen,  AB  und  CD,  durch  die  Formel: 

-  A  B  =  -  CD, 
Fig.  35.  bi«.  bezeichnen;  und  dann  ist  es  klar,  (vergl. 

125,  und  den  früheren  Art  3),  dass  wir 
auch  haben  werden  durch  eine  Inversion 
und  Umwechslung,  wie  wir  es  nennen 
können,  die  beiden  anderen  Formeln  von 
Bogengleichheit: 

-BA  =  ~DC;  ~AC=-BD. 
(Vergleiche  die  nebenstehende  Figur  35,  bis.) 

164.  Umgekehrt  müssen  ungleiche  Versoren  in  unserem 
Sinne  durch  ungleiche  Vectorbogen  dargestellt  werden;  und 
wir  werden  deshalb  irgend  zwei  solche  Bogen,  für  unsern 
Zweck,  als  ungleich  ansehn  (vergl.  2),  auch  wenn  sie  der  Grösse 
nach  übereinstimmen,  oder  wenn  sie  dieselbe  Anzahl  Grade 
enthalten,  vorausgesetzt,  dass  sie  sich  in  ihrer  Richtung  unter- 
scheiden ;  und  das  kann  auf  einem  der  beiden  folgenden  Hauptwege 
der  Fall  sein.  Erstens,  sie  können  entgegengesetzte  Bogen  auf 
einem  grössten  Kreise  sein,  wie  zum  Beispiel  ein  Vectorbogen 
AB  und  der  entsprechende  Revectorbogcn  BA\  und  so  können 
sie  bezüglich  einen  Versor  ÖB'.OA,  und  den  entsprechenden 
Reservor  OA-.OB  darstellen  (162).  Oder  zweitens,  die  beiden 
Bogen  können  zu  verschiedenen  grössten  Kreisen  gehören,  wie 
AB  und  BC  in  Fig.  43;  in  diesem  letzteren  Falle  stellen  sie 
zwei  radiale  Quotienten  (146)  in  verschiedenen  Ebnen  dar;  oder 
(vergl.  119)  zwei  diplanare  Versoren,  OB-.OA,  und  OC:OB\ 
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aber  ich  habe  allgemein  (122)  gezeigt,  dass  diplanare  Quater- 
nionen  stets  ungleich  sind;  ich  sehe  daher  hier  wieder  die 


eines  Vectorbogens,  als  der  Darstellung  eines  Versors  (162), 
anzusehn.  Aber  auch  wenn  wir  uns  nicht  ausdrücklich  auf 
Versoren  beziehen,  können  wir  sehn,  dass,  wenn  wir,  in  Fig.  43, 
annehmen,  dass  B  der  Mittelpunkt  eines  Bogens  AA'  eines 
grössten  Kreises  ist,  so  dass  wir,  mit  Benutzung  einer  früheren 
Bezeichnungsweise  (163),  die  Bogengleichung 

~AB  =  BA', 

aufstellen  können,  wir  nicht  auch  schreiben  könnten  (vergl.  105): 

^  AB  =  ^BC; 

denn  die  beiden  coinitialen  Bogen,  BA'  und  BQ  die  in  ver- 
schiedenen Punkten  endigen,  müssen  (vergL  2)  als  Vectorbogen 
ungleich  sein.  Wenn  wir  andererseits  nicht  zulassen  wollten, 
(wie  in  163),  dass  zwei  complanare  Bogen,  wenn  sie  gleich  lang 
und  gleich  (nicht  entgegengesetzt)  gerichtet  sind,  wie  AB  und 
CD  in  der  vorigen  Fig.  35,  bis,  gleiche  Vectoren  sind,  würden 
wir  nicht  mit  JSutzen  von  Gleichheit,  die  zwischen  Bogenvec- 
toren  unter  irgend  welchen  Umstanden  besteht,  sprechen  kömien. 
So  werden  wir  denn  dazu  geführt,  allgemein  den  Begriff  einer 
Ebne,  oder  eines  grössten  Kreises  als  verschieden  von  einem 
andern,  als  ein  Element  in  den  Begriff  eines  Vectorbogens  ein- 
zuführen.   Und  wir  müssen  uns  daher  im  Allgemeinen  vor- 

*  Ich  sage,  im  Allgemeinen;  denn  wir  werden  bald  sehn,  dass  in 
einem  Sinne  alle  grössten  Halbkreise,  als  Vectorbogen  betrachtet,  einander 
gleich  genannt  werden  können. 


Fl*«. 


Bogen,  AB  und  BC,  selbst  als 
ungleiche  Vectoren,  wie  ich  es 
genannt  habe,  an. 


165.  Auf  diese  "Weise  werden 
wir  denn  dazu  geführt  (vergl. 
122),  den  Begriff  einer  Ebne, 
oder  der  Lage  eines  grössten 
Kreises  auf  der  Einheitskugel  als 
einen,  im  Allgemeinen*,  wesent- 
lichen Bestandteil  des  Begriffes 
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stellen,  dass  eine  Gleichung  zwischen  zwei  solchen  Bogen  zwei 
Beziehungen  von  Coarcualität  einschliesst  Zum  Beispiel,  die 
Gleichung  AB  =  CD,  des  Art  163,  schliesst  allgemein,  als 
einen  Theil  ihrer  Bedeutung,  die  Behauptung  (vergl.  123)  ein, 
dass  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  zu  ein  und  demselben 
grössten  Kreise  der  Einheitskugel  gehören;  oder  dass  jeder 
der  beiden  Punkte,  C  und  D,  coarcual  mit  den  beiden  anderen 
Punkten,  A  und  B,  ist. 

166.  Es  giebt  indessen  einen  bemerkenswerthen  Aus- 
nahmefall, in  dem  zwei  Vectorbogen  gleich  genannt  werden 
können,  obwohl  sie  in  verschiedenen  Ebnen  hegen;  nämlich, 
wenn  sie  beide  grösste  Halbkreise  sind.  In  der  That  stellt, 
in  unserem  Sinne,  jeder  grösste  Halbkreis,  AA',  wenn  man  ihn 
als  einen  Vectorbogen  ansieht,  einen  Inversor  (153)  dar;  oder 
er  stellt  die  negative  Einheit  dar  (O  A' :  OA  =  —«:«==  —  1), 
als  den  einen  Grenzwerth  eines  Versors;  aber  wir  haben  ge- 
sehn (159),  dass  ein  solcher  Versor  im  Allgemeinen  keine  be- 
stimmte Ebne  hat.  Während  daher  der  erste  und  letzte  Punkt, 
oder  (vergl.  1)  der  Anfangspunkt  A  und  der  Endpunkt  B, 
eines  Vectorbogens  AB  im  Allgemeinen  genügen,  die  Ebne 
des  Bogens  zu  bestimmen,  welcher  der  kürzeste  oder  direkteste 
Weg  (vergl.  112,  128)  auf  der  Kugel  von  einem  zum  andern 
Punkte  ist;  so  wird,  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  einer  der 
beiden  gegebenen  Punkte  dem  andern  diametral  entgegengesetzt 
ist,  wie  A '  und  A,  die  Richtung  der  Bahn  unbestimmt.  Wenn 
wir  daher  nur  auf  die  erzeugte  Wirkung,  in  Bezug  auf  die 
Lagenänderung  eines  Punktes,  sehn,  wie  sie  durch  eine  Veetion 
(oder  Bewegung)  auf  der  Kugel  hervorgebracht  wird,  so 
können  wir  sagen,  dass  alle  grössten  Halbkreise  gleiche  Vector- 
bogen sind;  jeder  dient  einfach  dazu,  unter  dem  Gesichtspunkte, 
unter  dem  wir  ihn  betrachten,  einen  Punkt  aus  einer  Lage  in 
die  entgegengesetzte  zu  bringen;  und  dadurch,  (wie  durch  den 
Factor  —  1,  den  er  hier  darstellt)  die  Richtung  des  Radius, 
der  zu  dem  Punkte  auf  der  Einheitskugel  gezogen  ist,  umzu- 
kehren. 

(1.)    Die  Gleichung, 

AA  =  BB', 

iu  der  hier  angenommen  ist,  dass  A'  zu  A,  und  B'  zu  B  eut- 
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gegengesetzt  ist,  genügt  augenscheinlich  den  allgemeinen  Be- 
dingungen der  Coarcualität  (165);  deun  die  vier  Punkte  A,B,A'  B' 
liegen  alle  auf  einem  grössten  Kreise.  Es  ist  klar,  dass  die- 
selbe Bogengleichung  (wie  in  163)  auch  invertirt  und  alternirt 
werden  kann;  so  dass, 

-  A'A  =  ~B'B,  und  ~AB  =  ^A'B'. 

(2.)  Wir  können  auch  sagen  (vergl.  2),  dass  alle  null 
Bogen  gleich  sind,  da  sie  keinen  Einfluss  auf  die  Lage  eines 
Punktes  auf  der  Kugel  ausüben;  und  wir  können  daher  allge- 
mein schreiben, 

~AA  =  -  BB  =  ü, 

und  die  alternirte  Gleichung,  oder  Identität,  ~  AB  =  -»  AB. 

(3.)  Jeder  solcher  null  Vectorbogen  AA  ist»  in  unserem 
Sinne,  eine  Darstellung  des  anderen  Einheitsskalars,  nämlich 
der  positiven  Einheit,  die  als  ein  zweiter  Grenzwerth  eines 
Versors  (153)  angesehn  werden  kann;  und  seine  Ebne  ist 
gleichfalls  unbestimmt  (159j,  wenigstens  wenn  nicht  irgend  ein 
Gesetz  gegeben  ist,  nach  dem  man  sich  vorstellen  kann,  dass 
die  Bewegung  auf  dem  Bogen  von  einem  gegebenen  Punkte  A 
aus  beginnt  und  zu  einem  dem  Punkte  A  unendlich  nahen 
Punkte  B  auf  der  Kugel  geht. 

167.  Der  hauptsächlichste  Gebrauch  von  Vectorbogen 
besteht  in  unserer  Theorie  darin,  dass  sie  als  Hülfsniittcl  dienen, 
die  Alultiplication  und  Division  irgend  zweier  diplanaren  Ver- 
soren  (vergL  119,  164)  vermittelst  eines  sphärischen  Dreiecks 
darzustellen  und  gewissermassen  zu  construiren.  In  der  That 
können  irgend  zwei  solche  Versoren  von  Quaternionen  (156), 
als  radiale  Quotienten  (152)  betrachtet,  leicht  durch  das  all- 
gemeine Verfaliren  des  Art.  120  auf  die  Formen, 

q  =  ß:a=OB:OA,        q  =  y :  ß  =  O  C:  0  B, 
gebracht  werden,  wo  A,  B,  C  Ecken  eines  solchen  Dreiecks 
auf  der  Einheitskugel  sind;  und  dann  giebt  (nach  107)  der 
erste  Quotient  multiplicirt  mit  dem  zweiten  als  Produkt: 

q  ,q  =  y:a=  Od  OA. 
Wenn  wir  daher,  (im  Sinne  des  Art.  1),  irgend  zwei  aufeinander- 
folgende Bogen,  wie  AB  und  BC  in  Fig.  43,  in  Bezug  zu  ein- 
ander Vector  und  Provector  nennen,  und  den  dritten  Bogen  ACf 
der  vom  Anfangspunkt  des  ersten  zum  Endpunkt  des  zweiten 
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geht,  (in  demselben  Sinne),  Transvector  nennen:  so  können  wir 
jetzt  sagen,  dass  bei  der  Multiplication  irgend  eines  Versora  (eines 
Quaternions)  mit  irgendeinem  andern  dasProduct  q'.q,  oder q'q, 
durch  den  entsprechenden  Transvectorbogen  A  C  dargestellt  wird, 
wenn  zugleich  der  Multiplicand*  q  durch  einen  Vectorbogen 
AB,  und  wenn  der  Multiplicator  q'  ebenso  durch  einen  Pro- 
vectorbogen  BC  dargestellt  werden ;  und  diese  Art  der  Darstellung 
ist  nach  dem,  was  wir  bereits  gezeigt  haben,  stets  möglich. 

1 68.  Eine  der  bemerkenswerthesten  Folgen  dieser  Construction 
der  Multiplication  von  Versoren  ist  die  folgende  rdassderWerth 
des  Productes  zweier  diplanaren  Versoren  (164)  von 
der  Reihenfolge  der  Factoren  abhängt;  oder  dass  q'q 
und  qq  ungleich  sind,  wenn  nicht  q'  complanar  (119)  mit  q  ist 
Denn  es  seien  AÄ  und  CC  irgend  zwei  Bogen  von  grössten 
Kreisen,  in  verschiedenen  Ebnen,  die  einander  im  Punkte  B 
halbiren,  wie  Fig.  43  zeigen  kann;  so  dass  wir  die  beiden 
Bogengleichungen  (163)  haben, 

^  AB  =  ~BA',  und  ~BC=~C'B; 

dann  wird  der  eine  oder  der  andere  der  beiden  folgenden 
Fälle  stattfinden.  Entweder,  1),  sind  die  beiden,  einander  hal- 
birenden  Bogen  beide  Halbkreise;  in  diesem  Falle  sind  die 
beiden  neuen  Bogen,  AC  und  CA',  in  der  That  beide  Theile 
eines  grössten  Kreises,  nämlich  desjenigen,  dessen  Pol  B  ist, 
aber  sie  haben  in  ihm  entgegengesetzte  Richtungen;  denn,  in 
diesem  Falle,  liegen  A'  und  C  dem  A  und  C  diametral  gegen- 
über und  daher  wird  [nach  166,  (1.)]  der  Gleichung 

~AC=  ~A'C 
genügt,  aber  nicht  der  Gleichung 

~AC=~  CA. 

Oder,  2),  die  Bogen  AA'  und  CC,  von  denen  wir  annehmen, 
dass  sie  sich  in  B  gegenseitig  halbiren,  sind  nicht  beide  Halb- 
kreise, wenn  auch  zutällig  der  eine  von  ihnen  ein  solcher  ist;  in 
diesem  Falle  gehören  die  Bogen  A  C,  CA'  zu  zwei  verschiedenen 
grössten  Kreisen,  sie  sind  diplanar  und  daher,  als  Vectoren 
betrachtet,  ungleich.    (Vergleiche  den  ersten  und  zweiten  Fall 

*  Wir  schreiben  hier,  wie  in  1U7,  und  anderwärts,  da«  Zeichen  des 
Multipiicators  zur  linken  Hand  und  das  des  Multiplicandus  zur  rechten. 
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des  Art.  164.)  In  beiden  Fällen  sind  daher  AC  und  CA' 
ungleiche  Vectorbogen;  aber  der  erste  stellt,  wie  wir  gesehn 
haben  (167),  das  Product  q'q  dar;  und  der  zweite  stellt  ebenso 
das  andere  Product  qq'  derselben  beiden  Versoren  in  umge- 
kehrter Reihenfolge  dar;  denn  er  ist  der  neue  Transvectorbogen, 
wenn  C'B  (=  BC)  als  der  neue  Vectorbogen  angesehn  wird, 
und  BA'  (=  AB)  als  der  neue  Provectorbogen,  wie  es  in 
Fig.  43  durch  die  gekrümmten  Pfeile  angedeutet  ist  Die  beiden 
Producte,  q'q  und  qq',  sind  daher,  wie  vorher  behauptet  wurde, 
selbst  ungleich,  wenn  sie,  wie  angenommen  worden  ist,  dipla- 
nar  sind. 

169.  Andrerseits  ist  leicht,  auf  mehrfachen  verschiedenen 
Wegen  zu  zeigen,  dass,  wenn  die  beiden  Factoren,  q  und  q'f 
complanare  Versoren  sind,  ihre  Producte,  q'q  und  qq',  gleich  sind 
wie  in  der  Algebra.  So  können  wir  uns  vorstellen,  dass  der 
Bogen  CC,  in  Fig.  43,  um  seinen  Mittelpunkt  B  gedreht  wird, 
bis  der  sphärische  Winkel  CB  A'  verschwindet;  und  dann  werden 
die  beiden  neuen  Transvectorbogen,  AC  und  CA',  augen- 
scheinlich nicht  nur  complanar,  sondern  gleich,  in  dem  Sinne 
des  Art  163,  da  sie  auch  jetzt  noch  gleich  lang  und  dazu 
gleich  gerichtet  sind.  Oder,  in  Fig.  35,  bis,  des  zuletzt  ange- 
führten Artikels,  können  wir  uns  einen  Punkt  E  denken,  der 
den  Bogen  BC  halbirt,  und  daher  auch  den  Bogen  AD,  der 
mit  ihm  commedial  (vergl.  Art  2,  und  die  zweite  Figur  3  dieses 
Artikels)  ist;  und  dann  können  wir,  wenn  wir  den  einen  Versor 
q  durch  einen  der  beiden  gleichen  Bogen,  AE,  ED  darstellen, 
zugleich  den  andern  Versor  q  durch  einen  der  beiden  andern 
gleichen  Bogen  EC,  BE  darstellen;  sodass  das  eine  Product, 
q'q,  durch  den  Bogen  CA  dargestellt  wird,  und  das  andere 
Product,  qq',  durch  den  gleichen  Bogen  BD.  Oder  wir  können, 
ohne  Beziehung  auf  Vectorbogen,  annehmen,  dass  die  beiden 
Factoren  sind, 

7  =  ß:a=  OB.OA,        q  =  y :  a  =  O  C:  OA\ 

OA,  OB,  OC  seien  irgend  drei  complanare  und  gleich  lange 
grade  Linien  (siehe  wieder  Fig.  35,  bis);  denn  dann  haben 
wir  nur  eine  vierte  Linie,  3  oder  OD,  von  derselben  Länge 
und  in  derselben  Ebne  zu  bestimmen,  die  der  Gleichung  Ö\y 
=  ß:a  (117)  genügt,  und  daher  auch  (nach  125)  der  alter- 
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nirten  Gleichung,  d:ß=y:a;  und  dann  folgt*  (nach  107)  un- 
mittelbar, dass, 

p      u        a        f  u 

Wir  können  daher,  für  irgend  zwei  Versoren  von  Quaternionen, 
q  und  q,  auf  die  beiden  folgenden  reeiproken  Beziehungen 
schliessen : 

L  ..  q'q  =  qq',  wenn  q'\\\q  (123); 
II.  .  .  wenn  q  q  =  qq\  dann  ist  q    \\q  (168) ; 

Vertauschbarkeit  der  Factoren,  was  ihre  Stellen  im  Producte 
betrifft,  ist  daher  zugleich  eine  Folge  und  ein  Beweis  der 
Complanarität. 

170.  In  dem  ersten  Falle  des  Art.  168  sind  die  Factoren 
q  und  q  beide  rechte  Yersoren  (153) ;  und  da  wir  gesehn  haben, 
dass  dann  ihre  beiden  Producte,  q  q  und  qq'%  Versoren  sind, 
die  durch  gleich  lange,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Bogen 
eines  grössten  Kreises  dargestellt  werden,  wie  in  dem  ersten 
Falle  von  164,  so  folgt  (vergl.  162),  dass  die  beiden  Producte 
zugleich  reeiprok  (134)  und  conjugirt  (137)  zu  einander  sind; 
oder  dass  sie  zu  einander  in  der  Beziehung  von  Versor  und 
Reversor  (158)  stehn.  Wir  können  daher,  allgemein,  schreiben, 

l...qq'  =  Kq'q,    und     IL  . .  qq  =  4^  , 

wenn  q  und  q'  irgend  zwei  rechte  Versoren  sind;  denn  die 
Multiplication  irgend  zweier  solcher  Versoren,  in  zwei  ent- 
gegengesetzten Reihenfolgen,  kann  stets  durch  eine  Figur,  wie 
ich  sie  zuletzt  mit  43  bezeichnet  habe,  dargestellt  oder  con- 
struirt  werden,  in  der  die  einander  halbirenden  Bogen  AA' 
und  CC  Halbkreise  sind.  Die  zweite  Formel  kann  auch  so 
geschrieben  werden  (vergl.  135,  154): 

III.  .  .  wenn  q-  =  —  1,  und  y'2  =•  —  l,dann  ist  q'q-qq  =  +  1; 
und  unter  dieser  Form  stimmt  sie  augenscheinlich  mit  der 

*  Man  übersieht,  dass  ich  in  dein  letzten  Schlussverfahren  keinen 
Gebrauch  von  der  vorausgesetzten  Längengleichheit  der  vier  verglichenen 
Linien  gemacht  habe;  so  dass  wir  genau  auf  demselben  Wege  beweisen 
könnten,  dass  q'q  =  qq\  wenn  q'  j  |  I  q  (123),  ohne  anzunehmen,  dass  die 
beiden  complanaren  Factoren  oder  Quaternionen.  q  und  q\  Versoren  sind. 
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gewöhnlichen  Algebra  überein,  denn  sie  drückt  aus,  dass  unter 
den  angenommenen  Bedingungen, 

aber  wir  werden  finden,  dass  diese  letztere  Gleichung  in  der 
allgemeinen  Theorie  der  Quaternionen  keine  Identität  ist 

171.  Wenn  die  beiden  einander  halbirenden  Halbkreise 
sich  gegenseitig  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so  werden 
die  conjugirten  Producte  durch  zwei  Quadranten  eines  grössten 
Kreises  dargestellt,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  durchlaufen 
sind.  Es  folgt  daraus,  dass  wenn  zwei  rechte  Versoren,  die 
in  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebnen  liegen,  mit  einander 
in  der  einen  und  anderen  Reihenfolge  multiplicirt  werden,  die 
beiden  sich  ergebenden  Producte  zwei  entgegengesetzte  rechte 
Versoren  in  einer  dritten  Ebne  sein  werden,  die  rechtwinklig 
zu  den  beiden  vorigen  ist;  oder  in  Zeichen,  dass, 

wenn  y 2  =  —  1 ,  q"1  =  —  1,  und  Ax.  q  ±  Ajl  q, 

dann, 

{q'qf  =  (qq')*  =  -  1,      q'q  -  -  qq  ' \ 

und, 

Ax.  q'q  _L  Ax.  q,       Ax.  q'q  ±  Ax.  q '. 

In  diesem  Falle  haben  wir  daher,  was  in  der  Algebra  wider- 
sinnig sein  würde,  nämlich  die  Gleichung, 

{q'q)-  wm  -f'*.?*, 

wenn  q  und  q'  irgend  zwei  rechte  Versoren  in  zwei  recht- 
winkligen Ebnen  sind;  aber  wir  sehen,  dass  dies  Resultat  nicht 
widersinniger,  dem  äusseren  Anscheine  nach,  ist,  als  die 
Gleichung 

q'q  =  -  qq', 

die  unter  denselben  Bedingungen  statt  hat.  Und  wenn  wir 
dazu  übergehen,  das,  was  nach  den  letzten  Atiseinandersetzungen 
die  Bedeutung  der  letzten  Gleichung  genannt  werden  kann, 
aufzusuchen,  so  finden  wir,  dass  sie  einfach  folgende  ist:  irgend 
zwei  Drehungen  um  einen  Quadranten  oder  rechte  Drehungen, 
in  zu  einander  rechtwinkligen  Ebnen,  setzen  sich  zu  einer 
dritten  rechten  Drehung  in  einer  Ebne  senkrecht  zu  jeder  von 
ihnen,  als  ihrer  Resultante,  zusammen;  und  diese  dritte  oder 
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resultirende  Drehung  findet  in  dem  einen  oder  entgegengesetzten 
Sinne  statt,  je  nach  der  Reihenfolge,  in  der  die  beiden  com- 
ponirenden  Drehungen  erfolgen,  so  dass  also  stets  die  eine 
nach  der  andern  stattfindet. 

172.  Ich  beabsichtige,  im  nächsten  Abschnitt  auf  die  Betrach- 
tung eines  solchen  Systems  rechter  Versoren  zurückzukommen, 
wie  dasjenige  ist,  welches  ich  hier  kurz  berührt  habe;  aber  ich 
möchte  schon  jetzt  bemerken  (vergl.  167),  dass  ein  sphärisches 
Dreieck  ABC,  vermittelst  der  darstellenden  Bogen  (162),  nicht 
nur  dazu  dienen  kann,  die  Mnltiplication,  soudern  auch  die 
Division  irgend  eines  von  zwei  diplanaren  Versoren  (oder  radialer 
Quotienten)  durch  einen  andern,  darzustellen.  In  der  That 
brauchen  wir  uns  nur  vorzustellen  (vergl.  Fig.  43),  dass  der 
Vectorbogen  AB  einen  gegebenen  Divisor,  sagen  wir  q,  oder 
ß'.u,  darstellt,  und  der  Transvectorbogen  AC  (167)  einen  ge- 
gebenen Dividenden,  sagen  wir  q",  oder  y:a;  denn  dann  stellt 
der  Provectorbogen  BC  (vergl.  wieder  167),  in  demselben 
Sinne,  den  Quotienten  dieser  beiden  Versoren  dar,  nämlich 
q":q,  oder  y.ß  (106),  oder  den  zuletzt  q'  'genannten  Versor; 
daher  haben  wir  allgemein,  nach  106,  107,  120,  für  Quater- 
nionen,  wie  in  der  Algebra,  die  beiden  Identitäten: 

{q":q).q  =  q",  l'V1mf' 

173.  Es  muss  indessen  beachtet  werden,  dass  wir,  aus 
schon  angegebenen  Gründen,  für  diplanare  Versoren  nicht  eine 
solche  Gleichung  wie  q.  {q":q)  =  q"  anwenden  dürfen;  denn 
wir  haben  (168)  gefunden,  dass  für  solche  Versoren  die  ge- 
wöhnliche algebraische  Identität,  qq  =  q'q,  aufhört  richtig  zu 
sein.  In  der  That  können  wir,  nach  169,  jetzt  die  beiden  um- 
gekehrten Formeln  aufstellen: 

l...q{q":q)  =  q",  wenn  q"\\\q  (123); 
II.  . .  wenn  q  (q":  q)  =  q",  dann  ist  q"\\\  q. 

Demgemäss  wird  in  Fig.  43,  wenn  q,  q  ,  q"  wieder  durch  die 
Bogen  AB,  BC,  A C  dargestellt  werden,  das  Product  q (q ": q), 
oder  qq',  nicht  durch  A  C  dargestellt,  sondern  durch  den  andern 
Bogen  CA'  (168),  von  dem  wir  gesehn  haben,  dass  er  als 
Vectorbogen  dem  vorigen  ungleich  ist;  obwohl  die  beiden 
letzteren  Bogen,  AC  und  CA',  stets  gleich  lang  sind  und 
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daher  gleiche  Winkel  im  Mittelpunkte  O  der  Einheitskugel 
umfassen;  so  dass  wir  allgemein  für  irgend  zwei  Versoren 
(oder  auch  für  irgend  zwei  Quaternionen)  *,  q  und  q",  die 
Formel  haben: 

L.q{q"'.q)  =  Z_  q" . 

174.  Eine  andere  Art  der  Darstellung  von  Versoren,  oder 
besser  zwei  neue  Arten,  obwohl  aufs  innigste  mit  einander 
verbunden,  mögen  hier  kurz  bemerkt  werden. 

1)  Wir  können  den  Winkel  AOB,  im  Mittelpunkt  O  der 
Einheitskugel ,  wenn  wir  uns  vorstellen,  dass  er  nicht  nur  eine 
bestimmte  Grösse,  sondern  auch  eine  bestimmte  Ebne  (110) 
und  eine  gegebene  Richtung  in  ihr  hat,  wie  sie  durch  einen  der 
gekrümmten  Pfeile  in  Fig.  39,  oder  durch  den  Pfeil  in  Fig.  33 
angedeutet  wird,  nach  Analogie  einen  Vector-Winkel  nennen; 
und  können  sagen,  dass  er  den  Versor  OB:  OA  darstellt,  oder 
dass  er  sein  darstellender  Winkel  ist,  vro  OA,  OB  Radien  der 
Einheitskugel  sind. 

2)  Oder  wir  können  den  geradlinigen  Winkel  AOB  im 
Mittelpunkt  durch  den  gleichen  sphärischen  Winkel  AC B 
im,  wie  wir  sagen  können,  positiven  Pol  des  darstellenden 
Bogens  AB  ersetzen;  so  dass  CA  und  C B  Quadranten  sind; 

nr.  44.         und  die  Drehung  im  Pole  C,  vom  ersten  der 
— beiden  Quadranten  zum  zweiten,  wenn  sie  von 
/      einem  Punkte  ausserhalb  der  Kugel  angesehn 
/       wird,  die  Richtimg  hat,  welche  wir  zur  po- 
/        sitiven  gewählt  (111,  127)  haben,  wie  sie  in  der 
nebenstehenden  Figur  44  angedeutet  ist:  und 
v  dann  können  wir  diesen  sphärischen  Winkel 

^  als  einen  neuen  Winkelrepräsentanten  desselben 

Versors  q,  oder  von  OB.OA,  ansehn,  wie  vorher. 

175.  Denken  wir  uns  jetzt,  dass  wir  nach  der  Benutzung  eines 
ersten  sphärischen  Dreiecks  A BC,  zur  Construction  (wie  in  167) 
der  Multiplication  irgend  eines  gegebenen  Versors  q,  mit  irgend 

*  Wir  werden  bald  sehn,  dass  verschiedene  Formeln  diese«  Ab- 
schnittes, in  Betreff  der  Multiplication  und  Division  von  Versoren,  als 
radiale  Quotienten  (151)  betrachtet,  wenig  oder  keiner  Aenderung  be- 
dürfen, wenn  man  zu  den  entsprechenden  Operationen  an  Quaternionen , 
als  allgemeinen  Quotienten  von  Vectoren  (112),  übergeht. 
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einem  anderen  gegebenen  Versor  q',  ein  zweites  oder  polares 
Dreieck  bilden,  dessen  Ecken  A\  B',  C  respective,  in  dem 
eben  angegebenen  Sinne,  die  positiven  Pole  der  drei  aufeinander- 
folgenden Seiten  BC,  CA,  AB  des  vorigen  Dreiecks  sind; 
und  dass  wir  dann  zu  einem  dritten  Dreieck  A'B"C,  einem 
Theile  derselben  Halbkugel  B'B",  wie  das  zweite,  tibergehn, 
indem  wie  für  B"  den  dem  B'  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  nehmen;  so  dass  2?"  der  negative  Pol  des  Bogens  CA, 
oder  der  positive  Pol  des,  wie  wir  ihn  kürzlich  (167)  genannt 
haben,  Transvectorbogens  A C  ist;  es  sei  auch  C",  ebenso,  der 
dem  Punkte  C  auf  der  Einheitskugel  gegenüberhegende  Punkt 
Dann  können  wir  nicht  nur  schreiben  (vergl.  129), 

Ax.  q=OC,    Ax.  q  =  OA  ,  Ax.q'q=OB", 
sondern  wir  haben  auch  die  Gleichungen: 

/Lq  =  B"  CA,    JLq  «  C  AB',    L.  q'q  -  C  B  "  A !'; 
die  drei  sphärischen  Winkel,  nämlich  die  beiden  Basiswinkel 
bei  C  und  A',  und  der  Aussenwinkel  an  der  Spitze  bei  B" 

des  neuen  oder  dritten  Dreiecks 
Ä  B"  C  stellen  daher,  im  Sinne  des 
Art.  174,  IL,  bezüglich  den  Mul- 
tipiieand,  q,  den  Multiphcator,  q 
und  das  Product  q'q,  dar.  (Ver- 
gleiche die  nebenstehende  Figur  45.) 

176.  Ohne  ausdrückliche  Be- 
ziehung auf  das  vorige  Dreieck 
ABC  können  wir  die  letzte  Con- 
struetion  der  Multiplication  von 
Versoren  (175)  mit  der  allgemeinen 
Formel  (107)  in  folgender  Weise 
verbinden. 

Es  seien  a  und  ß  jetzt  zwei  Ein- 
heitstangenten* zur  Kugel  in  C, 
bezüglich  senkrecht  zu  den  beiden  Bogen  CB"  und  C  Ä, 


rig.  45. 


*  Unter  einer  Einheit  stangente  meine  ich  hier  einfach  eine  Ein- 
heitelinie (oder  einen  Einheitevector,  129),  der  tangential  zur  Einheitekugel 
gezogen  ist  und  seinen  Ausgang,  oder  »einen  Anfangspunkt  (1),  auf  der 
Oberfläche  der  Kugel  hat,  und  nicht,  wie  ich  gewöhnlich 
habe,  in  deren  Mittelpunkt. 
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und  nach  derselben  Seite  von  den  Bogen  aus  gezogen,  nach 
denen  bezüglich  die  Punkte  A'  und  B'  liegen;  und  es  seien 
zwei  andere  Einheitstangenten,  ihnen  gleich  und  mit  denselben 
Buchstaben  bezeichnet,  (wie  in  der  nebenstehenden  Figur  45, 
bis)  in  den  Puncten  B"  und  A  gezogen,  so  dass  sie  zu  den- 
selben Bogen  C  B"  und  C  Ä  senkrecht  sind  und  nach  den- 
selben Seiten  von  ihnen  ausgehn,  wie  vorher.  Wir  wollen  auch 
zwei  andere  Einheitstangenten  von  den  beiden  letzten  Punkten 
B"  und  A'  aus  ziehn,  die  einander  gleich  sind  und  beide  mit  y 
bezeichnet  werden  mögen,  beide  senkrecht  zum  Bogen  Ä  B" 
und  nach  derselben  Seite  von  ihm,  wie  C.  Dann  sind  (vergl. 
to  174,  II.)  die  beiden  Quotienten  ß:a 

t  isf.  46»  bis. 

und  y:ß  gleich  den  beiden  Versoren 
q  und  q',  die  vorhin  (in  Fig.  45)  durch 
die  beiden  Basiswinkel  des  sphärischen 
Dreiecks  A'B  'C  bei  C  und  A' 
dargestellt  wurden;  das  Product,  q'q, 
der  beiden  Versoren  ist  daher  (nach 
107)  gleich  dem  dritten  Quotienten, 
y.a\  und  folglich  wird  es,  wie  vorher, 
flty.  \  I  durch  den  Aussenwinkel  an  der  Spitze 

Iflf  *   *  desselben  Dreiecks  C'B'Ä  darge- 

B'j  stellt;  er  ist   augenscheinlich  dem 

Winkel  des  dritten  Quotienten  an 
Grösse  gleich,  und  hat  dieselbe  Achse  OB"  und  dieselbe  Dreh- 
ungsrichtung, wie  die  Pfeile  in  Fig.  45,  bis  zeigen  können. 

177.  In  jeder  der  beiden  letzten  Figuren  ist  der  innere 
Winkel  an  der  Spitze  bei  B"  somit  gleich  dem  Supplementwinkel, 
n—  L.  q'q,  des  Winkels  des  Products;  und  es  ist  von  Wichtig- 
keit zu  beachten,  dass  die  entsprechende  Drehung  um  die 
Spitze  B",  von  der  Seite  B"  A'  zur  Seite  B"C,  oder  (wie  wir 
es  kurz  ausdrücken  können)  vom  Punkte  Ä  zum  Punkte  C, 
positiv  ist;  ein  Resultat,  das,  wie  leicht  zu  sehn,  ein  allge- 
meines ist,  nach  der  Betrachtung  des  vorhergehenden  Artikels.* 

*  Wenn  wir  annehmen,  dass  jemand  auf  der  Kugel  im  Punkte  // ' 
steht  und  nach  dem  jRogen  A '  C  hinsieht,  so  würde  ihm  die  Hewegung 
rechteläufig  erscheinen,  eine  Bewegungsrichtung,  die  wir  hier  als  positiv 
(127) 
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Wir  können  daraus  allgemein  sckliessen,  dass,  wenn  die  Multi- 
plication  irgend  zweier  Versoren  durch  ein  sphärisches  Dreieck 
construirt  wird,  dessen  beide  Basiswinkel,  wie  in  den  letzten 
beiden  Artikeln,  die  Factoren  darstellen,  und  dessen  Aussen- 
winkel  an  der  Spitze  das  Product  darstellt,  dass  dann  die  Drehung 
um  die  Achse  (OB")  des  Productes  q  q,  von  der  Achse  (OÄ) 
des  Multiplicators  q  zui'  Achse  [OC)  des  Multiplican dus  q, 
positiv  ist;  daraus  folgt,  dass  die  Drehung  um  die  Achse  Ax.  q 
des  Multiplicators,  von  der  Ache  Ax.  q  des  Multiplicandus  zur 
Achse  Ax.  q'q  des  Products,  auch  positiv  ist  Oder,  um  das- 
selbe vollständiger  auszudrücken,  da  die  bis  jetzt  betrachteten 
Drehungen  nur  ebene  gewesen  sind  (wie  in  128,  u.  s.  w.),  so 
können  wir  sagen,  dass  wenn  die  beiden  letzteren  Achsen  auf 
eine  Ebne  projicirt  werden,  die  senkrecht  zur  ersten  ist,  und 
alle  drei  wieder  denselben  Anfangspunkt  O  haben,  dann  die  Dreh- 
ung um  Ax.  q'}  von  der  Projection  von  Ax.  q  zur  Projection  von 
Ax.  qq,  nach  unseren  Annahmen  rechtsläufig  ist. 

178.  Wir  haben  also  damit  eine  neue  Methode,  die  Un- 
gleichheit der  beiden  Producte,  q'q  und  qq',  zweier  diplanaren 
Versoren  (168)  auf  geometrischem  Wege  zu  zeigen,  wenn  die 
Versoren  als  Factoren  in  verschiedener  Reihenfolge  genommen 
werden.    Zu  diesem  Zwecke  sei 

Ax.  q  =  OP,  Ax.q'=OQ,  Ax.  qq  =  O  R\ 
und  man  verlängere  den  Bogen  PR  eines  grössten  Kreises  auf 
der  Einheitskugel  bis  zu  einem  Punkte  S.  Dann  erhalten  wir, 
nach  früher  aufgestellten  Sätzen,  für  das  sphärische  Dreieck 
PQR  (vergl.  175)  die  folgenden  Werthe  für  die  beiden  inneren 
Basiswinkel  bei  P  und  Q,  und  für  den  Aussenwinkel  an  der 
Spitze  bei  R  : 

RPQ=/-q]    PQR  =  Z-q';  SRQ=/-q'q; 
und  die  Drehung  um  Q,  von  der  Seite  QP  zur  Seite  QR,  ist 
rechtsläufig.  Ziehen  wir  von  der  Spitze  R  zur  Basis  PQ  einen 
Bogen  R  T,  senkrecht  zu  ihr  und  verlängern  dieses  Bogenloth 
bis  R',  so  dass  wir  haben: 

-  RT=  -  TR'\ 
und  verlängern  wir  auch  PR'  bis  zu  einem  Punkte  S'.  Wir 
erhalten  dann  ein  neues  Dreieck  PQ  R\  das  eine  Art  Spiegel- 
bild (vergl.  138)  des  ersteren  in  Bezug  auf  ihre  gemeinsame 
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Basis  PQ  ist;  und  dieses  neue  Dreieck  dient  dazu,  das  neue 
Product,  qq',  zu  construiren.  Denn  die  Drehung  um  P  von 
PQ  zu  PR'  ist  rechtsläufig,  wie  sie  es  sein  sollte;  und  wir 
haben  die  Gleichungen: 

QPR'=*/.q;    R'QP=l.q';    S'QR'S'  =  Lqq'i 

OK  =  Ax.qq'; 

so  dass  der  neue  sphärische  Aussenwinkel,  QR'  S',  den  neuen 
Versor,  qq',  darstellt,  wie  der  vorige  Winkel  SRQ  den  früheren 
Versor,  q'q,  darstellt,  der  aus  ihm  durch  eine  verschiedene  An- 
ordnung der  Factoren  erhalten  werden  kann.  Und  obwohl, 
ohne  Zweifel,  die  beiden  Winkel  bei  R  und  R'  stets  der  Grösse 
nach  gleich  sind,  so  dass  wir  die  allgemeine  Formel, 

/-qq  =  /.qq', 
aufstellen  (vergl.  173)  können,  so  sind  sie  doch  als  Vector- 
winkel  (174),  und  daher  als  Repräsentanten  von  Versoren,  als 
ungleich  anzusehn;  denn  sie  haben  verschiedene  Ebnen,  näm- 
lich die  Taugentialebuen  an  die  Kugel  in  den  beiden  Spitzen 
T\g.  46.  R  und  R'\  oder  die  beiden  ihnen  bezüglich 

parallelen  Ebnen,  die  durch  den  Mittelpunkt 
O  gelegt  sind. 

179.  Division  von  Versoren  (vergl.  172) 
kann  durch  darstellende  Winkel  (174)  eben 
so  wohl  construirt  werden,  wie  durch  dar- 
stellende Bogen  (162).  Um  also  q"  durch  q 
zu  dividiren,  oder  besser,  eine  solche  Di- 
vision geometrisch  darzustellen,  in  einem  dem 
zuletzt  für  die  Multiplication  angewendeten 
ganz  ähnlichen  Sinne,  haben  wir  nur  die 
beiden  Punkte  P  und  R,  in  Fig.  46,  zu  bestimmen,  durch  die 
beiden  Bedingungen, 

OP=Ax.q,  OR  =  Ax.q", 

und  dann  einen  dritten  Punkt  Q  durch  die  beiden  Winkel- 
gleichungen , 

RPQ=L.q,  QRP^n- /- q", 

zu  finden;  hierbei  ist  die  Drehung  um  P  von  PR  zu  PQ  positiv, 
so  dass  wir  haben: 

Ax.(7":y)-OQ;         L.  [q':q)  =  PQR. 

Hamilton,  (iomtemloMO.  14 
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(1.)  Anstatt  uns  vorzustellen,  dass  die  punktirte  Linie 
R  TU,  in  Fig.  46,  welche  die  Spitzen  der  beiden  Dreiecke  mit 
der  gemeinsamen  Basis  (178)  PQ  verbindet,  ein  Bogen  eines 
grössten  Kreises  ist,  der  durch  die  Basis  senkrecht  geschnitten 
und  halbirt  wird,  können  wir  annehmen,  dass  er  ein  Bogen 
eines  kleinen  Kreises  ist,  der  mit  dem  Punkte  P  als  positivem 
Pole  (vergl.  174,  II.)  beschrieben  ist.  Und  wir  können  dann 
sagen,  dass  der  Uebergang  (vergl.  173)  vom  Versor  7",  oder 
q  7,  zu  dem  ungleichen  Versor  7  {'/  '■'/),  oder  77',  geometrisch 
durch  eine  konische  Drehung  der  Achse  Ax.7",  um  die  Achse 
Ax.  7,  um  einen  Winkel  =  2  Z.  7  bewerkstelligt  wird,  ohne 
irgend  welche  Aenderung  der  Grösse  des  "Winkels  L.  7";  so  dass 
wir,  wie  vorher,  die  allgemeine  Formel  (vergl.  wieder  173) 
haben: 

L  qW'-q)  =  t-  7" 

(2.)  Oder,  wenn  wir  vorziehn,  die  Construction  der  Multi- 
plication  und  Division  durch  darstellende  Bogen  anzuwenden, 
wie  sie  Fig.  43  zu  erläutern  bestimmt  war,  und  uns  vorstellen, 
dass  ein  neuer  Punkt  C  in  dieser  Figur  durch  die  Bedingung 
r>  A'  C"  =  *-  CA'  bestimmt  wird,  so  können  wir  sagen,  dass  bei 
dem  Uebergange  vom  Versor  7",  der  durch  AC  dargestellt 
wird,  zum  Versor  7  (7"  17),  der  durch  CA'  oder  durch  A'  C 
dargestellt  wird,  der  darstellende  Bogen  von  7"  sich  ohne 
Aenderung  seiner  Länge  so  bewegt,  dass  er  eine  konstante 
Neigung*  zum  darstellenden  Bogen  AB  von  7  bewahrt,  während 
sein  Anfangspunkt  das  Doppeitc  des  Bogens  A  Ii  beim  Ueber- 
gang von  A  zu  A'  bcsclu'eibt. 

(3.)  Aus  diesen  wenigen  Beispielen  kann  man  ersehn,  dass 
wenn,  selbst  unabhängig  von  neuen  charakteristischen  Operations- 
zeichen, wie  K  und  Uf  neue  Combinationen  früherer  Symbole, 
wie  7  (7"  :  7),  in  unserer  Bechenart  auftreten,  die  in  der  Algebra 
nicht  gebraucht  werden,  sie  meistentheils  geometrische  Deutungen 
zulassen,  die  leicht  verständlich  und  interessant  sind;  und  sie 
stellen  in  der  That  Begriffe  dar,  von  denen  man  nicht  gut  ab- 
sehn  kann,  und  es  ist  nützlich,  dass  man  im  Stande  ist,  sie 


*  Ebenso  wie  bei  der  Bewegung  des  Aequators  auf  der  Ekliptik 
durch  die  Präcession  von  Sonne  und  Mond,  in  der  Astronomie. 
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mit  so  vieler  Einfachheit  und  Unzwcideutigkeit  zu  bezeichnen. 
(Vergleiche  die  Bemerkungen  in  Art.  161;  und  die  Nebenartikel 
zu  132,  145.) 

180.  In  Verbindung  mit  der  in  den  beiden  Figuren  45 
angedeuteten  Construction  mag  hier  bemerkt  werden,  dass,  wenn 
ABC  irgend  ein  sphärisc  hes  Dreieck  ist,  und  wenn  A\  B',  C 
(wie  in  175)  die  positiven  Pole  seiner  drei  aufeinanderfolgenden 
Seiten,  BC,  CA,  AB,  sind,  dann  die  Drehung  (vergL  177,  179) 
um  A'  von  B'  nach  C,  oder  die  um  B'  von  C  nach  A',  u.  s.  w., 
positiv  ist.  Der  leichteste  Weg,  die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung einzusehn,  ist  es  vielleicht,  wenn  man  sich  vorstellt, 
wir  machten  die  Drehung  um  A  von  B  nach  C  positiv,  wenn  sie 
es  nicht  schon  ist,  indem  wir  zu  dem  diametral  gegenüber- 
liegenden Dreieck  auf  der  Kugel  Übergehn,  wobei  die  Pole 
A',  B'y  C  nicht  geändert  werden.  Nehmen  wir  nun  an,  dass 
diese  Pole  die  den  entsprechenden  Ecken  des  gegebenen  Drei- 
ecks nahen  sind,  so  kommen  wir  ohne  Schwierigkeit  zu  dem 
oben  aufgestellten  Satz;  wir  haben  ihn  eigentlich  schon  bei 
unserer  Construction  der  Multiplication  (und  Division)  von 
Versoren  durch  darstellende  Winkel  (175,  176)  angewandt;  und 
er  l&sst  sich  auch  anderweitig  rechtfertigen,  wie  vorher,  durch 
die  Betrachtung  der  Einheitstangenten  der  Fig.  45,  bis. 

(1.)  Es  seien  a,  ß,  y  irgend  drei  gegebene  Einheitsvectoren, 
so  dass  die  Drehung  um  den  ersten,  vom  zweiten  zum  dritten, 
im  Sinne  des  Art  177  positiv  ist;  und  es  seien  ß',  y'  drei 
andere  Einheitsvectoren,  die  von  jenen  durch  die  Gleichungen, 

«'»AI  1y:ßh    ß'  =  Ax.{a:y),    y'  =  Ax.(ß:a), 

abgeleitet  sind;  dann  ist  die  Drehung  um  a',  von  ß'  nach  y',  auch 
positiv;  und  wir  erhalten  die  umgekehrten  Formeln, 

u  =  Ax.  (y ' :  ß\    ß  =  Ax.  («' :  /),    y  =  Ax.  {ß' :  a'). 

(2.)  Wenn  die  Drehung  um  a  von  ß  nach  y  als  negativ 
gegeben  wäre,  und  u  ,  ß',  y\  wieder  von  diesen  drei  Vectoren 
durch  dieselben  drei  Gleichungen,  wie  vorher,  abgeleitet  würden, 
so  müssten  die  Vorzeichen  von  a,  ß,  y  in  den  drei  letzten 
(oder  reciproken)  Formeln  geändert  werden;  aber  dieDrehurg 
um       von  ß'  nach  y\  würde  wieder  positiv  sein. 

14* 
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(3.)  Bevor  wir  diesen  Abschnitt  schliessen,  mag  kurz  be- 
merkt werden,  dass  es  bisweilen  der  Analogie  wegen  (vcrgl. 
Art.  5)  angemessen  ist,  von  Transvectorbogen  (167)  zu  sprechen, 
die,  wie  wir  gesehn  haben,  ein  Product  zweier  Versoren  darstellen, 
als  der  Bogen-Summe  der  beiden  aufeinanderfolgenden 
Vectorbogen,  die  in  demselben  Sinne  die  Factoren  darstellen; 
man  sagt  dann  ebenfalls:  derProvector  wird  zum  Vector  addirt; 
aber  die  Aufeinanderfolge  einer  solchen  Addition  von  diplanaren 
Bogen  ist  jetzt  nicht  gleichgültig  (168),  wie  es  die  entsprechende 
Reihenfolge  nach  Früherem  (7)  sein  würde,  wenn  die  zu 
addirenden  Vectoren  grade  Linien  gewesen  wären. 

(4.)  Wir  können  auch  gelegentlich,  durch  eine  weitere 
Ausführung  derselben  Analogie,  von  dem  Aussenwinkel  an  der 
Spitze  eines  sphärischen  Dreiecks,  als  von  der  sphärischen 
Summe  der  beiden  Basiswinkel  des  Dreiecks,  sprechen,  wenn  man 
die  Summirung  in  der  richtigen  Reihenfolge  vornimmt  (vergl.  Fig. 
46);  man  sagt  dann,  der  Winkel,  der  den  Multiplicator  dar- 
stellt (174),  wird  (als  eine  Art  von  Winkel-Provector)  zu  dem 
zweiten  Vector- Winkel  addirt,  der  den  Multiplicandus  darstellt; 
während  das,  was  wir  hier  die  Summe  dieser  beiden  Winkel 
genannt  haben  (und  was,  in  Bezug  auf  sie,  eine  Art  Trans- 
vector-Winkel  ist),  wie  bewiesen  worden  ist,  das  Product 
darstellt. 

(5.)  Der  Begriff  einer  angularen  Transvection  wird  viel- 
leicht ein  wenig  klarer,  wenn  wir  (im  Sinne  von  174,  L)  den 
Mittelpunkt  O  zum  gemeinsamen  Scheitel  der  drei  Winkel 
AOB,  BOC,  AOC  annehmen,  die  im  Allgemeinen  in  drei 
verschiedenen  Ebnen  liegen.  Denn  wir  können  uns  dann  vor- 
stellen, dass  ein  drehbarer  Radius  entweder,  durch  zwei  auf- 
einanderfolgende Winkel-Bewegungen,  von  OA  nach  OB,  und 
dann  nach  OC  gebracht  wird;  oder  unmittelbar,  durch  eine 
solche  Bewegung,  aus  der  ersten  in  die  dritte  Lage  gebracht 
wird. 

(6.)  Endlich,  was  die  durch  Fig.  45,  bis  angedeutete  Con- 
struction  betrifft,  in  der  Tangenten  statt  der  Radien  ange- 
wandt wurden,  so  mag  hier  ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass 
A'  B"  C  in  dieser  Figur  irgend  ein  gegebenes  sphärisches  Drei- 
eck vorstellen  kann,  in  dem  die  Drehung  um  B"  von  Ä  nach 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.]  System  dreier  rechten  Versoren. 


201 


C  positiv  ist  (177);  und  dass  dann,  wenn  die  beiden  Factoren, 
q  und  q,  als  die  beiden  Versoren  definirt  werden,  deren  Re- 
präsentanten die  inneren  Winkel  bei  C  und  Ä  (im  Sinne  von 
174,  IL)  sind,  die  Betrachtungen  des  Art.  176  beweisen,  ohne 
notwendigerweise,  auch  nur  in  Gedanken,  auf  irgend  ein  anderes 
Dreieck  (wie  ABC)  Bezug  zu  nehmen,  dass  der  Aussenwinkel 
bei  B"  (in  demselben  Sinne)  der  Repräsentant  des  Products, 
q  q,  ist,  wie  vorher. 

Zehnter  Abschnitt. 

TJeber  ein  System  von  drei  rechten  Versoren,  in  drei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebnen;  und  über  die  Gesetze  der 

Symbole,  i,  j,  k. 

181.  Nehmen  wir  an,  dass  Ol,  OJ,  OK  irgend  drei  ge- 
gebene, coiiutiale,  und  zu  einander  rechtwinklige  Einheitslinien 
seien;  die  Drehung  um  die  erste  von  der  zweiten  zur  dritten 
sei  positiv.  Es  seien  Ol',  OJ,  OK"  drei  Einheitsvectoren, 
die  zu  ihnen  bezüglich  entgegengesetzt  sind,  so  dass 

or=-oi,  oj'  -  -  oj,  OK' --OK. 

Es.  mögen  die  drei  neuen  Symbole  i,  j,  k  ein  System  (vergl. 
172)  dreier  rechten  Versoren  bezeichnen,  in  drei  zu  einander 
rechtwinkligen  Ebnen,  deren  Achsen  bezüglich  die  drei  ge- 
gebenen Linien  sind,  so  dass: 

Ax.  i  =  Ol,    Ax.  j  =  OJ,    Ax.  k  =  OK. 

und 

i=OK:OJ,  j=01:OK,  k=OJ:01, 

wie  Fig.  47  erläutern  mag.  Wir  erhalten  dann  die  weiteren 
Ausdrücke  für  dieselben  drei  Versoren: 

i  =  OJ':OK  =  OK:OJ'=OJ:OK'; 
j  =  OK':01  =  Ol :  OK'  =  OK.  Ol'; 
k=OI  :OJ  =  OJ'.OI'  =  Ol:  OJ'; 

und  die  drei  bezüglich  entgegengesetzten  Versoren  können  in 
folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

-  i=  OJ:  OK  =  OK  :  OJ=  OJ' :  OK  =  OK:  OJ'; 

-j  =  OK:  01=  Ol' :  OK=  OK' :  Ol  =  Ol:  OK  ; 

-k  =  Ol:  OJ=  OJ  :  01=  Ol'  :  OJ'  =  OJ:  OT. 
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Aus  der  Vergleichnng  «lieser  verschiedenen  Ausdrücke  er- 
geben sich  mehrere  wichtige  Folgerungen  für  die  Zeichen,  die 
f,?.  47.  bemerkeuswerth  genug  sind,  um  liier 

besonders  ausgesprochen  zu  werden, 
obwohl  einige  von  ihnen  eigentlich 
schon  in  den  Resultaten  früherer  Ab- 
schnitte enthalten  sind. 

182.    Erstens  erhalten  wir,  da 

r-  =  {OJ'  :  OK) .  { OK:  OJ) 
=  OJ'  :  OJ,  u.  s.  w., 

(vergl.  148),  die  folgendeu  gleichen 
Werthe  füi*  die  Quadrate  der  neuen  Zeichen: 

I...         -  1;  p=  -  1;    A2  =  -1; 

wir  hätten  dies  sogleich  aus  dem  Umstände  folgern  können 
(154),  dass  die  drei  radialen  Quotienten  (14ö),  die  hier  mit  i, 
/,  k  bezeichnet  wurden,  alle  rechte  Versoren  (181)  sind. 
Zweitens,  da 

ij  =  (OJ:  OK*). {OK  :  ()l)=OJ:OI,  u.  s.  w., 

erhalten  wir  die  folgenden  Werthe  für  die  Produete  derselben 
drei  Zeichen,  oder  Versoren,  wenn  wir  sie  zu  je  zweien  und  in 
einer  bestimmten  Anordnung  der  Aufeinanderfolge  (vergl.  168, 
171)  nehmen: 

II  ...(/  =  k\   jk  =  i;    ki  =  /. 

Und  drittens  haben  wir  (vergl.  wieder  171),  da 

j.i  =  {Ol:  OK). {OK:  OJ)  =  Ol:  OJ,  u.  s.  w., 

die  weiteren  und  entgegengesetzten  Formeln,  für  die  Produete 
derselben  drei  rechten  Versoren  zu  je  zweien,  wenn  sie  als 
Factoren  in  der  entgegengesetzten  Reihenfolge  genommen 
werden: 

Iii  .  .  .  ji  =  —  A;    kj  =  -  i\    ik  =  —  /'. 

Während  daher  das  Quadrat  jedes  der  drei  rechten  Ver- 
soren, welche  durch  die  drei  neuen  Symbole,  i,  j,  k,  bezeichnet 
werden,  gleich  (154)  der  negativen  Einheit  ist,  ist  das  Product 
je  zweier  von  ihnen  entweder  dem  dritten  selbst  gleich,  oder 
dem  Entgegengesetzten  (171)  des  dritten  Versors,  je  nachdem 
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der  Multiplicator  dem  Multiplicandus  in  der  cyklischen  Auf- 
einanderfolge, 

h  ji        iy  jj  .  .  . 

vorhergeht  oder  folgt;  die  nebenstehende  Figur  47,  bis,  mag 
zur  Hülfe  für  das  Gedäehtniss  dienen. 

(1.)  Um  diese  Multiplicationen  von  i,  /',  A  mit  der  Theorie 
der  darstellenden  Bogen  (162),  und  der  darstellenden  Winkel 
(174),  in  Verbindung  zu  setzen,  können  wir  irgend  einen  der 
Ffc.47.bu.      vier  Quadranten,  JK,   KS,  JK,  KJ,  in 

^  ^       Figur  47,  oder  irgend  einen  der  vier  sphärischen 

f*  rechten  Winkel,  JIK,  KU',  JIK,  KU, 

welche  diese  Bogen  inihrem  gemeinsamen  Pole  / 
umspannen,  als  Repräsentanten  des  Versors 
\  jfc        j/   i  ansehn;  und  Gleiches  gilt  für  j  und  k,  wenn 
—         man  den  Punkt  /'  einfuhrt,  der  dem  Punkte  / 
gegenüberliegt,  und  den  wir  uns  auf  der  Rückseite  der  Figur 
denken  müssen. 

(2.)  Das  Quaddriren  von  i,  oder  die  Gleichung  i*  =  -  1, 
kann  somit  geometrisch  construirt  werden  durch  die  Ver- 
doppelung (vergl.  Art  148,  154,  und  Fig.  41,  42)  eines  Bogens, 
oder  eines  Winkels.  So  können  wir  uns  vorstellen,  dass, 
wenn  der  Quadrant  KJ'  zu  dem  gleichen  Bogen  JK  addirt 
wird,  die  Summe  der  grösste  Halbkreis  JJ'  ist,  der  (nach  166) 
einen  Inversor  (153)  darstellt,  oder  die  negative  Einheit,  wenn 
man  sie  als  einen  Factor  betrachtet.  Oder  wir  können  den 
rechten  Winkel  KU'  zu  dem  gleichen  Winkel  JIK  addiren, 
und  so  eine  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel  um  den  Pol  /, 
oder  um  den  Mittelpunkt  O,  erhalten ;  diese  Drehung  ist  (vergl. 
(154,  174)  gleichbedeutend  mit  einer  Umkehrung  der  Richtung, 
oder  mit  einem  Uebergange  vom  Radius  O  J  zu  dem  entgegen- 
gesetzten Radius  OJ'. 

(3.)  Die  Multiplication  von  j  durch  t,  oder  die  Gleichung 
ij  =  k,  kann  ebenso  durch  Bogen  construirt  werden ;  denn  wenn 
man  KJ,  als  einen  Provectorbogen  (167),  zu  IK,  als  einem 
Vectorbogen  (162),  addirt,  erhält  man  IJ,  und  das  ist  der  Re- 
präsentant von  Je,  dem  Transvcctorbogcn,  oder  der  Bogen- 
summe  [180,  (3.)].  Oder  dieselbe  Multiplication  kann  durch 
Winkel  construirt  werden  mit  Hülfe  des  sphärischen  Dreiecks 
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IJKy  in  dem  die  Basiswinkel  bei  /  und  J  bezüglich  den  Mul- 
tiplicator,  i,  und  den  Multiplicandus,  j,  darstellen  und  die 
Drehung  um  /  von  J nach  K  positiv  ist;  während  ihre  sphärische 
Summe  [180,  (4.)],  oder  der  Aussenwinkel  an  der  Spitze  bei  K 
(vergl.  175,  176)  dasselbe  Product,  k,  darstellt,  wie  vorher. 

(4.)  Die  umgekehrte  Multiplication  von  i  durch  j,  oder  die- 
jenige von  j  in  *  i,  kann  ebenso  construirt  oder  geometrisch  darge- 
stellt werden,  entweder  durch  die  Addition  des  Bogens  KI, 
als  eines  neuen  Provectors,  zum  Bogen  JK  als  einem  neuen 
Vector,  und  dieses  neue  Verfahren  ergiebt  JI  (anstatt  IJ)  als 
neuen  Transvector;  oder  mit  Hülfe  des  neuen  Dreiecks  IJJC 
(vergl.  die  Fig.  46,  47),  in  dem  die  Drehung  um  /  von  J  zur 
neuen  Spitze  K'  negativ  ist,  so  dass  der  Winkel  bei  /  jetzt 
den  Multiplicandus  darstellt,  und  der  resultirende  Winkel  an 
dem  neuen  Pole  JC  das  neue  und  entgegengesetzte  Product, 
ji  =  —  A. 

183.  Da  wir  also  haben  ji  =  —  ij  (wie  wir  hatten  q'q  = 
-  qq  in  171),  so  sieht  man,  dass  die  Gesetze  für  die  Combi- 
nation  der  neuen  Symbole  i,j,  k,  nicht  in  jeder  Hinsicht  dieselben 
sind,  wie  die  entsprechenden  Gesetze  in  der  Algebra;  denn  die 
commutative  Eigenschaft  der  Multiplication,  oder  die 
Vertauschbarkeit  (169)  der  Stellen  der  Factoren  ohne  Aen- 
derung  des  Werthes  des  Productes,  findet  hier  nicht  statt,  und 
das  kommt  (168)  daher,  dass  die  zu  combinirenden  Factoren 
hier  diplanare  Versoren  (181)  sind.  Es  ist  indessen  wichtig 
zu  beachten,  dass  es  eine  Beziehung  giebt,  in  der  die  Ge- 
setze von  i,  j,  k  mit  üblichen,  algebraischen  Gesetzen  überein- 
stimmen: nämlich  in  der  associativen  Eigenschaft  der 
Multiplication;  oder  in  der  Eigenschaft,  dass  die  neuen 
Symbole  stets  der  associativen  Formel  (vergl.  9), 

i  .xx.  =  tx.  X, 

unterworfen  sind,  welches  von  ihnen  auch  immer  für  i,  für  x, 
und  für  X  eingesetzt  werden  mag;  in  Folge  dieser  Gleichheit 

•  Man  sagt,  ein  Multiplicandus  wird  durch  den  Multiplicator  multi- 
plicirt;  und  andererseits,  ein  Multiplicator  wird  in  den  Multiplicandus 
multiplicirt.  Dieser  Unterschied  ist,  wie  wir  gesehn  haben,  zwischen  den 
beiden  Factoren  für  Quaterniouen  nothwendig,  obschon  er  es  nicht  für  die 
Algebra  ist. 
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der  Werthe  können  wir  den  Punkt  in  irgend  einem  solchen 
Zeichen  fllr  ein  ternäres  Product  fortlassen  (mögen  die  Fac- 
toren  gleich  oder  ungleich  sein),  und  es  einfach  schreiben  <  x  A. 
Im  Besonderen  haben  wir  also, 

i.jk  =  1.1  =  i*  =  —  1;       ij.k  =  A.A=  As  =  —  1; 
oder  kurz, 

ijk=-  L 

Wir  können  daher,  nach  182,  die  folgende  wichtige  For- 
mel aufstellen, 

?-j*m.V-ijk-  -1;  (A) 

auf  die  wir  uns  gelegentlich,  als  auf  „die  Formel  A",  beziehen 
werden,  und  die,  wie  wir  sehn  werden,  eigentlich  alle  Gesetze 
der  Symbole  ijk  enthält,  und  daher  eine  genügende  symbo- 
lische Basis  für  den  ganzen  Quaternionencalcül*  ist;  denn  ich 
werde  zeigen,  dass  jeder  Quaternion  auf  die  viergliedrige  Form, 

q  =  «7  +  I«  +  jy  +  kz, 

gebracht  werden  kann,  in  der  u>,  j-,  y,  z  ein  System  von  vier 
Skalaren  bilden,  während  i,  j,  k  dieselben  drei  rechten  Ver- 
soren  sind,  wie  vorher. 

(1.)  Ein  direkter  Beweis  der  Gleichung,  ijk  wm  —  1,  kann 
aus  den  Definitionen  der  Symbole  in  Art  181  abgeleitet  werden. 
In  der  That  brauchen  wir  nur  daran  zu  erinnern,  dass  diese 
Definitionen  ergaben,  wie  wir  sahn, 

«=0/:  OK,  j=  OK:  Ol',   k  =  Ol' :  OJ; 

*  Die  Formel  (A)  nahm  ich  daher  bei  der  ereteii  Mittheilung  über 
diesen  Gegenstand  an  die  königlich  Irische  Akademie  im  Jahre  1843  zur 
Grundlage  des  ganzen  Systems;  und  die  Buchstaben,  i,  j,  k,  waren  laiige 
Zeit  die  einzigen,  dem  Quaternionencalcül  eigenthümlichen  Zeichen.  Aber 
ich  fand  es  allmählig  nützlich,  ausser  ihnen  einige  wenige  andere  Bezeich- 
nungen (wie  K  und  U,  u.  s.  w.)  ein  zuführen ,  um  Operationen  an  Qua- 
ternionen  darzusteUen.  Ich  hielt  es  auch  für  unterrichtender,  die  Grund- 
sätze der  Rechnung  in  einer  mehr  geometrischen  Begründung  (oder  einer 
weniger  ausschliesslich  symbolischen)  aufzustellen,  als  zuerst;  und  wie 
ich  es  später  demgemäss  in  meinem  Buche:  „Vorlesungen  über  Quater- 
nionen  (Dublin,  1853)"  gethan  habe  und  es  in  diesem  Buche  wieder  unter- 
nommen habe,  obwohl  mit  mannigfachen  Unterschieden  in  der  Art  der 
Darstellung  und  in  den  Anwendungen,  die  ich  erweitert  oder  fortge- 
lassen habe. 


206 


Elemente  der  Quateraionen.  [Theil  II. 


und  brauchen  nur  zu  beachten,  dass  wir,  nach  der  allgemeinen 
Forniel  für  die  Multiplication  (107),  welche  vier  Linien  auch 
immer  mit  a,  ß,  y,  <V  bezeichnet  werden  mögen,  stets  haben 

'L  x  .  i.  .  1  jL    JL    J,    L  —£  z.  JL 

f  '  ri  n        y  '  n         a         ß  '  a         7    ß  '    n  ' 

oder  kurz,  wie  in  der  Algebra, 

Ä   JL  JL  c=  i_ 
r    {j    n  n 

und  der  Punkt  kann  fortgelassen  werden,  da  kein  Missver- 
ständniss  zu  befürchten  ist;  so  dass, 

ißk  »  OJ'i  OJ=  -  1,  wie  vorher. 

Ebenso  haben  wir  die  beiden  weiteren  ternären  Producte: 

jki  =  (OK':Ol)  [Ol:  OS) :  (OJ* :  OK) 
=  OA":OÄ'=-l; 
kij=(OI':OJ)  (OJ-.OK  )  (OK  :  01)  =  Ol':  01=  -  1. 

(2.)  Andrerseits  ist, 

kji=(OJ:OI)  {Ol:  OK)  {OK:  OJ)  =  OJ:OJ=  +  1; 

und  ebenso, 

ijk  =  -f  1,  und  jik  =  +  1. 

(3.)  Die  Gleichungen  in  182  ergeben  auch  die  weiteren  ter- 
nären Producte,  in  denen  ebenfalls  das  Gesetz  für  die  Asso- 
ciation der  Faetoren  gilt: 

i .  ij  -  /  k  =  -  j  =  i ij  =  i  i  .j,  üj  =  -  j; 

i ./  i  =  i .  —  k  «■  —  e*A  =  j  =  ki  =  ij  .  i,    */  i  =  +  /; 

=  *  •  -  i  =  — «  -    -  W  =  - 

und  aus  ihnen  kann  man  weitere  ableiten  durch  reine  cyklische 
Vertauschung  der  Buchstaben,  in  dem  Sinne,  wie  es  Fig.  47, 
bis  erläutert 

(4.)  Im  Allgemeinen  gilt  das  associative  Gesetz  der  Com- 
bination,  wenn  es  für  irgend  drei  Zeichen  irgend  einer  ge- 
gebenen Art  und  für  irgend  eine  Art  der  Combination  gilt, 
wie  für  die  Addition  von  Linien  in  Art.  9,  oder  für  die  Multipli- 
cation von  ij  k  in  diesem  Artikel,  auch  für  irgend  vier  (oder 
mehr)  Zeichen  derselben  Art  und  Combinationen  derselben  Art 
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Zum  Beispiel,  wenn  jeder  der  vier  Buchstaben  /,  x,  A,  eines 
der  drei  Symbole,  i,  j,  k  bezeichnet  (aber  nicht  nothwendig  ein 
und  dasselbe),  so  haben  wir  die  Formel, 

i.xXii  —  i.x.Xfi  =  ix  .Xu  =  ix.X.p  =  ixX.fi  =  (xZfi. 

(5.)  Daher  kann  irgend  ein  vielfaches  (oder  zusammen- 
gesetztes) Product  der  Symbole  ij  k,  die  in  iluu  in  irgend  einer 
Weise  wiederholt,  aber  in  einer  gegebenen  Reihenfolge  ge- 
nommen werden  mögen,  auf  eine  bestimmte  Weise  gedeutet 
werden,  wie  man  auch  die  Factoren  zusammenfassen,  oder  auf 
Theilfactoren  zurückfuhren  mag,  ohne  zu  commutiren,  oder  ohne 
die  Stellen  der  gegebenen  Factoren  zu  ändern.  Zum  Beispiel, 
das  Symbol  ijkkji  kann  auf  jede  der  beiden  folgenden  Arten 
(ausser  anderen)  gedeutet  werden: 

ij.kk.ji  =  ij.—ji  =  i.  -J*.i  =  ii  =  -  1; 
ijk.kji=  -  1.1  =  -  1. 

184.  Die  Formel  (A)  in  183  schliesst  ersichtlich  die  drei 
Gleichungen  (I.)  in  182  in  sich  ein.  Um  zu  zeigen,  dass  sie 
auch  die  sechs  anderen  Gleichungen,  (II.),  (HL),  des  zuletzt 
erwähnten  Artikels  einschliesst,  können  wir  anführen,  dass  sie 
mit  Hülfe  des  associativen  Princips  der  Multiplication  (an  welches 
das  Gedächtniss  erinnert  werden  kann  durch  die  Fortlassung 
des  Punktes  in  dem  Symbol  ijk)  ergiebt, 

ij  =  —  ij.kk  =  -  ijk.h  =  +  ä; 
ji=j>jk  =ßh  =  -  A; 

*/ J  =  i7,==  -  **; 

jk  =  -  i.ijk  m  +  fj 

Und  dann  ist  es  leicht  zu  zeigen,  ohne  irgend  welchen  Bezug 
auf  die  Geometrie,  dass,  wenn  die  vorhergehenden  Gesetze  der 
Symbole  als  richtig  zugelassen  werden,  wir  auch  habeu, 

jki  =  h  ij  =  —  1 ,  kj  i  =j  ik  =  ikj  =  +  lj 

wie  wir  es  auf  anderem  und  geometrischem  Wege  in  früheren 
Nebenartikeln  gezeigt  haben.  Ich  kann  hinzufügen,  dass  der 
blosse  Anblick  der  Formel  (A)  genügend  ist,  um  zu  zeigen, 
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dass  die  drei  *  Quadratwurzeln  der  negativen  Einheit,  die  in  ihr 
mit  k  bezeichnet  wurden,  nicht  allen  üblichen  Regeln  der 
Algebra  unterworfen  sein  können;  denn  die  Formel  ergiebt, 
nach  dem  Anblick, 

die  Eigenschaft  (183),  nicht  umkehrbar  zu  sein,  für  die  Multi- 
plication  solcher  Wurzeln  unter  einander,  tritt  so  deutlich 
hervor. 


Elfter  Abschnitt. 

Ueber  den  Tensor  eines  Veotors,  oder  eines  Quaternions; 
und  über  das  Product  oder  den  Quotienten  irgend  zweier 

Quaternionen. 

185.  Nachdem  wir  uns  in  den  letzten  beiden  Abschnitten 
hinreichend  der  Begriffe  eines  Vector-Bogens  (162)  und  eines  Vec- 
tor- Winkels  (174),  (auf  die  ich  schon  früher,  so  in  dem  ersten  Artikel 
dieses  Buches,  hingewiesen  habe)  bedient  haben,  zur  Erläuterung** 
der  Gesetze  der  Multiplication  und  Division  von  Versoren  von 
Quaternionen,  so  beabsichtige  ich  jetzt  wieder  zu  demjenigen 
Gebrauche  des  Wortes,  Vector,  zurückzukehren,  auf  den  allein 
der  erste  Theil  und  die  acht  ersten  Abschnitte  dieses  ersten 
Kapitels  des  zweiten  Theiles  Bezug  nahmen;  und  ich  werde 
daher  hinfort  wieder,  ausschliesslich,  unter  dem  Wort  „Vector" 
eine  grade  Linie  von  bestimmter  Richtung  verstehn  (wie  in  1). 

*  Es  ist  augenscheinlich,  dass  —  »,  — j,  —  k,  nach  denselben  An- 
nahmen auch  Werthe  des  Symbols  ^ — 1  sind;  denn  sie  sind  auch  rechte 
Versoren  (153);  oder  weil  (—  y)*  =  9*.  Allgemeiner  (vergl.  eine  Anmer- 
kung auf  Seite  169),  wenn  x,  y,  z  irgend  welche  drei  Skalare  sind, 
die  der  Bedingung  +  + s*=  1  genügen,  so  werde  ich,  auf  einer 
spateren  Stufe,  beweisen,  dass 

*•  Einer  der  hauptsächlichsten  Vorzüge  solcher  Vectoren,  in  Verbin- 
dung mit  jenen  Gesetzen,  war  der,  die  Eigenschaft  (168)  der  Multiplication 
von  Versoren  nicht  umkehrbar  zu  sein,  zu  erläutern,  indem  wir  eine  ent- 
sprechende Eigenschaft  bei  der  Addition  von  Bogen  und  Winkeln  auf 
einer  Kugel  zeigten,  die  wir  nach  Analogie  mit  dem  früheren  gleichartigen 
Verfahren  an  linearen  Vectoren  (5)  benannt  hatten.  Vergleiche  180, 
(3.),  (4.). 
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Und  da  ich  schon  durch  Einfuhrung  und  Bezeichnung  (155) 
des  Begriffs  des  Einheitsvectors,  Ua,  der  dieselbe  Richtung 
wie  die  Linie  a  hat,  und  den  ich  vorschlug  (156),  den  Versor 
des  Vectors  a  zu  nennen,  die  Sichtung  einer  solchen  Linie  in 
Betracht  gezogen  und  ausgedrückt  habe;  so  werde  ich  jetzt 
die  Länge  derselben  Linie  a  in  Betracht  ziehn  und  ausdrücken, 
durch  Einfuhrung  des  neuen  Namens  Tensor,  und  durch  das 
neue  Symbol*,  Ta\  das  letztere  Zeichen  wollen  wir  aus- 
sprechen:  Tensor  des  Vectors  a,  und  wollen  es  dahin 
definiren,  dass  es  diejenige  Zahl  (vergl.  wieder  155)  ist,  oder 
bezeichnet,  welche  die  Länge  der  Linie  a  darstellt,  wobei  wir  da- 
mit das  Verhältniss  ausdrücken,  in  dem  es  zu  einem  ange- 
nommenen Grundmass,  als  Einheit  (128),  steht. 

186.  Um  die  beiden  Begriffe  des  Versors  und  des  Tensors 
eines  Vectors  enger  mit  einander  zu  verbinden,  können  wir 
daran  erinnern,  dass,  als  wir  (in  155)  den  Buchstaben  a  als  ein 
augenblickliches  Zeichen  für  die  Zahl  anwandten,  welche  die 
Länge  der  Linie  u  ausdrückt,  wir  die  Gleichung  hatten,  Ua 
=  a:a,  als  eine  Form  für  die  Definition  des  Einheitsvectors, 
den  wir  mit  Ua  bezeichnet  hatten.  Wir  hätten  daher  auch 
die  beiden  anderen  Formen  der  Gleichung  (vergl.  15,  16), 

a  =  a  .  Ua,     a  —  a:  Ua} 

hinschreiben  können,  um  die  Abhängigkeit  des  Vectors,  a,  und 
des  Skalars,  a,  von  einander  und  vom,  wie  wir  es  genannt 
hatten  (156),  Versor,  Ua,  auszudrücken.  Zum  Beispiel,  bei 
der  Construction  der  Fig.  42,  bis  [vergl.  161,  (2.)]  können 
wir  die  drei  Gleichungen  hinschreiben, 

a=OA:OA',    b=OB:OB',  c=OC:OC, 

wenna,  b,  c  in  ihnen  drei  positive  Skalare  sind,  welche  die  Längen 
der  drei  Linien,  OA,  OB,  OC,  bezeichnen;  und  die  drei 
Skalare  können  dann  als  Factoren,  oder  als  Coefficienten  (12), 
angesehn  werden,  mit  denen  die  drei  Einheitsvectoren  Ua, 
Uß,  Uy,  oder  OA',  OB',  OC  (in  der  erwähnten  Figur)  bezüg- 
lich multiplicirt  (15)  werden  müssen,  um  sie  in  die  drei  anderen 
Vectoren  a,  ß,  y,  oder  OA,  OB,  OC,  durch  Aenderung  ihrer 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art  155. 
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Länge  zu  verwandeln,  ohne  irgend  welchen  Wechsel  ihrer 
Richtungen.  Aber  solch  eine  ausschliessliche  Operation,  nur 
an  der  Länge  (oder  an  der  Ausdehnung)  einer  Liiüe,  kann  ein 
Act  der  Spannung*  heissen;  ebenso  wie  eine  Operation  nur 
an  der  Richtung  (vergl.  151)  ein  Act  der  Drehung  heissen  kann. 
AY'ir  haben  daher  darin  einen  Grund  zur  Einfuhrung  des  Namens, 
Tensor,  den  wir  auf  die  positive  Zahl  auwenden  können,  welche, 
wie  vorher,  die  Länge  einer  Linie  darstellt  Und  wenn  die 
Bezeichnung  Tu  (für  o)  für  solch  einen  Tensor  angewandt 
wird,  so  sehn  wir,  dass  wir  allgemein  für  irgend  einen  Vec- 
tor  u  die  Gleichungen  (vergleiche  wieder  15,  16)  schreiben 
können : 

Uu  =  a:Tu;    Tu  =  u  :  Uu ;    «  =  Tu.  Uu  =  Uu .  Tu. 

Zum  Beispiel,  wenn  u  ein  Einheitsvector  ist,  so  dass  Uu 
=  u  (160),  dann  ist  Tu=  1;  und  daher  haben  wir  allgemein, 
was  für  ein  Vector  auch  mit  a  bezeichnet  werden  mag,  stets 

TUa-h 

Aus  demselben  Grunde  haben  wir  stets,  was  für  ein  Qua- 
ternion  auch  mit  q  bezeichnet  werden  mag,  die  Gleichung 
(vergl.  wieder  160), 

T(Ax.y)  =  1. 
(1.)  Daher  drückt  die  Gleichung, 

T9  -  1, 

in  der  q  —  OP  ist,  aus,  dass  der  Ort  des  variablen  Punktes  P 
die  Oberfläche  der  Einheitskugel  (128)  ist. 

(2.)  Die  Gleichung,  T()  =  Tu,  drückt  aus,  dass  der  Ort 
des  Punktes  P  die  Oberfläche  der  Kugel  ist,  die  durch  den 
Punkt  A  geht  und  den  Punkt  O  zum  Mittelpunkt  hat 

(3.)  Andrerseits  habe«  wir  für  die  Kugel,  die  durch  O 
geht  und  den  Punkt  A  zum  Mittelpunkt  hat,  die  Gleichung, 

T{o  -  u)  -  Tu\ 

sie  drückt  aus,  dass  die  Längender  beiden  Linien,  AP,  A  O, 
gleich  sind. 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art.  156,  auf  Seite  174. 


Digitized  by  Google 


Kap.  LJ 


Geometrische  Beispiele. 


211 


(4.)  Allgemeiner,  die  Gleichung, 

T{g  -  u)  -  T{ß-  4 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Kugeloberfläche  ist,  die 
durch  B  geht  und  A  zum  Mittelpunkt  hat, 

(5.)  Die  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  in  dem  Satze* 
des  Apollonius  von  Perga,  145,  (8.),  (9.),  kann  unter  einer  der 
beiden  folgenden  Formen  geschrieben  werden: 

T{&  -  a2a)  =  a  T  {(j  -  «); 
Tq  =  a  Tu; 

ich  werde  später  zeigen,  dass  man  von  der  einen  zur  anderen 
Übergehn  kann,  nach  allgemeinen  Transformationsregeln,  ohne 
die  Geometrie  zu  Hülfe  zu  nehmen  [vergL  145,  (10.)]. 
(6.)  Die  Gleichung, 

T{q  +  «)=T{Q-u), 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Ebne  durch  O,  senkrecht 
zur  Linie  OA,  ist;  denn  sie  drückt  aus,  dass,  wenn  OÄ  = 
—  O  A,  der  Punkt  P  von  den  beiden  Punkten  A  und  A '  gleich 
weit  entfernt  ist.  Sie  stellt  daher  denselben  Ort  dar,  wie  die 
Gleichung, 

/iL  =  «.  * 
«         2  ' 

des  Art.  132,  (!♦);  oder  wie  die  Gleichung, 

■4-  +  K*  =  0, 
in  Art  144,  (1.);  oder  wie 

in  Art»  161,  (7.);  oder  wie  die  einfache  geometrische  Formel, 
o  _L  u  (129).  L  ud  wir  werden  es  in  der  That,  nach  allgemeinen 
Regeln  unserer  Rechenart,  mögUch  finden,  irgend  eine  dieser 
fünf  Formeln  in  irgend  eine  andere  von  ihnen  zu  verwandeln; 
oder  in  die  sechste  Form, 


Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  ijeite  166. 
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welche  ausdrückt,  dass  der  Skalar-Theil*  des  Quateniions 

a 

null  ist,  und  dass  daher  dieser  Quaternion  ein  rechter  Quotient 
(132)  ist. 

(7.)    Ebenso  drückt  die  Gleichung, 

T(Q-ß)=T(9-u), 

aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Ebne  ist,  die  senkrecht  zur  Linie 
AB  ist  und  sie  halbirt;  denn  sie  drückt  aus,  dass  P  gleich 
weit  von  den  beiden  Punkten  A  und  B  entfernt  ist. 

(8.)  Da  der  Tensor,  Tu,  allgemein  ein  positiver  Skalar 
ist,  der  aber  im  Grenzfall  mit  u  verschwinden  kann,  so 
haben  wir, 

Txu  =  ±  x  Tu,  je  nachdem  x  >  oder  <  0; 
also,  im  Besonderen, 

T(  —  u)=  Tu;  und  T0a~  TO  =  0; 
(9.)  Dass 

T{ß  +  u)=Tß  +  Tu, 

wenn 

Uß  =  Uu, 

aber  in  keinem  anderen  Falle  (wenn  u  und  ß  irgend  zwei 
wirkliche  Vectoren  sind),  das  ist,  wie  wir  später  sehn  werden, 
eine  Folge  unserer  Bezeichnung  nach  den  Kegeln  unserer 
Rechenart;  inzwischen  mag  es  jedoch  auf  geometrischem  Wege 
bewiesen  werden,  indem  wir  uns  vorstellen,  dass,  während 
u  —  OA,  wie  gewöhnlich,  /?+  a=  OC,  und  daher  ß—OC 
—  OA  wm  AC  (4)  ist;  denn  dann  sehn  wir,  dass  zwar  im  All- 
gemeinen die  drei  Punkte  O,  A,  C  die  Ecken  eines  Dreiecks 
sind  und  daher  die  Länge  der  Seite  OC  kleiner  ist,  als  die 
Summe  der  Längen  der  beiden  anderen  Seiten  OA  und  AC, 
dass  dagegen  die  erstere  Länge  gleich  der  Summe  der  beiden 
letzteren  wird,  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  das  Dreieck  da- 
durch verschwindet,  dass  der  Punkt  A  auf  die  begrenzte  Linie 
O  C  fällt;  in  diesem  Falle  haben  OA  und  A  C,  oder  u  und  ß,  ein 
und  dieselbe  Sichtung,  wie  es  die  Gleichung  Uu  =  Uß  anzeigt 
(10.)    Wenn  u  und  ß  irgend  welche  wirklichen  Vectoren 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  161 ;  und  den  folgenden  Ab. 
schnitt  dieaes  Kapitels. 
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sind,  und  wenn  ihre  Versoren  ungleich  sind  (£7«  nicht  =  Uß), 
dann  ist, 

T(ß+u)  <  Tß+  Tu; 
die  Ungleichheit  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Betrachtung  des 
vorigen  Dreiecks  OAC;  aber  es  kann  auch,  wie  wir  finden 
werden,  durch  Rechnung  nüt  den  Zeichen,  nach  den  Kegeln 
für  Quaternionen,  gefunden  werden. 

(11.)    Wenn  Uß—  —  Uu,  dann  ist  T{ß  +  a)  =  ±  {Tß 
-  Tu),  je  nachdem  Tß  >  oder  <  Tu;  aber 
T(ß  +  u)>  ±(Tß-  Tu), 

wenn 

Uß  nicht  =  —  Ua. 
187.  Den  Quotienten,  Uß:Uu,  der  Versoren  der  beiden 
Vectoren,  u  und  ß,  habe  ich  (in  156)  den  Versor  des  Quo- 
tienten, oder  Quaternions,  q  =  ß:u,  genannt;  und  habe  ihn, 
als  solchen,  durch  das  Symbol  Uq  bezeichnet.  In  derselben 
Weise  werde  ich  jetzt  den  Quotienten,  Tß :  Tu,  der  Tensoren 
derselben  beiden  Vectoren,  den  Tensor*  des  Quaternions  q, 
oder  ß:u,  nennen,  und  ihn  durch  das  entsprechende  Zeichen, 
Tq,  bezeichnen.  Und  dann  können  wir,  ebenso  wie  wir  den 
Buchstaben  U  (in  156)  das  charakteristische  Zeichen  für  die 
Operation  den  Versor  zu  bilden  genannt  haben,  jetzt  von  T 
als  von  dem  charakteristischen  Zeichen  der  (entsprechenden) 
Operation  den  Tensor  zu  bilden  sprechen,  entweder  den  eines 
Vectors  a,  oder  eines  Quaternions,  q.  Wir  werden  also,  all- 
gemein, haben, 

T{ß:u)=  Tß:  Tu, 

wie  wir  hatten, 

Uiß:u)=  Uß:  Z7*(156); 
und  wir  können  sagen,  dass  wie  der  Versor  Uq  nur  von  der  re- 
lativen Richtung  (157)  abhängt,  aber  auch  umgekehrt  aus- 
reichend ist,  sie  zu  bestimmen,  so  der  Tensor  Tq  von  der  re- 
lativen Länge**  (109)  abhängt  und  sie  bestimmt;  nämlich  der 
relativen  Länge  derjenigen  beiden  Vectoren,  u  und  ß,  deren 
Quotient  (112)  der  Quaternion  q  ist. 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art.  109,  auf  Seite  141 ;  und  die  zu 
Art  156,  auf  Seite  174. 

Ich  habe  in  Art  112  und  in  den  zusätzlichen  Erläuterungen  zum 
dritten  Abschnitt  dieses  Kapitels  (113—116)  gezeigt,  dass  relative  Länge 
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(1.)    Daher  drückt  die  Gleichung  Te  =  1,  ebenso  wie 

Tq  =  Ta,  die  ihr  äquivalent  ist,  aus,  dass  der  Ort  von  P  die 
Kugeloberfläche  mit  dem  Mittelpunkte  O  ist,  die  durch  den 
Punkt  A  geht. 

(2.)   Die  Gleichung  [vergL  186,  (6.)], 

-  1, 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Ebne  ist,  die  durch  den 
Punkt  O  geht  und  senkrecht  zur  Linie  OA  ist. 

(3.)  Weitere  Beispiele  derselben  Art  können  leicht  aus 
den  Nebenartikcln  zu  186  abgeleitet  werden,  indem  man  die 
Bezeichnung  (187)  für  den  Tensor  eines  Quotienten,  oder  Qua- 
ternions,  auch  auf  den  Tensor  eines  Vectors  (185)  ausdehnt. 

(4.)  T{ß :  a)  >  9  -  ,  oder  <  1, 

je  nachdem 

Tß  > ,  =  ,  oder  <  Tu. 

(5.)  Der  Tensor  eines  rechten  Quotienten  (132)  ist  stets 
gleich  dem  Tensor  seines  Index  (133). 

(6.)  Der  Tensor  eines  Badials  (146)  ist  stets  die  positive 
Einheit;  so  haben  wir,  allgemein,  nach  156, 

TUq=  1; 
und  im  Besonderen,  nach  181, 

77  =  Tj~  Tk  «  1. 

sowohl,  wie  relative  Richtung,  &h  ein  wesentlicher  Bestandtheil  in 
den  wahren  Begriff  eines  Quaternions  eingeht  Dcmgeinass  wurde,  in 
Art.  117,  eine  Uebereinstimmung  der  relativen  Längen  (sowohl,  als  eine 
Uebereinstinimung  der  relativen  Richtungen)  als  eine  der  Bedingungen 
für  die  Gleichheit  zwischen  irgend  zwei  Quaternionen,  als  Quotienten  von 
Vectoren  betrachtet,  aufgestellt:  so  das»  wir  jetzt  sagen  können,  dass  die 
Tensoren  (ebenso  wie  die  Versoren)  gleicher  Quaternionen  gleich  sind. 
Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  176  über  das  dort  sogenannte 
quantitative  Element  der  absoluten  oder  relativen  Lange,  das  aus  a,  oder 
aus  q,  vermittelst  des  charakteristischen  Zeichens  U  eliminirt  wurde; 
während  das  neue  charakteristische  Zeichen,  T,  des  gegenwärtigen  Ab- 
schnitts im  Gegentheil  dazu  dient,  dies  Element  allein  zu  erhalten,  und 
dasjenige  zu  eliminiren,  was  im  Gegensatz  dazu  das  qualitative  Element 
der  absoluten  oder  relativen  Richtung  genannt  werden  kann. 


Digitized  by  Google 


Tensor  eines  Quaternions. 


215 


(7.)  Txq  =  ±  x  Tq, 

je  nachdem 

x  >  oder  <  0; 

so  ist,  im  Besonderen,  T  ( —  q)  =  Tq,  oder  die  Tensoren  ent- 
gegengesetzter Quaternionen  sind  gleich. 

(8.)      Tx  =  ±  x,  je  nachdem  x  >  oder  <  0; 

also  ist  der  Tensor  eines  Skalars  der  Skalar  selbst,  positiv  ge- 
nommen. 

(9.)  Daher  ist, 

T  Tu  =  Tu,    TTq  =  Tq; 

so  dass  wir,  wenn  wir  vom  Gegenstande  der  Operation  T  (ver- 
gleiche 145,  160)  absehn,  die  symbolische  Gleichung, 

T*=TT=  T, 

aufstellen  können. 

(10.)  Da  der  Tensor  eines  Quaternions  allgemein  ein  po- 
sitiver Skalar  ist,  so  ist  ein  solcher  Tensor  sein  eigener  Con- 
jugirter  (139);  sein  Winkel  ist  null  (131);  und  sein  Versor  (159) 
ist  die  positive  Einheit;  oder  in  Zeichen, 

KTq  =  Tq\     L.Tq  =  0\  UTq=l. 

(11.)       T{l:q)=:  T(a:fl)  =  Tu:  Tß=l:Tq; 
oder  in  Worten,  der  Tensor  des  ßeciproken  eines  Quaternions 
ist  gleich  dem  ßeciproken  des  Tensors. 

(12.)  Ferner,  da  die  beiden  Linien,  OB  und  OB',  in  Fig. 
36,  gleich  lang  sind,  so  ergiebt  die  Definition  (137)  eines  Con- 
jugirten 

TKq  =  Tq] 

oder  in  Worten,  die  Tensoren  conjugirter  Quaternionen  sind 
gleich. 

(13.)  Es  ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  irgend  zwei 
Quaternionen,  die  gleiche  Tensoren  und  gleiche  Versoren  haben, 
selbst  gleich  sind;  oder  in  Zeichen,  dass 

q  =  q,  wenn  Tq'  =  Tq,  und  Uq  m  Uq. 

188.  Da  wir,  allgemein,  haben, 

£  =  *LM  =  M  (yCrgL  12«,  186), 

a        Ta.  Ua        Ta     Da         Da      Ta   v     °  '  " 

so  können  wir  die  beiden  folgenden  allgemeinen  Formeln  für 

15* 
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die  Zerlegung  eines  Quaternions  in  zwei  Factoren,  von  der 
Tensor-  und  Versor-Art,  aufstellen: 

l...q=Tq.  Uq;      IL  .  .  q  =  Uq  .  Tq; 
die  völlig  analog  den  Formeln  (186)  für  die  entsprechende  Zer- 
legung eines  Vectors  in  Factoren  derselben  beiden  Arten  sind, 
nämlich : 

L' ..  a=  Tu.  Ua;    IL' .  .  a  =  Ua  .  Ta. 

Um  diese  letztere  Zerlegung  eines  Quaternions,  q,  oder 
OB  :  OA,  in  Factoren  zu  erläutern,  können  wir  uns  zwei  concen- 
trische,  aber  entgegengesetzt  gerichtete  Kreisbogen  AÄ  und  BB 
denken,  die  bezüglich  in  den  beiden  Linien  OB  und  OA  endigen, 
oder  besser  auf  der  längeren  der  beiden  Linien  selbst,  und  auf 
der  Verlängerung  der  kürzeren  von  ihnen,  wie  in  der  neben- 
stehenden Figur  48;  so  dass  OA'  die  Länge  von  OA  hat,  aber 
n*.  »  die  Richtung  von  OB,  während  OB', 

B       im  Gegentheil,  die  Länge  von  OB 
y^S.       hat,  aber  die  Richtung  von  OA;  und 
\     "wir  können  daher,  mit  Benutzung  der 
yr\  \    Definitionen  von  Versoren  und  Ten- 

j  )    soren  von  Vectoren  (155,  156,  185, 

0  A  H'   186),  schreiben, 

OA'  =  Tu  .  Uß\     OB'  =  Tß  .  Ua. 
Daim  ist,  nach  den  Definitionen  in  156,  187,  des,  Versors 
und  Tensors  eines  Quaternions, 

Uq=  U{OB  :  OA)=  OA' :  OA=OB  :  OB'; 
Tq  -  T(OB  :  OA)  -  OB' :  OA=OB:  OA'; 

woraus,  nach  der  allgemeinen  Formel  der  Multiplication  von 
Quotienten  (107),  folgt, 

I..q=OB:  OA  =  {OB:  OA').{OA':OA)=  Tq.Uq, 
und 

n.  .  q  =  OB:  OA  =  {OB  :  OB").  (OB:  OA)=  Uq.  Tq, 
wie  vorher. 

189.  In  Worten,  wenn  wir  vom  Vector  a  zum  Vector  ß 
überzugehn  wünschen,  oder  von  der  Linie  OA  zur  Linie  OB, 
so  können  wir  nach  Belieben  entweder  1)  damit  beginnen, 
OA  nach  OA'  zu  drehn  und  danach  OA'  zu  OB  auszu- 
dehnen, wie  Fig.  48  erläutern  kann;  oder  2)  damit  beginnen,  OA 
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zu  OB'  auszudehnen,  und  dann  OB'  nach  OB  zu  drehn. 
Der  Act  der  Multiplication  einer  Linie  a  mit  einem  Quater- 
nion  7,  wenn  man  ihn  als  einen  Factor  (103)  ansieht,  der  beides, 
Länge  und  Richtung  (109)  beeinflusst,  kann  somit  in  zwei  ver- 
schiedene Theilacte  zerlegt  werden,  nämlich  von  der  Art,  die 
wir  Version  und  Tension  genannt  haben ;  und  diese  beiden  Acte 
können,  nach  Belieben,  in  der  einen  oder  anderen  Aufeinander- 
folge ausgeführt  werden.  Und  obwohl  wir,  wenn  wir  nur  auf 
die  Längen  Rücksicht  nehmen,  sagen  können,  dass  der  Tensor 
eines  Quaternions  eine  zeichenlose  Zahl*  ist,  die  ein  geometrisches 
Verhältniss  von  Grössen  ausdrückt,  so  sehn  wir  doch,  wenn 
wir  die  vorige  Construction  (Fig.  48)  beibehalten,  aus  jedem 
der  beiden  resultirenden  Ausdrücke  (188)  für  Tq,  dass  es  eine 
Eigenschaft  giebt,  in  der  man  diesen  Tensor  als  einen  positiven 
Skalar  behandeln  kann,  wie  wir  es  zuletzt  gcthan  haben  und 
von  jetzt  an  systematisch  thun  wollen. 

190.  Da  TKq  =  Tq,  nach  187,  (12.),  und  VKq  =  1  :  Uq, 
nach  158,  so  können  wir,  allgemein,  für  irgend  einen  Quater- 
nion  und  seinen  Conjugirten  die  beiden  zu  einander  in  Be- 
ziehung stehenden  Ausdrücke  hinschreiben: 

I.  .  .  q=  Tq  .  Uq\      II.  .  .  Kq  =  Tq  :  Uq\ 

und  daraus  folgt,  durch  Multiplication  und  Division, 

III.  .  .  q.  Kq  =  (Tq)*]     IV.  .  .  q  \  Kq  =  (Uq)*. 

Der  letzteren  Formel  sind  wir  schon  vorher  begegnet ;  und 
wir  sahen  (161),  dass  in  ihr  die  Klammern  fortgelassen  werden 
können,  da  (Uq)1  =  U(qt).  Ebenso  haben  wir  auch  [vergl. 
161,  (2.)], 

(Tq)*  =  T(q*)  =  Tq\ 

wo  die  Klammern  wieder  fortgelassen  werden  können;  oder  in 
Worten,  derTensordes  Quadrates  eines  Quaternions  ist  stets  gleich 
dem  Quadrate  des  Tensors:  wie  (ausser  auf  anderen  Wegen)  aus 
dem  Anblick  der  Fig.  42,  bis  folgt,  in  der  die  Längen  von 
OA,OB,OC  eine  geometrische  Progression  bilden;  daraus  folgt, 

t  f0BY  -  t2£    toc    (t.ob\*_  (ToBy 

1  '  [ÖÄ]  ~  *  OÄ~  T.OA  0  \T.OA)  ~  \A  OA)  ' 


Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  141,  zu  Art.  109. 


218 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theü  II. 


Zu  gleicher  Zeit  sehn  wir  wieder,  dass  das  Product  q  Kq 
zweier  conjugirten  Quaternionen,  das  wir  [145,  (11.)]  ihre  ge- 
meinsame Norm  genannt  und  mit  dem  Symbol  Nq  bezeichnet 
haben,  geometrisch  das  Quadrat  des  Quotienten  der  Längen 
der  beiden  Linien  darstellt,  deren  Quotient  (wenn  sie  als  Vectoren 
aufgefasst  werden)  der  Quaternion  q  selbst  ist  (112).  Wir 
können  daher  allgemein*  schreiben, 

V...  qKq=Tq*  =  Nq;   VI.  .  .Tq  =  yNq  =  y{qKq). 
(1.)  Wir  haben  auch,  nach  IL,  die  folgenden  weiteren  all- 
gemeinen Transformationen  für  den  Tensor  eines  Quaternions  : 
VEL  . .  Tq  =  Kq.  Uq\    VUL  . .  Tq  =  üq . Kq; 

ihre  geometrischen  Bedeutungen  könnten  leicht  aus  einer  Zeich- 
nung entwickelt  werden,  aber  ihre  Gültigkeit  ist  durch  das 
Vorstehende  genugsam  bewiesen. 
(2.)    Auch  (vergl.  158), 

(8).  Der  Reciproke  eines  Quaternions  und  der  Coujugirte** 
des  Reciproken  können  jetzt  in  folgender  Weise  ausgedrückt 
werden: 

JL     E3L     Es  —  KU9     _L  _l       JL  _L  • 

q       Tq*       Nq~     Tq    ~  Uq'  Tq  ~  Tq'  üq' 
K-  -  J--     ?    _  U1  -  JL 

q         N9         Tq*   ~  Tq~  Kq' 

(4.)  Wir  können  auch  allgemein  schreiben, 

IX.  .  .  Kq=  Tq.KUq  =  Nqiq. 

191.  Im  Allgemeinen  seien  q  und  q'  irgend  zwei  Qua- 
ternionen,  die  wir  als  Multiplicandus  und  Multiplicator  ansehn 
wollen,  und  sie  mögen  auf  die  Formen  ß :  a  und  y :  ß  reducirt 
worden  sein  (nach  120);  dann  kann  der  Tensor  und  Versor  des 
dritten  Quaternions,  y:a,  der  (nach  107)  ihr  Product  qq'f  ist, 
in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

L  . .  Tq'  q  =  T[y :  a)  =  Ty\Tu  =  {Ty :  Tß)  .{Tß:  Tu) 

=  Tq'.  Tq; 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  166. 
Vergleiche  Art  145  und  die  Anmerkung  auf  Seite  168. 
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IL..  Uq'q=  U(y:a)=Uy:Ua  =  {Uy:Uß).{Uß:Ua) 

-Uq\Uq\ 

wo  Tq'q  und  Uq'q,  der  Einfachheit  wegen,  statt  T(q'.q)  und 
U (q'-q)  geschrieben  worden  ist  Daher  ist,  in  irgend  solcher  Multi- 
plication,  der  Tensor  des  Productes  das  Product  der  Tensoren 
und  der  Yersor  des  Productes  das  Product  der  Versoren;  die 
Reihenfolge  der  Factoren  wird  im  letzteren  (vergl.  168,  u.  s.w.) 
allgemein  beibehalten,  obwohl  sie  im  erstereu  geändert  werden 
kann,  da  ein  Tensor  ein  Skalar  ist  Ebenso  haben  wir  für  die 
Division  irgend  eines  Quaternions  q  mit  irgend  einem  anderen 
q  die  entsprechenden  Formeln: 

III        T(q'.q)=  Tq':Tq;     IV...  U{q':q)=  Uq'\Vq\ 

oder  mit  Worten,  der  Tensor  des  Quotienten  irgend  zweier 
Quaternionen  ist  gleich  dem  Quotienten  der  Tensoren;  und 
ebenso  ist  der  Versor  des  Quotienten  gleich  dem  Quotienten  der 
Versoren.  Und  da  MultipUcation  und  Division  von  Tensoren 
nach  den  Regeln  der  Algebra  ausgeführt  werden,  oder  besser 
der  Arithmetik  (deim  ein  Tensor  ist  nach  dem,  was  vorhergeht, 
stets  eine  positive  Zahl),  so  sehn  wir,  dass  die  Schwierigkeit 
bei  der  allgemeinen  Multiplication  und  Division  von  Quater- 
nionen, worin  sie  auch  immer  bestehn  mag,  auf  die  beiden 
entsprechenden  Operationen  an  Versoren  zurückgeführt  ist:  und 
für  die  letzteren  Operationen  habe  ich  geometrische  Constitu- 
tionen im  neunten  Abschnitt  dieses  Kapitels  angegeben. 

(1.)  Die  beiden  Producte,  q  q  und  qq',  irgend  zweier  Qua- 
ternionen, deren  Factoren  in  verschiedener  Reihenfolge  ge- 
nommen sind,  sind  gleich  oder  ungleich,  je  nachdem  diese 
beiden  Factoren  complanar  oder  diplanar  sind;  denn  ich  habe 
schon  bewiesen,  dass  eine  solche  Gleichheit  (169),  oder  Un- 
gleichheit (168),  für  den  Fall*  besteht  dass  jeder  Tensor  gleich 
der  Einheit  ist;  aber  wir  haben  stets  (vergl.  178), 

Tq'q  =  Tqq'\     Und     L.  q  q  =  L.  qq'. 

(2.)  Wenn  L.  q  =  L.  q  =^-,  dann  ist  qq'  =  Kq'q  (170); 

so  dass  die  Producte  zweier  rechten  Quotienten,  oder  rechten 
Quaternionen  (132),  wenn  man  sie  einmal  in  der  einen,  das 


•  Vergleiche  die  Anmerkungen  auf  Seite  190  und  193. 
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andere  Mal  in  der  entgegengesetzten  Reihenfolge  nimmt,  stets 
conjugirte  Quaternionen  sind. 

(3.)  Wenn  Z_  q  =  L.  q  =^  ,    und   Axy'lAx.  q, 

dann  ist  >  < 

qq  =  -  qq\ 

Lqq  =  Lq'q=  \  , 
Ax.  q'q  i.  Ax.  q}  Ax.  q'q  J_  Ax.  7'  (171); 
so  dass  das  Product  zweier  rechten  Quaternionen  in  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebnen,  ein  dritter  ebenfalls  rechter 
Quaternion  ist,  in  einer  Ebne  senkrecht  zu  den  beiden  vorigen; 
und  er  wird  in  den  ihm  entgegengesetzten  verwandelt,  wenn  die 
Reihenfolge  der  Factoren  umgekehrt  wird,  wie  wir  hatten 
ij  =  Ä  =  -  ji  (182). 

(4.)  Wenn  q  und  q'  irgend  zwei  diplanare  Quaternionen 
sind,  so  ist  die  Drehung  um  Ax.  q',  von  Ax.  q  zu  Ax.  q'q 
im  Allgemeinen  positiv  (177). 

(5.)  Unter  derselben  Bedingung  ist  q  (q':q)  ein  Quater- 
nion mit  demselben  Tensor,  und  demselben  Winkel,  wie  q', 
aber  seine  Achse  ist  verschieden;  und  die  neue  Achse,  Ax. 
q{q':q),  kann  aus  der  früheren  Achse,  Ax.  q',  durch  eine  co- 
nische Drehung  in  positiver  Richtung  um  Ax.  q,  durch  einen 
Winkel  =  2  Z_  q  abgeleitet  werden  [179,  (1.)]. 

(6.)  Das  Product  oder  der  Quotient  zweier  complanaren 
Quaternionen  ist  im  Allgemeinen  ein  dritter  Quaternion,  der 
mit  ihnen  beiden  complanar  ist;  aber  wenn  sie  beide  Skalare, 
oder  beide  rechte  sind,  dann  wird  das  Product  oder  der  Quo- 
tient ein  Skalar  (131). 

(7.)  Mag  nun  q  und  q  complanar  oder  diplanar  sein, 
wir  haben  stets  wie  in  der  Algebra  (vergL  106,  107,  136)  die 
beiden  identischen  Gleichungen: 

V.  .  .  (g':q).q  =  ?';        VI...  {q'.q):q  =  q'. 

(8.)  Wir  haben  auch,  nach  190,  V.,  und  191,  L,  die 
weitere  allgemeine  Formel: 

Vn.  ..Nq'q  =  Nq'.Nq\ 
oder  in  Worten,  die  Norm  des  Productes  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  der  Normen. 

192.  Es  sei  q  =  ß:a,  und  q'^y.ß,  wie  vorher;  dann  ist, 
I:y'y-l:(yj«)-«:y-(«i/J).(/9:y)»(l:y).  (!:?'); 
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so  dass  der  Reciproke  des  Productes  irgend  zweier  Quaternionen 
gleich  dem  Producte  der  Reciproken  ist,  in  umgekehrter  Reihen- 
folge genommen:  oder  kurz, 

I.  .  .  Rq'q  =  Rq  .Rq', 

wenn  R  wieder  [wie  in  161,  (3.)]  als  ein  augenblickliches  cha- 
rakteristisches Zeichen  rar  reciproke  Werthe  benutzt  wird. 
Und  da  wir  dann,  nach  demselben  Nebenartikel,  die  symbolische 
Gleichung,  KU  =  UR,  haben,  oder  in  Worten,  dass  der  Con- 
jugirte  des  Versors  irgend  eines  Quaternions  q  gleich  (158) 
dem  Versor  des  Reciproken  des  Quaternions  ist;  während  der 
Versor  eines  Productes  gleich  (191)  dem  Product  der  Ver- 
soren  ist,  so  sehn  wir,  dass 

Küq'q  =  URq'q  =  ÜRq.  URq'  =  KUq.KUq. 

Aber 

Kq  =  Tq.KUq,  nach  190,  IX.; 

und 

Tq'q=Tq'.Tq  =  Tq .  Tq', 

nach  191;  und  wir  kommen  daher  so  zur  folgenden  weiteren 
wichtigen  und  allgemeinen  Formel: 

II.  .  .  Kq'q  =  Kq  ,Kq'\ 

oder  in  Worten,  der  Conjugirte  des  Productes  irgend  zweier 
Quaternionen  ist  gleich  dem  Producte  der  Conjugirten,  wenn 
sie  wieder  in  umgekehrter  Reihenfolge  genommen  werden. 

(1.)  Die  beiden  Resultate,  L,  IL,  können  für  Versoren 
{Tq  =  Tq  =  1)  durch  die  Betrachtung  eines  sphärischen  Drei- 
ecks ABC  (vergL  Fig.  43)  erläutert  werden;  in  ihm  mögen 
die  Seiten  AB  und  BC  (vergl.  167)  q  und  q  darstellen,  der 
Bogen  AC  stellt  dann  q'q  dar.  Dann  wird  aber  der  neue 
Multiplicator  Rq  =  Kq  (158)  durch  BA  (162)  dargestellt,  und 
der  neue  Multiplicandus  Rq'  =  Kq'  durch  CB\  folglich  wird 
das  neue  Product,  Rq .  Rq  =  Kq .  Kq',  durch  den  entgegen- 
gesetzten Bogen  CA  dargestellt,  und  ist  daher  zugleich  der  Reci- 
prokeÄ?'?,  und  der  Conjugirte  Kq' q,  des  vorigen  Productes  q'q. 

(2.)  Wenn  q  und  q'  rechte  Quaternionen  sind,  dann  ist 
Kq  =  -  q,  Kq'  =  —  q  (nach  144) ;  und  die  vorige  Formel  II.  wird, 

Kq'q  =  qq', 

wie  in  170. 

(3.)  Im  Allgemeinen  kann  die  Formel  IL  (von  192)  so 
geschrieben  werden, 
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a  a  p 

wo  a,  ß,  y  irgend  drei  Vectoren  sind. 

Fi*.  ».  (4.)  Nehmen  wir  nun  an,  dass  wir, 

2            g  wie  in  der  nebenstehenden  Fig.  49, 

/ff  " '  "V  &e  beiden  folgenden  Beziehungen 

ZW1- 

0^~J- —  sehen  Dreiecken  (118)  haben, 

\  j  AAOBoc'  BOC 

ABOEoz'DOB, 

und  daher  (nach  137)  die  beiden  Gleichungen, 

dann  erhalten  wir,  nach  III., 

=  K—,  oder  A DOCoz'  A  O  E\ 

so  dass  die  dritte  Formel  für  die  umgekehrte  Aehnlichkeit 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist. 

(5.)  Wenn  dann  [vergl.  145,  (6.)]  irgend  zwei  Kreise,  die 
entweder  in  einer  Ebne  oder  im  Räume  hegen,  einander  in 
einem  Punkte  B  berühren;  und  wenn  dann  von  einem  Punkte 
Of  auf  der  gemeinsamen  Tangente  BOf  zwei  Sccanten  OACf 
OED  zu  diesen  beiden  Kreisen  gezogen  werden;  so  hegen  die 
vier  Schnittpunkte  A,  C,  D,  E  auf  einem  "Kreise;  denn,  dass 
sie  auf  ein  und  demselben  Kreise  hegen,  ist  eine  leichte  Fol- 
gerung (wegen  der  Gleichheit  der  Winkel,  iL  s.  w.)  aus  der 
letzten  umgekehrten  Aehnlichkeit. 

(6.)  Zu  demselben  Schluss,  dass  die  vier  Punkte  auf  einem 
Kreise  liegen  (oder  concircular  sind  u.  8.  w.),  kann  man  auch  ande  r- 
weitig  und  zwar  auf  geometrischen  Wege  gelangen,  aus  der  Gleich- 
heit der  beiden  Rechtecke  AO.  CO  und  DO .  EO,  von  denen  jedes 
gleich  dem  Quadrate  der  Tangente  OB  ist;  das  mag  alseine  lehr- 
reiche Verificirung  der  vorigen  Formel  III.  dienen,  und  als  ein 
Beispiel  der  Uebereinstimmung  mit  den  Ergebnissen,  zu  denen 
wir  durch  die  Rechnung  mit  Quaternionen  geführt  wurden. 

(7.)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  Construction  im 
Allgemeinen  drei  Kreise  ergeben  würde,  obwohl  nur  einer  in 
der  Figur  gezeichnet  ist;  aber  dass  die  drei  Kreise,  wenn  die 
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beiden  Dreiecke  ABC  und  DB E  in  versclüedenen  Ebnen  lie- 
gen, auf  ein  und  derselben  Kugel  liegen,  und  folglich  auch  die 
fünf  Punkte  ABC  DE. 

193.  Eine  wichtige  Anwendung  der  vorhergehenden  all- 
gemeinen Theorie  der  Multiplication  und  Division  ist  die  Be- 
trachtung von  rechten  Quatemionen  (132),  in  Verbindung  mit 
ihren  Index- Vectoren,  oder  Indiccs  (133). 

Wir  wollen  zuerst  die  Division  betrachten  und  die  allgemeine 
Formel  von  106  anwenden;  es  seien  ß  und  y  beide  rechtwinklig 
zu  «,  und  ß  und  y'  die  bezüglichen  Indices  der  beiden  rechten 
Quotienten,  q  =  ß:a,  und  <j'  =  y:a.  Wir  erhalten  dann  die  beiden 
Complanaritäten,  ß'\\\ß,  y,  und  y'  j  |  ( ß,  y  (vergl.  123),  denn  die 
vier  Linien  ß,  y,  ß',  y'  sind  alle  rechtwinklig  zu  a\  und  es 
ist  leicht  zu  sehn,  nach  Definitionen,  die  ich  schon  gegeben 
habe,  dass  die  vier  Linien  in  ihrer  gemeinsamen  Ebne  eine 
Proportion  von  Vectoren  bilden,  in  demselben  Sinne,  in  dem 
a>  ßj  7'}  9  es  thun,  in  dem  vierten  Abschnitt  dieses  Kapitels. 
Wir  können  daher  die  Gleichung  zwischen  Quotienten  schreiben , 

r'-.ß'-r-ß- 

In  der  That  haben  wir  (nach  133,  185,  187)  die  folgenden 
Beziehungen  zwischen  Längen, 

Tß'  =  Tß:  Tee,       Ty'  =  Ty:  Tee, 

und  folglich: 

T(y':ß')=  Tb'-.ß); 
und  die  Beziehung  zwischen  den  Richtungen,  die  durch  die 
Formel, 

Uly'iß')  =  U(y:ß),    oder    Uy' :  Uß'  =  Uy\ Uß, 
dargestellt  wird,  wird  leicht  vermittelst  der  Gleichungen, 

Z.(y':y)  =  Z.(y?':/?)=f-, 

Ax.  {y' :  y)  =  Ax.  {ß' :  ß)  =  üei , 

erhalten.  Wir  kommen  so  zu  dem  allgemeinen  Satze  (vergl. 
wieder  133),  dass  „der  Quotient  irgend  zweier  rechten  Quater- 
nionen  gleich  dem  Quotienten  ihrer  Indices  ist"* 


*  Wir  haben  damit  einen  neuen  Punkt  der  Uebcreinatünmung,  oder 
der  Verbindung,  zwischen- rechten  Quatemionen  und  ihren  In i lex- Vectoren, 
der  dazu  führt,  die  schlieasliche  Annahme  zu  rechtfertigen,  die  wir  bis 
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(1.)  Zum  Beispiel  (vergL  150,  159,  181),  die  Indicea  der 
rechten  Versoren  i,  j,  k  sind  die  Achsen  dieser  drei  Ver- 
soren, nämlich,  die  Linien  Ol,  OJ,  OK;  und  wir  haben  die 
gleichen  Quotienten, 

Ol:  OJ'  =  k  =  OJ.OI,  u.  s.  w.. 

(2.)  Ebenso  sind  die  Indices  von  —  i,  —  j,  —  k  gleich 
Ol',  OJ',  OK';  und  es  ist 

i:  -j  =  OJ'.Or  =k  =  Ol:  OJ',  u.  s.  w.. 

(3.)  Im  Allgemeinen  ist  der  Quotient  irgend  zweier  rechten 
Versoren  gleich  dem  Quotienten  ihrer  Achsen;  wie  es  die  Theorie 
der  darstellenden  Bogen,  und  ihrer  Pole,  leicht  erläutert 

194.  Was  die  Multiplication  zweier  rechten  Quaternionen 
in  Verbindung  mit  ihren  Indices  betrifft,  so  mag  es  hier  ge- 
nügen zu  bemerken,  dass,  nach  106  und  107,  das  Product  y :  a 
=  {y:ß).(ß:u)  gleich  (vergl.  136)  dem  Quotienten,  {y : ß)  :{a:ß), 
ist;  woraus  leicht  zu  schliessen  ist,  dass  „das  Product,  q'q, 
irgend  zweier  rechten  Quaternionen  gleich  dem  Quotienten  aus 
dem  Index  des  Multiplicators,  q,  dividirt  durch  den  Index  des 
Beciproken  des  Multiplicandus,  q,  ist" 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Ebne,  entweder  des  Productes 
oder  des  Quotienten  zweier  rechten  Quaternionen,  mit  der 
Ebne  ihrer  Indices  zusammenfällt;  und  daher  auch  mit  der 
Ebne  ihrer  Achsen;  denn  wir  haben,  allgemein,  nach  schon 
aufgestellten  Principien,  die  Transformation, 

wenn  L.  q  =  ~, 

dann  ist  - 

Index  von  q  =  Tq.  Ax.  q. 

jetzt  noch  nicht  gemacht  haben,  die  erstcren  gleich  den  letzteren  zu  setzen. 
In  der  That  werden  wir  bald  beweisen,  dass  der  Index  der  Summe  oder 
der  Dinerenz  irgend  zweier  rechten  Quotienten  (132)  gleich  der  Summe 
oder  Differenz  ihrer  Indices  ist;  und  wir  werden  es  in  der  Folge  passend 
finden,  das  Product  t*?  n  irgend  zweier  Vectorcn  als  das  Quaternionen- 
Product  (194)  zweier  rechten  Quaternionen  zu  deuten,  deren  Indices  die 
beiden  Linien  sind  (133);  dann  wird  die  vorher  erwähnte  Annahme  der 
Gleichheit  natürlich  erscheinen  und  sich  als  nützlich  erweisen.  (Ver- 
gleiche die  Anmerkungen  auf  den  Seiten  154  und  174.) 
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Zwölfter  Abschnitt, 

TJeber  die  Summe  oder  Differenz  irgend  zweier  Quaternionen; 
und  über  den  Skalar,  oder  Skalar-Theil,  eines  Quaternlons. 

195.  Die  Addition  irgend  eines  gegebenen  Quaternions  q\ 
der  als  ein  geometrischer  Quotient  oder  Bruch  (101)  aufgefasst 
wird,  zu  irgend  einem  anderen  gegebenen  Quaternion  q,  der 
ebenfalls  als  ein  Bruch  aufgefasst  wird,  kann  stets  nach  der  ersten 
allgemeinen  Formel  des  Art.  106  ausgeführt  werden,  wenn  die 
beiden  Brüche  ein  und  denselben  Nenner  haben;  und  wenn 
sie  ihn  nicht  schon  von  vornherein  haben,  können  sie  stets 
durch  das  Verfahren  des  Art  120  auf  eine  solche  Form  re- 
ducirt  werden,  dass  sie  ihn  haben.  Und  da  wir  früher  sahn, 
dass  die  Addition  irgend  zweier  Linien  eine  commutative  Ope- 
ration ist  (7,  9),  so  dass  wir  stets  haben,  y  +  ß  =  ß  +  y,  so 
folgt  (nach  106),  dass  die  Addition  irgend  zweier  Quaternionen 
ebenfalls  eine  commutative  Operation  ist,  oder  in  Zeichen,  dass 

L  .  .  q  +f'~  q'  +  q\ 

so  dass  die  Summe  irgend  zweier*  Quaternionen  einen  Werth 
hat,  der  unabhängig  von  ihrer  Aufeinanderfolge  ist:  und  der 
nach  dem,  was  vorhergeht,  als  gegeben,  oder  wenigstens  als 
bekannt,  oder  als  bestimmt,  angesehn  werden  muss,  wenn  die 
beiden  Summand -Quaternionen  gegeben  sind.  Es  ist  auch 
leicht  zu  sehn,  dass  der  Conjugirte  einer  solchen  Summe  gleich 
der  Summe  der  Conjugirten  ist,  oder  in  Zeichen,  dass 

IL  .  .  K(q'  +  q)  =  Kq  +  Kq. 

(1.)  Die  wichtige  zuletzt  hingeschriebene  Formel  wird  geomet- 
risch anschaulich,  wenn  man  sie  unter  der  folgenden  allgemeinen 
Form  darstellt.  Es  sei  OB DC  irgend  ein  Parallelogramm 
und  OA  irgend  eine  gerade  Linie,  die  von  einer  seiner  Ecken 
aus  gezogen  ist,  aber  im  Allgemeinen  nicht  in  seiner  Ebne  hegt. 
Es  mögen  die  drei  weitereu  Ecken,  B,  C,  D,  [im  Sinne  von 
145,  (5.)],  in  Bezug  auf  die  Linie  OA  in  drei  neue  Punkte, 
B',  (?,  D',  reflectirt  werden;  oder  es  seien  die  drei  Linien 
OB,  OC}  OD  (im  Sinne  von  138)  in  Bezug  auf  dieselbe  Linie 

•  Wir  werden  finden,  dass  sich  das  Resultat  auf  den  FaU  von  drei  oder 
mehr  Quaternionen  ausdehnen  lasst;  aber  für  jetzt  wollen  wir  uns  mit 
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OA  reflectirt;  die  mithin  die  drei  Verbindungslinien,  BB', 
CC,  DD',  unter  rechten  Winkeln  schneidet  und  halbirt,  wie 
es  BB'  in  Fig.  36  thut  Dann  kann  jede  der  Linien  OB, 
OC,  OD,  und  daher  auch  die  ganze  ebne  Figur  OBDC,  so 
angesehn  werden,  als  ob  sie  einfach  um  die  Linie  OA  als 
Achse,  durch  eine  konische  Drehung  um  zwei  rechte  Winkel, 
gedreht  worden  wäre;  und  folglich  muss  die  neue  Figur 
OB'D'C,  wie  die  vorige  OBDC,  ein  Parallelogramm  sein. 
Somit  (vergL  106,  137)  haben  wir 

OD  =  OC  +OB',      d'  =  y'  +  ß  , 

d':  «  =  (/:«)  +  (/*':*)  J 

und  die  vorige  Formel  IL  ist  gerechtfertigt 

(2.)  Da  die  vorige  Betrachtung  so  einfach  ist  und  es  un- 
nöthig  erscheint,  eine  neue  Zeichnung  herzustellen,  um  sie  zu 
erläutern,  so  mag  der  Leser  lieber  einmal  aufgefordert  werden, 
seine  Aufmerksamkeit  auf  die  grosse  Einfachheit  des  Ausdrucks 
zu  richten,  mit  der  sich  viele  wichtige  geometrische  Begriffe 
in  Bezug  auf  den  Raum  von  drei  Dimensionen,  durch  unsere 
Rechenart  herstellen  hissen;  und  er  mag  sie  sich  für  künftige 
Anwendungen,  und  zur  leichten  Verbindung  mit  anderen  Re- 
sultaten derselben  Art,  gegenwärtig  halten.  Vergleiche  die 
früher  gemachten  Anmerkungen  in  132,  (6.);  145,  (10.);  161; 
179,  (3.);  192,  (6.);  und  einige  der  sogleich  folgenden  Neben- 
artikel zu  196,  in  Betreff  der  Eigenschaften  eines  schiefen  Kegels 
mit  kreisförmiger  Basis. 

196.  Einer  der  wichtigsten  Fälle  von  Addition  ist  der  zweier 
conjugirten  Summanden,  q  und  Kq,  deren  Summe,  wie  wir  (in 
140)  gesehn  haben,  stets  ein  Skalar  ist.  Ich  schlage  vor,  die 
Hälfte  dieser  Summe  von  jetzt  an  durch  das  Symbol, 

Sq, 

zu  bezeichnen;  und  also  allgemein  zu  schreiben, 

I. .  .  q  -f  Kq  =  Kq  +  q  =  2  Sq ; 
oder  das  neue  Symbol  Sq  durch  die  Formel, 

IL..  Sq  =  \{q  +  Kq)', 

oder  kurz  durch, 

II.  ..  S=J(l  +  /0> 
zu  definiren.   Aus  Gründen,  die  bald  vollständiger  einleuchten 
werden,  können  wir  diese  neue  Grösse,  Sq,  auch  den  Skalar-Theil, 
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oder  einfach  den  Skalar,  des  Quaternions  q  nennen;  und  wir 
wollen  daher  den  Buchstaben  S,  in  dieser  Anwendung,  das 
charakteristische  Zeichen  für  die  Operation,  den  Skalar  eines 
Quaternions  zu  nehmen,  nennen.  (Vergl.  132,  (6.);  137;  156; 
187.)  Es  folgt  daraus,  dass  nicht  nur  gleiche  Quaternionen, 
sondern  auch  conjugirte  Quaternionen,  gleiche  Skalare  haben; 
oder  in  Zeichen, 

HL  . .  Sq'  —  Sq,     wenn  q'  =  q\ 

und 

IV.  .  .   SKq  =  Sq\ 

oder  kurz, 

IV.'..  SK=  S. 
Und  da  wir  gesehn  haben,  dass  Kq  —  +  q,  wenn  q  ein 
Skalar  ist  (139),  dass  aber  Kq  =  —  q,  wenn  q  ein  rechter  Quo- 
tient (144)  ist,  so  finden  wir,  dass  der  Skalar  eines  Skalars  (der 
als  ein  besonderer  Fall  eines  Quaternions  aufgefasst  wird,  131) 
gleich  dem  Skalar  selbst  ist,  dass  aber  der  Skalar  eines  rechten 
Quaternions  null  ist  Wir  können  daher  jetzt  schreiben  (ver- 
gleiche 160): 

V.  . .  Sx  =  x,    wenn  x  ein  Skalar  ist; 
VL  . .  SSq  -  Sq,      S2  -  SS  =  S; 

und 

VIL  . .  Sq  =  0,     wenn  Z.  q  =  -J. 

Ferner  können  wir,  da  O  Ä  in  Fig.  36  mit  x  multiplicirt  wird, 
wenn  OB  damit  multiplicirt  wird,  allgemein  schreiben, 

VHX  . .  Szq  =  x  Sq,     wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist; 
und  daher  im  Besonderen  (nach  188), 

DL  .  .  Sq  =  S{Tq.  Uq)  =  Tq.SUq. 

Da  auch  SKq  —  Sq,  nach  IV.,  während  KUq=  U-, 
nach  158,  so  haben  wir  die  allgemeine  Gleichung, 

X...  SUq=SU±-\ 
oder  8 

X'...  SU-£-  =  SUj\ 

woraus,  nach  IX.,  folgt, 

XL..  Sq=  Tq.SU—] 

oder 


XI...   S-$-  =  T$-  .  SU  4-; 
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und  daher  auch,  nach  190,  (V.),  da  Tq,  T—  —  1, 
X1L  .  .    Sg=  Tq*.S±  =  Nq.Sl  ; 

xn. ..  #1  =  jv£.s" 

a  a  p 

Die  Ergebnisse  von  142,  mit  der  vorigen  Definition  L  oder 
EL  verbunden,  befähigen  uns,  die  vorige  Formol  VLL  zu  er- 
weitern und  zu  schreiben, 

XTTT. . .  Sq  > ,  =  ,  oder  <  0, 
je  nachdem  Z_  q  <  ,  =  ,  oder  >  y  ; 
und  umgekehrt, 

XIV. . .  /-q  <,  =  ,  oder  > 
je  nachdem  Sq  > ,  = ,  oder  <  0. 

In  der  That,  wenn  wir  die  Definition  I.  mit  der  Formel 
von  140  und  mit  Fig.  36  vergleichen,  so  sehn  wir  sogleich, 
dass  wir,  da  in  dieser  Figur, 

S(OB:OA)  =  OA':  OA, 

ist,  allgemein  schreiben  können, 

XV.  ..  Sq=  Tq. cos  Z_  q\ 

oder 

XVL  .  .  SUq  =  cos  Lq\ 

Gleichungen,  die  von  grosser  Wichtigkeit  sind,  da  sie  dazu 
dienen,  Quaternionen  mit  der  Trigonometrie  in  Verbindung  zu 
setzen;  und  sie  zeigen,  dass, 

XVIL  .  .  l-q'  =  t-q,    wenn  Süq  =  SUq\ 
der  Winkel  L.  q  wird  hierbei  wieder  (wie  in  130)  in  der  Weise 
gerechnet,  dass  er  nicht  ausserhalb  der  Grenzen  0  und  n  fallt; 
und  folglich  ist  auch, 

XVLTL  . .  Z.  q  =  üf,   wenn  Sq'^Sq,   und  Tq  =  Tq, 

und  der  Winkel  eines  Quaternions  ist  somit  gegeben,  wenn  der 
Skalar  und  der  Tensor  des  Quaternions  gegeben,  oder  bekannt 
sind.  Endlich  kann  man,  da  in  derselben  Figur  36  (vergl.  15, 
103)  die  Linie, 

OA'  =  {OA'-.OA) .  OA  =  OA.S(OB:  OA), 

sagen,  dass  sie  die  Projection  von  OB  auf  OA  ist,  da  A'  der 
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Pusapunkt  des  Lothes  ist,  das  vom  Punkte  B  auf  die  Linie 
OA  gefallt  ist,  und  wir  können  daher  die  weitere  allgemeine 
Formel  aufstellen: 

XIX.  ..  aSJ-  =  S— .ce  =  Projection  von  ß  auf  a\ 

an  *  1 

dieses  Ergebniss  wird  sich  uns*  sehr  nützlich  erweisen,  bei  Unter- 
suchungen über  geometrische  Orte,  und  es  kann  auch  so  ge- 
schrieben werden: 

XX. . .  Projection  von  ß  auf  u  =  Ua.Tß.SU^; 

und  ebenso  ergeben  sich  andere  Umformungen,  welche  aus  Sätzen 
ableitbar  sind,  die  wir  vorher  aufgestellt  haben. 

Es  ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  wir,  wegen  des 
Skalar-Charakters  von  Sq}  allgemein,  nach  159  und  187,  (8.), 
die  Ausdrücke  haben, 

XXL  . .  USq  =  ±  1;     XX TT. . .  TSq  =  ±  Sq; 
während  wir,  aus  demselben  Grunde,  stets,  nach  139,  die  Glei- 
chung (vergL  IV.)  haben, 

XX ITT. . .  KSq  =  Sq\    oder   XX ITT'. .  .  KS=  S; 
und,  nach  131, 

XXIV. .  .  Z.  Sq  =  0,  oder  =  nf  wenn  nicht  Z.  q  =  ; 

in  diesem  letzteren  Falle  wird  Sq  =  0,  nach  VII.,  und  daher 
Z.  Sq  unbestimmt:*    USq  wird  zu  gleicher  Zeit  unbestimmt, 
nach  159,  aber  TSq  verschwindet,  nach  186,  187. 
(1.)  Wir  sehn  daher,  dass  die  Gleichung, 

S±  =  0, 

a  ' 

gleichbedeutend  mit  der  Formel  (ti«e  ist;  und  dass  sie  da- 
her dieselbe  Ebne  als  Ort  für  P  bezeichnet,  wie  die,  welche 
durch  irgend  eine  der  anderen  vier  Gleichungen  von  186,  (6.) 
dargestellt  wird;  oder  durch  die  Gleichung, 

r-f+JL  =  i        187,  (2.). 

Q  — t»  '   \  I 

(2.)  Die  Gleichung 

=0,    oder    S-Q-=  , 
drückt  aus,  dass  BP±  OA  ist;  oder  dass  die  Punkte  B  und 


•  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  154,  zu  Art.  131. 
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P  dieselbe  Protection  auf  OA  haben;  oder  dass  der  Ort  von 
P  die  Ebne  durch  B,  senkrecht  zur  Linie  OA,  ist. 
(3.)  Die  Gleichung, 

a  a  7 

drückt  aus  [vergL  132,  (2.)],  dass  der  Ort  von  P  der  eine 
Mantel  eines  Umdrehungskegels  ist,  dessen  Spitze  O  und  dessen 
Achse  OA  ist,  und  der  durch  den  Punkt  B  geht. 

(4.)  Der  andere  Mantel  desselben  Kegels  wird  durch  die 
Gleichung, 

SUS-  =  -  su-ß-, 

a  a  1 

dargestellt;  und  beide  Mäntel  zusammen  durch  die  Gleichung, 

(5.)  Die  Gleichung, 

S-S-  =  1,  oder  S  U =  T~, 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Ebne  durch  A  ist,  die 
senkrecht  zur  Linie  OA  ist;  denn  sie  drückt  aus  (vergL  XIX.), 
dass  die  Projection  von  OP  auf  OA  die  Linie  OA  selbst  ist; 
oder  dass  der  Winkel  OAP  ein  rechter  ist;  oder  dass 

a 

(6.)  Andrerseits  drückt  die  Gleichung, 

5-^=1,  oder  SU&-  =  7*4, 

aus,  dass  die  Projection  von  OB  auf  OPdie  Linie  OP  selbst 
ist ;  oder  dass  der  Winkel  OPB  ein  rechter  Ist;  oder  dass  der 
Ort  von  P  die  Kugeloberfläche  ist,  welche  die  Linie  OB  zu  einem 
Durchmesser  hat. 

(7.)  Daher  stellt  das  System  der  beiden  Gleichungen, 

S-S-  =  l,       tf£  =  1, 

den  Kreis  dar,  in  dem  die  Kugel  (6.),  mit  dem  Durchmesser 
OB,  durch  die  Ebne  (5.)  geschnitten  wird,  deren  vom  Punkte  O 
auf  sie  gefälltes  Loth  OA  ist 

(8.)  Und  daher  stellt  die  neue  Gleichung, 

«  Q 

die  erhalten  wird,  indem  man  die  beiden  letzten  Gleichungen 
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multiplicirt,  den  cyklischen*  Kegel  (oder  Kegel  zweiter  Ord- 
nung, aber  im  Allgemeinen  nicht  einen  Umdrehungskegel)  dar, 
der  auf  dem  letzten  Kreise  (7.)  als  Basis  ruht,  und  den  Punkt 
O  zur  Spitze  hat.  In  der  That,  die  Gleichung  (8.)  wird  augen- 
scheinlich befriedigt,  wenn  die  beiden  Gleichungen  (7.)  es  sind; 
und  daher  muss  jeder  Punkt  des  Kreisumfanges,  der  durch  die 
beiden  Gleichungen  bezeichnet  wird,  ein  Punkt  des  Ortes  sein, 
der  durch  die  Gleichung  (8.)  dargestellt  wird.  Aber  die  letztere 
Gleichung  bleibt,  wenigstens  dem  Wesen  nach,  bestehn,  wenn 
q  in  xq  verwandelt  wird,  wo  x  irgend  ein  Skalar  ist;  der  Ort 
(8.)  ist  daher  eine  gewisse  Kegelflache,  deren  Spitze  der  An- 
fangspunkt O  ist;  und  folglich  kann  sie  keine  andere  als  die 
besondere  Kegelfläche,  nach  beiden  Richtungen  verlängert,  sein, 
die  —  wie  vorher  —  auf  der  gegebenen  kreisförmigen  Basis 
(7.)  ruht 

(9.)  Das  System  der  beiden  Gleichungen, 

q  r 

wo  bei  dem  Hinschreiben  der  ersten  der  Punkt  ausgelassen 
werden  kann,  stellt  einen  Kegelschnitt  dar;  nämlich  den  Schnitt, 
in  dem  der  Kegel  (8.)  durch  die  neue  Ebne  geschnitten  wird, 
deren  Loth,  vom  Anfangspunkte  der  Vectoren  O  auf  sie  ge- 
fällt, OC  ist 

(10.)  Umgekehrt  kann  jeder  ebne  elliptische  oder  andere 
Kegelschnitt  im  Räume,  dessen  Ebne  nicht  durch  den  Anfangs- 
punkt geht,  durch  ein  System  zweier  Gleichungen  von  der  letzten 
Form  (9.)  dargestellt  werden ;  denn  der  Kegel,  der  auf  irgend  einem 

*  Um  historisch  zu  sprechen,  der  schiefe  Kegel  mit  kreisförmiger 
Basis  kann  der  ApoUonische  Kegel  genannt  werden,  nach  dem  Apollonius 
von  Perga,  in  dessen  grossem  Werke  über  Kegelschnitte  {xiorixtjv),  auf 
das  ich  schon  in  einer  Anmerkung  auf  Seite  166  Bezug  genommen  habe, 
die  Eigenschaften  eines  solchen  Kegels  zuerst  sy  tem  arisch  behandelt  worden  zu 
sein  scheinen-,  obwohl  der  Umdrehungskegel  durch  Euklid  studirt  worden  ist 
Aber  die  Bezeichnung  „cykli scher  Kegel"  ist  kürzer,  und  es  scheint  mir 
natürlicher,  in  der  Geometrie  von  dem  vorher  erwähnten  schiefen  Kegel 
unter  diesem  Namen  zu  sprechen,  um  deutlich  seine  Verbindung  mit  dem 
Kreise  hervorzuheben,  als  ihn,  wie  es  sonst  gewöhnlich  geschieht,  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung,  oder  zweiten  Grades  zu  nennen;  obschon  auch 
diese  Bezeichnungen  ihre  Vortheile  haben. 

16* 
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solchen  Kegelschnitt  als  seiner  Basis  ruht,  und  dessen  Spitze  irgend 
ein  gegebener  Punkt  O  ist,  ist  bekanntlich  ein  cyklischer  Kegel. 

(11.)  Die  Curve,  oder  besser  das  Curvenpaar,  in  dem  ein 
schiefer,  aber  cyklischer  Kegel  (8.)  durch  eine  concentrische 
Kugel  geschnitten  wird  (das  heisst,  ein  Kegel,  der  auf  einer 
kreisförmigen  Basis  ruht,  durch  eine  Kugel,  die  ihren  Mittel- 
punkt in  der  Spitze  des  Kegels  hat)  hat  in  neuerer  Zeit  den 
Namen  sphärischer  Kegelschnitt  erhalten.  Und  irgend  ein 
solcher  Kegelschnitt  kann,  in  dem  vorher  angegebenen  Sinne, 
durch  das  System  der  beiden  Gleichungen, 

et  o 

dargesstellt  werden ;  die  Länge  des  Kugelradius  ist  hier,  der  Ein- 
fachheit wegen,  als  die  Längeneinheit  angenommen.  Aber  wenn 
wir  schreiben  Tq  =  o,woa  irgend  einen  constanten  und  positiven 
Skalar  bezeichnet,  so  können  wir  sofort  die  letztere  Beschränkung 
fallen  lassen,  wenn  es  sich  nützlich  oder  passend  erweisen  sollte. 

(12.)  Die  Gleichung  (8.)  kann,  nach  XXL  oder  XII'.,  unter 
der  Form  (vergl.  191,  VK): 

oder  kurz, 


geschrieben  werden;  wenn 

a'  =  ßTj=Ta.Uß, 

und 

T-|=  Tß.Ua\ 

so  dass  a  und  /?'  hier  die  Linien  OA'  und  OB'  des  Art 
188,  und  der  Fig.  48,  sind. 

(13.)  Daher  wird  der  Kegel  (8.)  nicht  nur  durch  die  Ebne 
(5.)  in  dem  Kreise  (7.)  geschnitten,  der  auf  der  Kugel  (6.)  liegt,  son- 
dern auch  durch  die  (im  Allgemeinen)  neue  Ebne,  S-±r  =  1,  in  dem 

'  et 

(im  Allgemeinen)  neuen  Kreise,  in  welchem  die  neue  Ebne  die 
(im  Allgemeinen)  neue  Kugel,  5^  =  1,  schneidet;  oder  indem 
Kreise,  der  durch  das  System  der  beiden  Gleichungen, 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.] 


Geometrische  Beispiele. 


233 


SX  - 1,  1, 

dargestellt  wird. 

(14.)  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  ß  \  \  a  (15),  so  dass 
der  Quotient  ß :  a  ein  Skalar  ist,  der  positiv  und  grösser  als 
die  Einheit  sein  muss,  damit  die  Ebne  (5.)  die  Kugel  (6.)  wirk- 
lich schneiden  kann,  und  damit  daher  der  Kreis  (7.)  und  der 
Kegel  (8.)  reell  sein  können,  können  wir  schreiben, 

ß=a*a,    a>l,      T{ß:a)  =  a*,     a  =  a,    ß' =  ß\ 
und  der  Kreis  (13.)  fällt  mit  dem  Kreise  (7.)  zusammen. 

(15.)  In  demselben  Falle  ist  der  Kegel  ein  Rotationskegel; 
jeder  Punkt  P  seiner  kreisförmigen  Basis,  d.  h.  des  Umfanges 
derselben,  liegt  in  gleichem  Abstände  von  der  Spitze  O,  näm- 
lich in  einer  Entfernung  =  a  Ta.  Denn  in  dem  angenommenen 
Falle  ergeben  die  Gleichungen  (7.),  nach  XU, 

-  8±:  S-=  US-  -a«:  S  l  =  a*; 
a  «        q  g  q 

oder 

Tq  =  a  Ta. 

[Vergleiche  145,  (12.),  und  186,  (5.).] 
(16.)  Umgekehrt,  wenn  der  Kegel  ein  Rotationskegel  ist, 
müssen  die  Gleichungen  (7.)  zu  einem  Resultat  von  der  Form, 

a'=iV-2-  =  S-*:  S-  =  S  l:S 
oder  [vergL  (2.)], 

^-jl'«  =0, 

fülu*en;  und  das  kann  nur  stattfinden,  wenn  die  Linie  ß  —  a%a 
verschwindet,  oder  wenn  wir  haben  ß  =  a*  a,  wie  in  (14.);  denn 
sonst  würden  wir  haben,  nach  XIV.,  q  _L  ß  —  a  *u ,  und  alle 
Punkte  der  Basis  würden  dann  in  einer  Ebne  liegen,  die  durch 
die  Spitze  O  geht,  und  das  wäre  für  einen  wirklichen  Kegel 
widersinnig. 

(17.)  Nehmen  wir  nun  an,  dass  ß  nicht  \\u  ist,  und  daher 
nicht  a'  =  a,  ß'  =  ß,  wie  in  (14.),  noch  auch  a  j  |  et,  ß'\  \ß}  so 
sehn  wir,  dass  der  Kegel  (8.)  nicht  ein  Rotationskegel  oder, 
wie  er  oft  genannt  worden  ist,  ein  grader  Kegel  ist;  sondern 
dass  er  im  Gegentheil  ein  schiefer  Kegel  ist,  obwohl  er  noch 
cyklisch  ist.   Und  wir  sehn,  dass  ein  solcher  Kegel  in  zwei 
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verschiedenen  Reihen*  von  Kreissclinitten  durch  Ebnen  ge- 
schnitten wird,  die  parallel  zu  den  beiden  verschiedenen  und 
zu  einander  nicht  parallelen  Ebnen  (5.)  und  (13.)  sind;  oder  zu 
zwei  neuen  Ebnen,  welche  durch  die  Spitze  O  gehu  und  von 
Chu-sles  die  beiden  cyklischen  Ebnen  des  Kegels  genannt  worden 
sind,  nämlich  die  beiden  folgenden  Ebnen, 


während  die  beiden  Linien,  OA  und  OB,  die  von  der  Spitze 
ausgehn,  und  bezüglich  senkrecht  zu  diesen  beiden  Ebnen  sind, 
die  beiden  cyklischen  Normaleu  genannt  werden  können. 

(18.)  Von  den  beiden  Linien  «  und  ß  sahn  wir,  dass  die 
zweite  ein  Durchmesser  der  Kugel  (6.)  ist,  die  man  dem  Kegel 
8.)  umschrieben  nennen  kann,  wenn  man  diesen  Kegel  als  über 
dem  Kreise  (7.)  als  Basis  errichtet  denkt;  die  zweite  cyklische 
Ebne  (17.)  ist  daher  die  Tangentialebne  durch  die  Spitze  des 
Kegels  an  die  erste  umschriebene  Kugel  (6.). 

(19.)  Die  Kugel  (13.)  kann  gleichfalls  dem  Kegel  um- 
schrieben genannt  werden,  wenn  der  letztere  als  auf  dem  neuen 
Kreise  (13.)  ruhend  angesehn  wird  ,  oder  als  ob  er  in  diesem 
Kreise  als  seiner  neuen  Basis  endigte;  und  der  Durch- 
messer dieser  neuen  Kugel  ist  die  Linie  OB',  oder  ß',  die 
nach  (12.)  die  Richtung  der  Linie  a  hat,  oder  der  ersten 
cyklischen  Normalen  (17.);  sodass  [vergl.  (18.)]  die  erste  cyklische 
Ebne  die  Tangentialebne  von  der  Spitze  zur  zweiten  um- 
schriebenen Kugel  (13.)  ist. 

(20.)  Irgend  eine  andere  Kugel  durch  die  Spitze,  welche 
die  erste  cyklische  Ebne  berührt,  und  deren  Durchmesser  von 
der  Spitze  aus  daher  gleich  =  b'  ß'  ist,  wo  b'  irgend  ein  Skalar- 
Coefficient  ist,  wird  durch  die  Gleichung, 


*  Diese  beiden  Reiben  von  halb-entgegengesetzten  (oder  antiparallelen) 
aber  kreisförmigen  Schnitten  eines  cyklischen  Kegels  scheinen  zuerst  von 
Apollomus  entdeckt  worden  zu  aein;  siehe  den  fünften  Abschnitt  seines 
ersten  Buches,  in  dem  er  sagt,  xaleta»(o  de  r,  roiovri?  to/ij?  vnera rate 
(Seite  22  in  Halley's  Ausgabe.) 


S*JL  ^  1,    oder  - 
9  Q 
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daxgestellt;  sie  schneidet  den  Kegel  daher  in  einem  Kreise, 
dessen  Ebne  [nach  (12.)]  die  Gleichung  hat, 

oder    S±  =  l, 

«  b  a 

so  dass  dasLoth  von  der  Spitze  b'a\\ß  [vergL  (5.)]  ist;  und 
folglich  die  Schnittebne  von  Kugel  und  Kegel  parallel  zur 
zweiten  cyklischen  Ebne  (17.)  ist. 

(21.)  Ebenso  schneidet  irgend  eine  Kugel,  wie  zum  Beispiel, 

$i£  =  1,    wo  b  irgend  ein  Skalar  ist, 

welche  die  zweite  cyklische  Ebne  in  der  Spitze  berührt,  den 
Kegel  (8.)  in  einem  Kreise,  dessen  Ebne  die  Gleichung, 

hat,  und  die  daher  der  ersten  cyklischen  Ebne  parallel  ist. 

(22.)  Die  Gleichung  des  Kegels  (nach  IX.,  X.,  XV  L) 
kann  auch  so  geschrieben  werden: 

.  *         9  P 

oder, 

cosiLi-.cos/L^  =  74; 

sie  drückt  daher  aus,  dass  das  Product  der  Cosinus  der  Nei- 
gungen irgend  einer  variablen  Seite  (g)  eines  schiefen  cyklischen 
Kegels  zu  zwei  festen  Linien  (a  und  ß),  nämlich  zu  den  beiden 
cyklischen  Normalen  (17.),  constant  ist;  oder  dass  das  Product 
des  Sinus  der  Neigungen  derselben  variablen  Seite  (oder  des 
Strahls  p)  des  Kemels  zu  zwei  festen  Ebnen,  nämlich  zu  den 
beiden  cyklischen  Ebnen,  ebenfalls  eine  constante  Grösse  ist. 

(23.)  Die  beiden  grössten  Kreise,  in  denen  die  concen- 
trische  Kugel  7'p  =  1  durch  die  beiden  cyklischen  Ebnen  ge- 
schnitten wird,  sind  von  Charles  die  beiden  cyklischen  Bogen 
des  sphärischen  Kegelschnitts  (11.)  genannt  worden,  in  denen 
die  Kugel  durch  den  Kegelschnitt  geschnitten  wird.  Es 
folgt  daraus  [nach  (22.)],  dass  das  Product  der  Sinus  der 
Bogen-Lothe,  die  von  irgend  einem  Punkte  P  eines  gegebenen 
sphärischen  Kegelschnitts  auf  seine  beiden  cyklischen  Bogen 
gefällt  werden,  constant  ist. 

(24.)  Diese  Eigenschaften  der  cyklischen  Kegel,  und  der 
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sphärischen  Kegelschnitte,  sind  hier  nicht  als  neue  ausgesprochen; 
aber  sie  sind  wichtig  genug  und  sind  hier  mit  genügender 
Leichtigkeit  abgeleitet  worden,  um  zu  zeigen,  dass  wir  bereits 
im  Besitze  einer  Rechenmethode  sind,  die  ihre  eigenen  Trans- 
formationsregeln (vergl.  145,  (10.),  u.  s.  w.)  hat,  durch  welche  eine 
Fassung  eines  geometrischen  Satzes,  oder  Problems,  oder  einer 
Construction,  in  die  verschiedensten  anderen  Formen  überge- 
führt werden  kann,  und  von  denen  einige  klarer,  einfacher 
und  eleganter  sein  können  als  die  zuerst  vorgeschlagene. 

197.  Es  seien  a,  ß,  y  irgend  drei  coinitiale  Vectoren,  OA, 
u.  s.  w.,  und  es  sei  OD  =  ö=y  +  ß,  so  dass  OBDC  ein 
Parallelogramm  (6)  ist;  wenn  wir  dann  schreiben, 

und 

3:a  =  q"  =  q  +  q  (106), 

und  annehmen,  dass  B',  C,  D'  die  Fusspunkte  der  Lothe 
sind,  die  von  den  Punkten  B,  C,  D  auf  die  Linie  OA  gefallt 
worden  sind,  so  erhalten  wir,  nach  196,  XIX.,  die  Ausdrücke: 
{OB')  =  ß'  =a  Sq,    y'  =  a  Sq',    d'  =  a  Sq"  =  +  q). 

Aber  es  ist  auch  OB=CD,  und  daher  OB'  =  C'D', 
gleichartige  Projectionen  gleicher  Linien  sind  gleich;  daher 
(vergl.  11)  muss  die  Summe  der  Projectionen  der  Linien  ß,  y 
gleich  der  Projection  der  Summe  sein,  oder  in  Zeichen, 

OD'  =  OC+  OB',     d'  =  y'  +  ß',    S':a  =  (y':a)+(ß':a). 

Daher  haben  wir  allgemein  für  irgend  zwei  Quaternionen,  q 
und  q,  die  Formel: 

I...  S(q'+q)=  Sq'+  Sq; 

oder  in  Worten,  der  Skalar  der  Summe  ist  gleich  der  Summe 
der  Skalare.  Dies  Ergebniss  ist  leicht  auf  den  Fall  von  irgend 
drei  oder  mehr  Quatemionen,  und  ihre  bezügliche  Skalaren, 
auszudehnen;  so  können  wir,  wenn  q"  irgend  ein  dritter  be- 
liebiger Quaternion  ist,  schreiben, 

S{q"  +  {q'  +  q)}=  Sq"  +  S(q'  +  q)  =  Sq"  +  {Sq1  +  Sq); 
wo,  wegen  des  Skalar-Charakters  der  Summanden,  die  letzten 
Klammern  fortgelassen  werden  können.    Wir  können  daher 
allgemein  schreiben, 

II. . .  S2q  =  2Sq,   oder  kurz,    S2=  2S\ 
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wo  2  als  ein  Zeichen  fiir  die  Summation  gebraucht  wird:  und 
wir  können  sagen,  dass  die  Operation,  den  Skalar  eines  Qua- 
ternions  zu  nehmen,  eine  distributive  Operation  (vergL  13)  ist 
"Was  die  allgemeine  Subtraction  irgend  eines  Quaiernions  von 
irgend  einem  anderen  betrifft,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit, 
sie,  nach  der  Methode  des  Art.  120,  auf  die  zweite  allgemeine 
Formel  von  106  zurückzuführen;  und  es  ist  leicht  zu  beweisen, 
dass  der  Skalar  der  Differenz  stets  gleich  der  Differenz  der 
Skalare  ist.    In  Zeichen, 

III.  .  .  S{q'  -q)  =  Sq'  -  Sq; 

oder  kurz, 

IV.  ...  SAq  =  A  Sq,  SA=AS; 
wo  A  als  das  charakteristische  Zeichen  für  die  Operation  be- 
nutzt wird,  eine  Differenz  zu  bilden,  indem  man  einen  Quater- 
nion,  oder  einen  Skalar,  von  einem  anderen  abzieht.  Beispiele 
sind  uns  schon  in  196,  (2.),  (5.),  (16.)  begegnet 

(1.)  Es  ist  bis  jetzt  nicht  bewiesen  (vergl.  1 95)  worden,  dass  die 
Addition  irgend  einer  Anzahl  von  Quaternionen,  q,  q',  7", .  . ., 
eine  associative  und  eine  commutative  Operation  (vergl.  9)  ist. 
Aber  wir  sehn  schon,  dass  der  Skalar  der  Summe  irgend  einer 
solchen  Reihe  von  Quaternionen  einen  Werth  hat,  der  unab- 
hängig von  ihrer  Anordnung  und  von  der  Art  sie  in  Gruppen 
zusammenzufassen  ist 

(2.)  Wenn  die  Summanden  alle  rechte  Quaternionen  (132) 
sind,  so  verschwindet  der  Skalar  einer  jeden,  nach  196,  VIL, 
im  Besonderen;  daher  verschwindet  auch  der  Skalar  ihrer 
Summe,  und  die  Summe  ist  folglich  selbst,  nach  196,  XIV., 
ein  rechter  Quaternion;  dies  Resultat  ist  leicht  zu  verificiren. 
In  der  That,  wenn  ß  _L  a  und  y  _L  «,  dann  ist  y  +  ß  ±  a, 
denn  u  ist  dann  senkrecht  zur  Ebne  von  ß  und  y\  daher  ist, 
nach  106,  die  Summe  irgend  zweier  rechten  Quaternionen  ein 
rechter  Quaternion,  und  daher  ist  es  auch  die  Summe  irgend 
einer  Anzahl  solcher  Quaternionen. 

(3.)  Was  für  zwei  Quaternionen  q  und  q  auch  immer 
sein  mögen,  wir  haben  stets,  wie  in  der  Algebra,  die  beiden 
Identitäten  [vergl.  191,  (7.)]: 

V.  -.(?'-  q)  +  q  =  q'\        TL  .  ,(q'  +  q)-q  =  q'. 

198.    Ohne  jetzt  schon  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
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Skalare  von  Producten  oder  Quotienten  von  Quaternionen  ein- 
zugehn,können  wir  doch  hier  bemerken,  dassda  nach  196, XV., 
der  Skalar  eines  Quaternions  nur  von  dem  Tensor  und  dem 
Winkel  abhängt,  und  von  der  Achse  unabhängig  ist,  wir  nach 
Belieben  allgemein  [vergl.  173,  178,  und  191,  (1.),  (5.)]  schrei- 
ben können, 

L  .  .  Sqq'  =  Sqq-        II.  .  .  S.q(q':q)  =  Sq'; 

die  beiden  Producte,  qq  und  q'q,  haben  also  stets  gleiche  Ska- 
lare, obwohl  sie,  wie  wir  sahn,  ungleiche  Achsen  haben,  in 
dem  allgemeinen  Falle,  wenn  sie  diplanar  (168.  191)  sind.  Es 
mag  auch  bemerkt  werden,  dass  wir,  in  Folge  dessen,  was  in 
193  in  Betreff  des  Quotienten  gezeigt  wurde,  und  in  194  in 
Betreff  des  Productes,  irgend  zweier  rechten  Quaternionen 
(132),  in  Verbindung  mit  ihren  Indices  (133),  jetzt  für  irgend 
zwei  solche  Quaternionen  die  Formeln  aufstellen  können: 
III.  .  .  S(q':q)  =  S{lq':lq)  =  T{q':q). cos  L_  (Ax. q  :  Ax. q); 

IV. .  .  Sq  q  =  S(q  .  q)  =  S(lq  '.  I  ~j  =  -  Tq'q .  COS  Z.  (Ax.  q  \  Ax.  q) ; 

wo  das  neue  Symbol  Iq  gebraucht  wird,  als  eine  augenblick- 
liche Abkürzung,  um  den  Index  des  Quaternions  q  zu  be- 
zeichnen, der  hier  wie  vorher  als  ein  rechter  angenommen  ist. 
Unter  derselben  Annahme  haben  wir  daher  auch  die  anderen 
und  kürzeren  Formeln, 

V. .  •  8U(q': $  =  +  cos  L.  (Ax.  q  :  Ax.  q)\ 

VI.  .  .  S  Uq'q  =  —  cos  L.  (Ax.  q  :  Ax.  q) ; 

die,  nach  196,  XVI.,  als  Ausdruck  dafür  gedeutet  werden  können, 
dass  unter  derselben  Bedingung  der  Rechtwiukligkcit  von  q  und  q ', 

VJX  .  .  L.  {q':q)  =  L.  (Ax.y':Ax.  q)\ 

VITT.  .  .  Z_  q'q  —  71  —  L.  (Ax.  q'  :  Ax.  q). 

In  Worten,  der  Winkel  des  Quotienten  zweier  rechten  Qua- 
ternionen ist  gleich  dem  Winkel  ihrer  Achsen;  aber  der  Winkel 
des  Productes  zweier  solchen  Quaternionen  ist  gleich  dem  Supple- 
ment der  Winkel  ihrer  Achsen.  Es  hat  keine  Schwierigkeit, 
diese  Resultate  auf  anderem  AVege  zu  beweisen,  durch  Con- 
struetionen  wie  die,  welche  in  Art.  193  augewandt  wurden;  oder 
sie  zu  erläutern  durch  die  Betrachtung  gleichschenkliger  Drei- 
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ecke  mit  Quadranten,  die  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel 
liegen. 

199.  Ein  anderer  wichtiger  Fall  des  Skalars  eines  Pro- 
ducta ist  der  Fall  des  Skalars  vom  Quadrate  eines  Quater- 
nions.  Wenn  man  auf  Art.  149,  und  auf  die  Figur  42  Bezug 
nimmt,  so  sehn  wir,  dass  wir,  während  wir  stets  haben  T{qv) 
=  (7V/)a,  wie  in  190,  und  U{q*)  =  £%)*,  wie  in  161,  auch 
haben, 

I.  .  .  L.  (q)s  =  2  Z_  7,  und  Ax.  (?3)  =  Ax.  q,  wenn  L.  q  <  ~ ; 

aber,  nach  den  angenommenen  Definitionen  von  Z.  q  (130),  und 
von  Ax.  q  (127,  128),  ist 

II. . .  Z_  (q3)  =  2{n  —  L.q\  Ax.  (q*)  =  —  Ax.  q,  wenn  L  q  >  y. 
In  jedem  Falle  können  wir,  indessen,  nach  196,  XVI.,  schreiben, 

KL .  .  SU(q*)  =  COS  L.  {q*)  =  COS  2  L.  q  \ 

eine  Formel,  die  auch  statt  hat,  wenn  Z.  q  null  ist,  oder  y, 
oder  TT,  und  die  ergiebt, 

IV...  SU(q*)  =  2(SUq)*-l. 

Daher  kann  allgemein  der  Skalar  von  q%  auf  eine  der  beiden 
folgenden  Formen  gebracht  werden: 

V.  .  .  8 {q*)  =  7V/3 .  cos  2  L.  q;      VI.  .  .  Sfq*}  =  2  (Sy)3  -  7V/3 ; 

wir  würden  hierbei  die  Parenthesen  nicht  auslassen  dürfen,  ohne 
irgend  eine  Uebereinkunft  vorher  getroffen  zu  haben;  und  ein- 
fach zu  schreiben  Sq\  ohne  erst  zu  entscheiden,  ob  wir  unter 
diesem  letzteren  Symbole  den  Skalar  des  Quadrates,  oder  das 
Quadrat  des  Skalars  von  q  verstehn  wollen;  denn  diese  beiden 
Dinge  sind  im  Allgemeinen  nicht  gleich.  Da  indessen  das 
letztere  von  ihnen  viel  öfter  vorkommt  als  das  erstere,  so  scheint 
es  passend,  dieses  als  dasjenige  zu  bezeichnen,  welches  unter 
»SV/*  verstanden  wird,  während  das  andere  gelegentlich  mit  einem 
Punkte  geschrieben  werden  kann,  als  S.q1;  und  dann 
können  wir,  nach  dieser  Uebereinkunft  in  Betreff  der  Bezeich- 
nung*, schreiben: 


*  Ebenso  wie  es  in  der  Differentialrechnung  üblich  ist,  dx*  anstatt 
(dx)*  zu  schreiben;  während  statt  d(x*)  zuweilen  rf.x*  geschrieben  wird. 


240 


Elemente  der  Quaternionen.  [Theil  II. 


VH.  .  .  8q*  =  {Sq)*;        VHL  .  .  S.  q*  =  Sfa1). 

Aber  das  Quadrat  des  Conjugirten  irgend  eines  Quaternions 
ist,  wie  wir  leicht  sehn,  der  Conjugirte  des  Quadrates;  so  dass 
wir  allgemein  (vergl.  190,  II.)  die  Formel  haben: 

IX.  .  .  Kq*  =  *V)  =  (KqY  =  Tq*:  Uq\ 

(1.)  Von  einem  Quaternion,  wie  von  einem  positiven 
Skalar,  kann  man  im  Allgemeinen  sagen,  er  habe  zwei  ent- 
gegengesetzte Quadratwurzeln;  denn  die  Quadrate  entgegenge- 
setzter Quaternionen  sind  stets  gleich  [vergl.  (3.)].  Aber  von 
diesen  beiden  Wurzeln  ist  die  hauptsächlichste  (oder  einfachere), 
und  diejenige,  die  wir  durch  das  Symbol  yqf  oder  Vq,  be- 
zeichnen und  mit  Hervorhebung  die  Quadratwurzel  von  q  nennen 
wollen,  diejenige,  die  einen  spitzen  und  nicht  einen  stumpfen 
Winkel  hat   Wir  werden  daher  allgemein  schreiben, 

X.  .  .  L  Vq  —\i-q\      Ax.  Vq  =  Ax. q\ 

mit  dem  Vorbehalt,  dass  die  gemeinsame  Achse  von  q  und 
Vq  (nach  131,  149)  eine  unbestimmte  Einheitslinie  wird,  wenn 
Z_  7  =  0,  oder  =  n  ist. 
(2.)   Daher  ist, 

XL  . .  SYq  >0,  wenn  L.  q  <  n\ 

während  der  Skalar  der  Quadratwurzel  eines  Quaternions,  nach 
VI.,  in  folgender  Weise  transformirt  werden  kann: 

-XSL..SYq  =  V{\{Tq+Sq)y% 

eine  Formel,  die  auch  an  der  Grenze  statt  hat,  wenn  /Lq  —  n. 

(3.)  Der  Satz*  (1.),  dass  bei  Quaternionen,  wie  in  der 
Algebra,  die  Gleichung, 

XTTT.  .  .  (-  q)*  -  7* 

Aber  wie  d*r  ein  zweites  Differential  bezeichnet,  so  Bcheint  es  nicht  er- 
laubt, das  Quadrat  von  Sq  durch  das  Symbol  S*q  zu  bezeichnen,  das  nur  5  Sy, 
oder  Sq,  bezeichnet,  wie  in  196,  VI.;  der  zweite  Skalar  [wie  der  zweite 
Tensor,  187,  (9.),  oder  der  zweite  Versor,  160],  ist  gleich  dem  ersten.  In- 
dessen jeder  Rechner  wird  hierbei  seiner  eigenen  Entscheidung  folgen; 
und  die  Anwendung  der  Bezeichnung  S*q  für  (Sq)*,  wie  cos4*  oft  für 
(cosa-)*  geschrieben  wird,  mag  mitunter  dadurch  begründet  sein,  dass 
man  Raum  ersparen  will. 

*  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  208. 
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eine  Identität  ist,  kann  erläutert  werden,  wenn  mau  sich  vor- 
stellt, dass  in  Fig.  42  ein  Punkt  B'  durch  die  Gleichung  OB' 
—  BO  bestimmt  wird;  denn  dann  haben  wir  (vergl.Fig.  33,  bis), 

=  (-ox)'=  §2  =  **AAOB>ccB'Oa 

200.  Eine  andere  nützliche  Verbindung  zwischen  Skalaren 
und  Tensoren  (oder  Normen)  von  Quaternionen  kann  in  fol- 
gender Weise  abgeleitet  werden.  In  irgend  einem  ebnen  Drei- 
eck AOB  haben*  wir  die  Beziehung, 

{T.  AB)*  -  (T.  OA)*  -2{T.OA).(T.  OB)  .cos  AOB 

+  (T.OB)*; 

in  der  die  Symbole  T.  OA,  u.  8.  w.  (nach  185,  186),  die 
Längen  der  Seiten  OA,  u.  s.  w.,  bezeichnen;  aber  wenn  wir 
wieder  schreiben  q  =  OB:  OA,  so  haben  wir  q —  1  =  AB:  OA; 
dividiren  wir  daher  mit  (T.  OA)\  so  wird  die  Formel  (nach 
196,  u.  s.  w.), 

I.  .  .  T(q-1)*  =  \-2Tq.SUq+Tq*=Tq*-2Sq+l; 
oder 

U.  .  .  N{q  -  \)  =  Nq  -  2  Sq  +  1. 

Doch  q  ist  hier  ein  vollkommen  allgemeiner  Quaternion;  wir 
können  daher  sein  Zeichen  ändern,  und  schreiben, 

EQ.  .  .  T{1  +  y)a  =  1  +  2  Sq  +  Tq*; 
TV...N{l+q)  =  1  +  2  Sq  +  Nq. 
Und  da  es  (nach  106,  107)  leicht  zu  beweisen  ist,  dass 

V...(£+l)*  =  *'  +  f, 

was  für  zwei  Quaternionen  q  und  q'  auch  sein  mögen,  während 

VL  .  .  Sj-.Nq=S.q'Kq=S.qKq', 

so  schliessen  wir  leicht  auf  die  weitere  allgemeine  Formel, 

VH.  .  .  N{q'  +  q)  =  Nq'  +  2  S.qKq'  +  Nq; 
sie  ergiebt,  wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist, 

VIEL  .  .  N{q  +  x)  tm  N q  +  2 x  Sq  +  x*. 

•  Nach  dem  zweiten  Buche  des  Euklid,  oder  nach  der  ebnen  Trigono- 
metrie. 
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(1.)  Wir  sind  jetzt  vorbereitet,  nach  den  Transformations- 
regeln* einige  andere  Uebergänge  aus  einer  Art  des  Ausdrucks 
in  die  andere  auszuführen,  von  der  Art,  auf  die  wir  in  früheren 
Nebenartikeln  hingedeutet  haben  und  die  wir  zum  Thcil  durch 
Beispiele  erläutert  haben.  Nehmen  wir,  zum  Beispiel,  die 
Formel, 

rf±£-l,    von  187,  (2.); 

oder  die  gleichbedeutende  Formel, 

T((t  +  a)  =  T{q  -  u),  von  186,  (6.); 

von  der  wir  sahn,  dass  sie  aus  geometrischen  Gründen  einen 
bestimmten  Ort  darstellt,  nämlich  die  Ebne  durch  O,  die  senk- 
recht zur  Linie  OA  ist;  und  daher  denselben  Ort,  wie  den, 
der  durch  die  Gleichung, 

S±  -  0,    von  196,  (L), 

dargestellt  wird.  Um  nun  von  den  ersteren  Gleichungen  zu  der 
letzteren  durch  Rechnung  tiberzugehn,  haben  wir  nur  den 
Quotienten  q.u  mit  q  zu  bezeichnen,  und  zu  beachten,  dass 
die  erste  oder  zweite  Form,  wie  ich  sie  eben  erst  angeführt 
habe,  dann  wird, 

rfo+l)=T(7-l);    oder   N{9  +  1)  -  N(q -  l)j 

oder  endlich,  nach  II.  und  IV., 

Sq  =  0, 

und  das  giebt  die  dritte  Form  der  Gleichung,  wie  verlangt 
wurde. 

(2.)  Umgekelirt,  von        =  0,  können  wir,  nach  denselben 

8 

allgemeinen  Formeln  IL  und  IV.,  zu  der  Gleichung  N  f^.  _  i j 

=  iV  ^- +  lj,  oder  nach  I.  und  HL  zu  5T^^  -  lj  =  T^  +  l  j, 

oder  zu  T{q  —a)=  T(q  +  a),  oder  zu  =  1,  wie  vor- 

her, zurückkehren;  und  allgemein, 

•  Vergleiche  145,  (10.);  und  verschiedene  der  folgenden  Ncbenartikel. 
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Sq  =  0,  giebt  T(q  -  1)  =  T{q  +  1),  oder  T =  1 ; 

und  diese  letztere  Gleichung  umfasst,  wie  wir  gesehn  haben, 
die  erstere. 

(3.)  Wenn  wir  ferner  den  Apollonischen  Ort,  145,  (8.), 
(9.),  nehmen  und  die  erste  der  beiden  Formen  186,  (5.)  seiner 
Gleichung  auwenden,  nämlich, 

T{q  —  a*a)  m  a  1  {o  -  «), 

wo  a  ein  gegebener  positiver  Skalar  ist,  der  von  der  Einheit 
verschieden  ist,  so  können  wir  sie  schreiben  als 

T{q  -a*)  =  aT{q-  1),  oder  als  N{q  -  a3)  =  a*N(q-  1); 
oder  nach  VIH., 

Nq  -  2  a»  Sq  +  a*  =  aa  {Nq  -  2  Sq  +  1); 
oder,  wenn  man  —  2  a*  Sq  fortlasst,  die  Glieder  umstellt  und 
mit  aa  —  1  dividirt, 

Nq  =  a2;  oder  Nq  =  a*Na;  oder  Tg  =  a  Ta\ 
und  diese  letztere  ist  die  zweite  Form  186,  (5.),  und  sie  ist 
somit  von  der  ersten  nur  durch  Rechnung  abgeleitet,  ohne 
irgend  welchen  unmittelbaren  Hinweis  auf  die  Geometrie,  oder 
die  Construction  irgend  einer  Zeichnung. 

(4.)    Umgekehrt,  wenn  wir  die  Gleichung, 

N±  =  a\  von  145,(12.), 

nehmen,  von  der  wir  sahn,  dass  sie  denselben  Ort  darstellt, 
wenn  man  ihn  als  eine  sphärische  Oberfläche  mit  dem  Mittel- 
punkt O  ansieht,  deren  einer  Radius  a  a  ist,  und  sie  schreiben 
Nq  =  aa,  so  können  wir  durch  Rechnung  zu  der  Form, 

N{q  -  a*)  =  a*  N{q  -  1),    oder    T{q  -a*)  =  aT{q-  1), 
oder  endlich, 

T(g  -  as«)  =  a  T(q  —  «),    wie  in  186,  (5.), 

zurückkehren;  die  erste  Form  dieses  Nebenartikels  ist  somit 
von  der  zweiten  abgeleitet,  nämlich  von  Tg  =  aTce,  oder  von 

a 

(5.)  Die  Absicht  der  vorigen  Bemerkungen  ist  bei  weitem 
nicht,  die  Aufmerksamkeit  von  der  geometrischen  Deutung  der 
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verschiedenen  Formen  des  Ausdrucks  abzulenken  und  von  den 
allgemeinen  Regeln  der  Transformation,  die  sich  somit  von 
selbst  beim  Rechnen  mit  Quaternionen  darbieten;  im  Gegeiitheil, 
der  Hauptzweck  dieses  Kapitels  ist,  eine  feste  geometrische 
Grundlage  für  alle  solche  Formen  und  Regeln  aufzustellen. 
Aber  wenn  eine  solche  Grundlage  einmal  gelegt  ist,  ist  es,  wie 
wir  sehn,  nicht  nothwendig,  bei  einem  weiteren  Ausbau  beständig 
zu  ihrer  Prüfung  zurückzukehren.  Dass  jede  der  beiden  For- 
men, in  186,  (5.),  die  andere  enthält,  kann  wie  vorher  durch 
Rechnung  bewiesen  werden;  aber  es  ist  interessant  zu  fragen, 
was  die  Bedeutung  des  Resultates  ist:  und  wenn  wir  sie  zu 
deuten  suchten,  würden  wir  von  Neuem  zum  Satze  vom  Orte 
des  Apollonius  gelangen. 

(6.)   Das  Ergebniss  (4.)  der  Rechnung,  dass 

N{q  —  a2)  =  atN{q  —  1),     wenn  Nq  =  a*, 

kann,  in  der  Form  einer  Identität»  in  folgender  Weise  ausge- 
drückt werden: 

TX...N(q-Nq)  =  Nq.  N(q  -  1); 

in  der  q  irgend  ein  Quaternion  sein  kann. 

(7.)   Oder,  nach  191,  VII.,  da  wir  bald  sehn  werden,  dass 

q  (q  —  1)  =  q*  —  qf  wie  in  der  Algebra, 

können  wir  sie  in  Form  der  weiteren  Identität  schreiben: 

X...N(q-Nq)  =  N(q*-q). 

(8.)   Wenn  T(q  -  1)  =  1,  dann  ist  S  -  =  i;  und  umge- 

q  2 

kehrt,  die  erste  Gleichung  folgt  aus  der  letzteren;  denn  jede 
kann  auf  die  Form  (vergL  196,  XII.), 

Nq  =  2  Sq, 

gebracht  werden. 

(9.)    Wenn  daher  T{q  -«)-  Ta,    dann  ist  =  1, 

und  umgekehrt.  In  der  That  drückt  jede  dieser  beiden  Gleich- 
ungen [vergL  196,  (6.)]  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Kugel 
ist,  welche  durch  O  geht  und  ihren  Mittelpunkt  in  A  hat;  oder 
die  OB  =  2a  zu  einem  ihrer  Durchmesser  hat 
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(10.)  Wenn  wir  in  (8.)  q  in  q  +  1  verwandeln,  so  finden 
wir,  dass  wenn  Tq  =  1  ist,  dann  S^-j  =  0  ist,  und  umge- 
kehrt 

(11.)  Wenn  daher  =  Tu  ist,  dann  ist  SQ  ~  "  =  0. 
und  umgekehrt;  denn  (nach  106)  ist, 

^  -f  a  o  n  /     \°  / 

(12.)  Jede  der  beiden  Gleichungen  (11.)  drückt  aus,  dass 
der  Ort  von  P  die  Kugel  ist,  die  durch  den  Punkt  A  geht 
und  O  zum  Mittelpunkt  hat;  und  der  Beweis  für  ihre  Rich- 
tigkeit ist  die  Erkenntniss  des  elementaren  geometrischen 
Satzes  durch  Quaternionen,  dass  der  Winkel  in  einem  Halb- 
kreis ein  rechter  Winkel  ist. 


Dreizehnter  Abschnitt. 

Ueber  den  rechten  Theil  (oder  veotor  Theil)  eines  Quater- 
nions;  und  über  die  distributive  Eigenschaft  der  Multipli- 


ern.   Ein  gegebener  Vector  OB  kann  stets  auf  einem, 
aber  nur  auf  einem  Wege,  in  zwei  Vectorcomponenten  zer- 
Flg  M  legt  werden,  deren  Summe  (6)  er  ist; 

g>  »     und  von  denen  der  eine,  wie  OB'  in 

Fig.  50,  parallel  (15)  einem  anderen 
gegebenen  Vector  OA  ist,  während  der 
andere,  wie  OB"  in  derselben  Figur, 
senkrecht  zur  gegebenen  Linie  OA  ist; 
nämlich  dadurch,  dass  man  das  Loth 
BB'  auf  OA  fällt,  und  OB'=B'B 
zieht,  so  dass  OB' BB"  ein  Rechteck  wird.  Mit  anderen 
Worten,  wenn  «  und  ß  irgend  zwei  gegebene,  wirkliche  und 
coiuitiale  Vectoren  sind,  so  ist  es  stets  möglich  aus  ihnen,  auf 
einem  bestimmten  Wege,  zwei  andere  coinitiale  Vectoren, 
ß'  und  ß'\  abzuleiten,  die  indessen  nicht  beide  wirklich  (1) 
zusein  brauchen;  und  die  (vergl.  6,  15,  1 29)  den  Bedingungen 
genügen  sollen, 

Hamilton.  Qu*U  rnioneD.  17 
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ß~ß'  +  ß"  =  ß"+fi>, 

ß'W*,  ß"±«; 

ß'  verschwindet,  wenn  ß  _L  a  ist;  und  ß"  wird  null,  wenn  ß\\a\ 
aber  beide  sind  eine,  wie  wir  es  nennen  können,  bestimmte 
Vector-Function  von  a  und  ß.  Und  von  diesen  beiden  Functionen 
ist  augenscheinlich  ß'  die  orthographische  Protection  von  ß 
auf  die  Linie  «;  und  ß"  die  entsprechende  Projection  von  ß 
auf  die  Ebne,  die  durch  O  geht  und  senkrecht  zu  a  ist 

202.  Daher  ist  es  leicht  zu  folgern,  dass  es  stets  einen, 
aber  nur  einen  Weg  giebt,  einen  gegebenen  Quaternion, 

q  -  OB :  OA  =  ßictf 
in  zwei  Theile  oder  Summanden  (195)  zu  zerlegen,  von  denen 
der  eine,  wie  in  196,  ein  Skalar  ist,  während  der  andere  ein 
rechter  Quotient  (132)  ist  Von  diesen  beiden  Theilen  haben 
wir  den  ersteren  schon  früher  (196)  den  Skalar-Theil  genannt, 
oder  einfach  den  Skalar  des  Quaternions,  und  haben  ihn  durch 
das  Symbol  Sq  bezeichnet;  so  dass  wir,  mit  Rücksicht  auf 
die  vorige  Figur  50,  haben, 

L..  Sq=  S{OB:OA)  =  OB':OA; 

oder 

S{ß:a)  =  ß:a. 

Und  ich  schlage  jetzt  vor,  den  zweiten  Theil  den  rechten 
Theil*  desselben  Quaternions  zu  nennen,  und  ihn  durch  das 
neue  Symbol 

Vq 

zu  bezeichnen;  wir  würden  also,  in  Verbindung  mit  derselben 
Figur,  schreiben  können, 

H.  ..  Vq=  V{OB:  OA)  =  OB'  :  OA\ 

oder 

V(ß:a)  =  ß":a. 
Das  System  der  Bezeichnungen,  die  unserer  Rechenart  eigen- 
tümlich sind,  ist  damit  völlig  gegeben ;  und  wir  erhalten  somit 
die  folgende  allgemeine  Formel  der  Zerlegung  eines  Quater- 
nions in  zwei  Summanden  (vergl.  188),  von  der  skalar  und 
rechten  Art: 

*  Ich  werde  den  rechten  Theil,  Fy,  auch  den  Vector-Theil,  oder 
einfach  den  Vector  des  Quaternions  nennen;  denn  es  wird  sich  als  mög- 
lich und  nützlich  erweisen,  diesen  Theil  mit  seiuem  Index- Vector  (133)  zu 
identificiren.   Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  154,  174,  223. 
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ITL  .  .  q  =  Sq  +  Vq  =  Vq  +  Sq, 
oder  kurz  und  symbolisch, 

(1.)  In  Beziehung  auf  dieselbePigur  50  können  wir  auch  schreiben, 
F(0.B:0^)«£'£:04 
denn,  nach  der  Construction  ist, 

(2.)  Ebenso  haben  wir,  nach  Fig.  36,  die  Gleichung, 

V(OB:OA)  =  A'B:OA. 
(3.)   Unter  den  vorigen  Bedingungen  ist, 

V{ß':a)=0,    und    S{ß":a)  =  0. 
(4.)  Im  Allgemeinen  ist  einleuchtend,  dass 

V.  . .  7  =  0,   wenn    Sq  =  0,  und  Vq  --=  0; 
und  umgekehrt 

(5.)  Allgemeiner, 

VI. . .  q  —  q,    wenn    Sq'  =  Sq,    und    Vq'  =  Vq; 
und  umgekehrt. 
(6.)  Auch  ist 

VII. . .  Vq  =  0,  wenn  L.  q  -  0,  oder  =  »; 

oder 

VIII. ..  F(/?:a)  =  0,  wenn 

der  rechte  Theil  eines  Skalars  ist  null. 

(7.)  Andererseits  ist, 

IX.  .  .  Vq  =  q,  wenn  L.  q  =  — ; 
ein  rechter  Quaternion  ist  sein  eigner  rechter  Theil. 

203.  Wir  hatten  früher  (196,  XIX.)  eine  Formel,  die  jetzt 
so  geschrieben  werden  kann, 

I...  OB'  =  S{OB:OA).OA, 

oder 

um  die  Protection  von  OB  auf  OA,  oder  die  des  Vectors  ß 
auf  et  auszudrücken;  und  wir  haben  augenscheinlich,  nach  der 
Definition  des  neuen  Symbols  Vq,  die  analoge  Formel, 
H...  OB"=  V(OB:OA).OA, 

oder 

r-  vi.«, 

IT 
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um  die  Projection  von  ß  auf  die  Ebne  durch  O  auszudrücken, 
die  senkrecht  zu  u  ist ;  und  die  in  verschiedenen  früheren  Neben- 
artikeln [vergL  186,  (6.)  und  196,  (1.)]  in  Betracht  gezogen 
worden  ist    Es  folgt  (nach  186,  u.  s.  w.),  dass 

III..  Tß"  =  TV^.Tu 

=  dem  senkrechten  Abstände  von  2? von  OA\ 
dieses  Loth  wird  hier  allein  mit  Rücksicht  auf  seine  Länge 
in  Betracht  gezogen,  wie  es  das  charakteristische  Zeichen 
T  des  Tensors  anzeigt   Es  ist  zu  beachten,  dass  wir,  da  der 

Factor,         ,  in  der  vorigen  Formel  IL  für  die  Projection  ß" 

nicht  ein  Skalar  ist,  diesen  Factor  als  einen  Multiplicator 
schreiben  müssen,  und  nicht  als  einen  Multiplicandus;  obwohl 
uns  erlaubt  wäre,  in  Folge  einer  allgemeinen  Uebereinkunft(15), 
in  Betreff  der  Multiplication  von  Vectoren  und  Skalaren,  die 
andere  Projection  ß'  unter  der  Form  zu  schreiben, 

L'..  ß'  =  aS£    (196,  XIX.). 
(1.)  Die  Gleichung, 

a  ' 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  unendliche  grade  Linie 
OA  ist 

(2.)  Die  Gleichung, 

VVz£  =  %     oder     V    =  V  —  , 

a  7  an7 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  unendliche  grade  Linie 
BB",  in  Fig.  50,  ist  die  durch  den  Punkt  B,  parallel  zur 
Linie  OA,  gezogen  ist. 
(3.)  Die  Gleichung, 

89^P  =  0,    oder    S  ±  =        in  196, (2.), 

drückt  wie  wir  sahn,  aus,  dass  der  Ort  von  P  die  Ebne  durch 
B,  senkrecht  zur  Linie  OA,  ist;  wenn  wir  sie  daher  mit  der 
vorigen  Gleichung  (2.)  combiniren,  so  drückt  sie  aus,  dass  der 
Punkt  P  auf  dem  Durchschnitt  der  beiden  zuletzt  erwähnten 
Orte  liegt;  oder,  dass  er  mit  dem  Punkte  B  zusammenfallt 
(4.)    Wir  können  daher  auf  diese  Lage  des  Punktes  P 
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schliessen,  mögen  wir  nun  die  beiden  ersten,  oder  die  beiden 
letzten  vorigen  Formen  (2.),  (3.)  nehmen,  nämlich, 

V?^  =  0,       S!--ß  =  0, 

oder 

a  a  '  a  a  ' 

in  dem  ersten  Falle  schliessen  wir,  nach  202,  V.,  dass  9"zß. 

=  0,  und  daraus,  nach  142,  dass  g  -  ß  =  0  ist;  und  im  zweiten 

Falle  schliessen  wir,  nach  202,  VL,  dass      =  @- ;  so  dass  wir 

in  jedem  Falle  (vergl.  104),  oder  als  eine  Folgerung  aus  jedem 
System,  die  Gleichheit  g  =  ß,  oder  OP  —  OB,  erhalten;  oder 
endlich  (vergl.  20)  die  Coincidenz,  P  =  B. 
(5.)  Die  Gleichung. 

r  v-Sl  -  t  v&- , 

a  a 

drückt  aus,  dass  der  Ort  des  Punktes  P  die  cylindrische  Ro- 
tationsfläche ist,  die  durch  den  Punkt  B  geht  und  die  Linie 
OA  zur  Achse  hat;  denn  sie  drückt,  nach  III.,  aus,  dass  die 
senkrechten  Abstände  von  P  und  B  von  dieser  letzteren  Linie 
gleich  sind. 

(6.)  Das  System  der  beiden  Gleichungen, 

T  V-V-  =  T  V-@- ,        5-2- =  0, 

et  a  1  T 

drückt  aus,  dass  der  Ort  von  P  der  (im  Allgemeinen)  elliptische 
Schnitt  des  Cy linders  (5.)  ist,  der  durch  die  Ebne  durch  O, 
gemacht  wird,  die  senkrecht  zur  Linie  O  C  ist 

(7.)  Wenn  wir  eine  analoge  Zerlegung  von  g  vornehmen, 
indem  wir  annehmen,  dass 

q  =  q'  +  9",  Q"±a, 
so  können  wir  die  Gleichungen  der  drei  gradlinigen  oder 
ebnen  Orte,  (1.),  (2.),  (3.),  kurz  so  schreiben: 

p"  =  0;      p"  =  /T;      g'  =  ß'; 
während  die  Combination  der  beiden  letzten  von  ihnen  ergiebt 
p  =  ß,  wie  in  (4.). 

(8.)  Die  Gleichung  des  cylindrischen  Ortes,  (5.),  nimmt  zu 
gleicher  Zeit  die  Form, 

Tq'  =  Tß", 
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an ;  die  letztere  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Protection  P" 
des  Punktes  P,  auf  die  Fbne  durch  O  senkrecht  zu  O  A,  irgend- 
wo auf  den  Umfang  eines  Kreises  fallt,  dessen  Mittelpunkt  O 
und  dessen  Radius  OB"  ist;  und  dieser  Kreis  kann  daher  als 
die  Basis  des  rechten  Cylinders  in  dem  eben  erwähnten  Neben- 
artikel angesehn  werden. 

204.  Aus  dem  blossen  Umstände,  dass  Vq  stets  ein  rechter 
Quotient  (132)  ist,  und  daher  UVq  ein  rechter  Versor  (153), 
dessen  Ebne  (119)  und  dessen  Achse  (127)  mit  derjenigen  von  q 
zusammenfallen,  ergeben  sich  leicht  einige  allgemeine  Folge- 
rungen. So  haben  wir  allgemein,  nach  schon  aufgestellten 
Sätzen,  die  Beziehungen: 

I.  .  .  L.  Vq  =  -j- ;    H. . .  Ax.  Vq  =  Ax.  UVq  =  Ax.  q\ 

III.  . .  K  Vq=  —  Vq,    oder   K  V=*  —  V    (144) ; 

IV.  . .  S  Vq  =  0,         oder    6T=0    (196,  VIL); 
V.  ..  {UVq)*=  -  1  (153,  159); 

und  daher, 

VL  .  .  (  Vq)*  =  —  (T  VqY  =~N  Vq*, 

da  wir,  nach  der  allgemeinen  Zerlegung  (188)  eines  Quater- 
nions  in  Factoren,  haben, 

VIL..   Vq=  TVq.üVq. 

Wir  haben  auch  (vergl.  196,  VL), 
Vin. . .  V  Sq  =  0,    oder    V  S  =  0    (202,  VIL) ; 
IX.  .  .  VVq=  Vq,   oder    V  =  V  V  =  V    (202,  IX.); 
und 

X. . .  V  Kq  =  -  Vq,  oder  VK=  -  V, 

denn  conjugirte  Quatemionen  haben  entgegengesetzte  rechte 
Theile,  nach  den  Definitionen  in  137,  202,  und  nach  der  Con- 
struction  der  Fig.  36.  Aus  demselben  Grunde  haben  wir  die 
weitere  allgemeine  Formel, 

XL  .  .  Kq  =  Sq  -  Vq,  oder  K=S-  V; 
aber  wir  hatten, 

<?  =  Sq+  Vq,    oder    1  =  S+  V,  nach  202,  HL,  IV.; 
daher  ist  nicht  nur,  durch  Addition, 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  168. 
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q  +  Kq  =  2  Sq,  oder  1  +  K=  2  S,  wie  in  196,  L, 
sondern  auch,  durch  Subtraction, 

XIL  . .  q  -  Kq  =  2  Vq,     oder     1  -  K=  2  F; 
dalier  kann  die  Charakteristik,  V,  für  die  Operation  den  rechten 
Theil  eines  Quaternions  (vergl.  132,  (6.);  137;  156;  187;  196) 
zu  nehmen,  durch  eine  der  beiden  folgenden  symbolischen 
Gleichungen  definirt  werden: 

XIII...  V=l-  S    (202,  IV.); 

XIV...  F=i(l  —  K); 

die  eretere  verbindet  sie  mit  der  Charakteristik  5  und  die 
zweite  mit  der  Charakteristik  K\  während  die  Abhängigkeit 
des  K  von  S  und  V  durch  die  vorige  Formel  XL  ausgedrückt 
ist;  und  die  Abhängigkeit  des  S  von  K  durch  196,  II'.  Wenn 
ferner  die  Linie  OB,  in  Fig.  50,  mit  irgend  einem  skalar 
Coöfficienten  multiplicirt  (15)  wird,  so  wird  das  Loth  BB' 
offenbar  ebenfalls  damit  multiplicirt;  daher  ist,  allgemein, 

XV. . .  Vxq  =  x  Vq,     wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist; 
und  daher,  nach  188,  191, 

XVL  . .  Vq  =  Tq.  VUq,  und  XVIL  . .  TVq  =  Tq.TVUq 

Aber  die  Betrachtung  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  OB' B,  in 
derselben  Figur  zeigt,  dass 

XVIII. .  .  TVq  =  Tq. sin  L.  q, 
denn  wir  haben,  nach  202,  IL, 

TVq=  T(OB":OA)=>  T.OB'  .T.OA, 

und 

T.OB"=  T.OB,  am  A  OB; 

wir  kommen  somit  zu  folgender  allgemeinen  und  nützlichen 
Formel,  die  von  Neuem  die  Quaternionen  mit  der  Trigonometrie 
verknüpft: 

XIX.  .  .  T  VUq  =  sin  Z.  q\ 

indem  wir  sie  mit  der  Formel, 

S  Uq  =  cos  L.  q     (196,  XVL), 
combiniren,  kommen  wir  zu  der  allgemeinen  Relation: 

XX. .  .(SUq)*  +  (TVUq)*  =  1; 
die  auch  (nach  XVIL,  und  nach  196,  IX.)  so  geschrieben 
werden  kann: 
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XXL.. 

sie  hätte  auch  unmittelbar,  ohne  Sinus  und  Cosinus,  abgeleitet 
werden  können,  und  zwar  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck, 
dessen  Hypotenusenquadrat  gleich  der  Summe  der  Katheten- 
quadrate ist,  unter  der  Form, 

{T.  OB')*  +  (T.B'B)1  =  (T.  OB)\ 

Dieselbe  wichtige  Beziehung  kann  auf  verschiedenen  anderen 
Wegen  ausgedrückt  werden;  zum  Beispiel  können  wir  schreiben, 

XXTT.  .  .  Nq  =  Tq*  =  Sq*  -  Vq*, 
wobei  als  abkürzende  Bezeichnung  (vergl.  199,  VTL,  VIH) 
angenommen  ist,  dass 

XXTTT.  . .  Vq*  =  (Vq)*,  aber  dass  XXIV.  .  .  V.q*  =  V (q*) ; 

der  Sinn  dieses  letzten  Symbols  bleibt  noch  zu  prüfen.  Und 
da  wir,  nach  der  Definition  einer  Norm,  und  nach  den  Eigen- 
schaften von  Sq  und  Vq,  schreiben  können, 

XXV.  .  .  NSq  =  Sq*,  aber  XX VI.  .  .  NVq  =  —  Vq2; 
so  können  wir  auch  schreiben, 

XXVLL  . .  Nq  =  N{Sq  +  Vq)  =  NSq  +  NVq; 
ein  Resultat,  das  hi  der  That  in  der  Formel  200,  \  111.,  ent- 
halten ist,  da  diese  Gleichung  allgemein  ergiebt, 

XXVm. . .  N{q  +  x)  =  Nq  +  Nx,  wenn  L  q  =  %; 

x  ist,  wie  gewöhnlich,  irgend  ein  Skalar.  Es  mag  hinzugefügt 
werden,  dass,  da  wir  (nach  106,  143)  wie  in  der  Algebra  die 
Identität  haben, 

XXIX... -(?'  +  ?)=  -q'-q, 

der  Entgegengesetzte  der  Summe  irgend  zweier  Quaternionen 
somit  gleich  der  Summe  der  Entgegengesetzten  ist,  wir  (nach 
XL)  die  weitere  allgemeine  Formel  aufstellen  können: 

XXX.  .  .  -  Kq  =  Vq  -  Sq; 

der  Entgegengesetzte  des  Conjugirten  irgend  eines  Quater- 
nions  q  hat  somit  denselben  rechten  Theil  wie  der  Quaternion, 
aber  einen  entgegengesetzten  skalar  Theil. 

(1.)  Aus  der  letzten  Formel  kann  gefolgert  werden,  dass, 
wenn 
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q  =  -  Kq,  dann  Vq  =  +  K?,  aber  Sq'  =  -  Sq; 

und  dass  daher, 

T7'  =  7\ft  und  Ax.  9'  =  Ax.  q,  aber  Z.  7'  =  n  —  Z_  7; 
die  beiden  letzten  Beziehungen  hätten  auch  aus  138  und  143, 
ohne  Einfuhrung  der  Charakteristiken  S  und  V,  abgeleitet 
werden  können. 

(2.)  Die  Gleichung, 

oder  (nach  XXVI.), 

NV*-  =  NV 

a  a 

ebenso  wie  die  Gleichung  in  203,  (5.),  drückt  aus,  dass  der 
Ort  von  P  der  grade  Cy linder,  oder  Rotationscylinder,  ist, 
dessen  Achse  OA  ist  und  der  durch  den  Punkt  B  geht. 
(3.)  Das  System  der  beiden  Gleichungen, 

(^)'-(^)*.  Äf  =  °- 

wie  das  entsprechende  System  in  203,  (6.),  stellt  im  Allgemeinen 
einen  elliptischen  Schnitt  desselben  graden  Cylinders  dar;  aber 
wenn  zufällig  y  j  j  u,  dann  wird  der  Schnitt  kreisförmig. 
(4.)  Das  System  der  beiden  Gleichungen, 

[yi]'— 

mit  *  >  —  1,  *  <  1, 
stellt  den  Kreis*  dar,  in  dem  der  Umdrehungscylinder,  dessen 
Achse  O  A  und  dessen  Radius  (1  —  x1)  \  Tu  ist,  senkrecht 
durch  eine  Ebne,  in  einer  Entfernung  =  ±  x  Tee  von  O,  ge- 
schnitten wird;  der  Vector  des  Mittelpunkts  dieses  Kreis- 
schnittes ist  x  u. 

(5.)  Während  der  Skalar  x  (algebraisch)  von  —  1  auf  0  an- 
wächst, und  dann  auf  +  1,  wächst  der  mit  ihm  in  Verbindung 
stehende  Skalar  y  (1  —  j2)  zuerst  von  0  auf  1  au,  uud  dann 
nimmt  er  von  1  nach  0  ab;  der  Radius  des  Kreises  (4.)  er- 
weitert sich  zugleich  von  0  bis  zu  einem  Maximum  =  Ta,  und 

*  Mit  dem  Worte  „Kreis"  ist  auf  diesen  Seiten  gewöhnlich  ein  Um- 
fang gemeint,  und  nicht  eine  Fläche;  und  ebenso  bezeichnen  die  Worte 
„Kugel",  „Cylinder",  „Kegel"  u.  s.  w.,  hier  gewöhnlich  Oberflächen,  und 
nicht  Volumina. 
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nimmt  dann  wieder  bis  zu  Null  ab;  während  die  Lage  des 
Mittelpunktes  des  Kreises  sich  stetig  in  einer  constanten  Rich- 
tung ändert,  von  einem  ersten  Grenzpunkte  A',  wenn  OA' 
=  —  a,  bis  zum  Punkte  A,  als  zweiter  Grenze. 

(6.)  Der  Ort  aller  solcher  Kreise  ist  die  Kugel,  deren 
einer  Durchmesser  AÄ  ist  und  deren  Mittelpunkt  daher  O 
ist ;  nämlich  die  Kugel,  die  schon  durch  die  Gleichung  Tq  =  Ta 

in  186,  (2.)  dargestellt  wurde;  oder  durch  T-£  =  1,  in  187, 

(1.);  oder  durch, 

S^a  =  0,    in  200,  (IL); 
die  sich  aber  jetzt  von  selbst  unter  der  neuen  Form, 

darstellt,  und  die  man  erhält,  wenn  man  *  aus  den  beiden 
vorigen  Gleichungen  (4.)  ehminirt 

(7.)  Es  ist  indessen  leicht,  von  der  letzten  Form  zur  zweiten, 
und  von  da  zur  ersten,  oder  zur  dritten  nach  schon  aufge- 
stellten Rechnungsregeln,  oder  nach  den  allgemeinen  Bezieh- 
ungen zwischen  den  gebrauchten  Symbolen,  zurückzukehren. 
In  der  That  kann  die  letzte  Gleichung  (6.),  nach  XXIL,  unter 
der  Form, 

NSL  =  1, 

o 

geschrieben  werden;  woraus  sich  ergiebt, 

T-2-=  1,   nach  190,  VI.; 

ot 

und  daher  auch  To  =  Tee,  nach  187,  und  S^-  =  0,  nach 
200,  (IL). 

(8.)  Umgekehrt  hätte  man  schon  aus  der  ersten  Definition 
und  Eigenschaft  einer  Norm  ersehn  können,  wie  sie  in  145, 
(11.)  aufgestellt  wurde,  dass  die  Kugel  durch  A  mit  dem  Mittel- 
punkt O  [vergl.  145,  (12.)]  sich  durch  die  Gleichung        =  1 

darstellen  lässt;  und  daher,  nach  XXIL,  unter  der  vorigen 
Form  (6.);  wenn  wir  in  ilir  x  zur  Bezeichnung  des  variablen 

Skalars    S$-  schreiben,  wie  in  der  ersten  der  beiden  Gleich- 
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ungen  (4.),  so  erhalten  wir  wieder  die  zweite  dieser  beiden 
Gleichungen:  und  so  hätten  wir  wieder  dazu  gefuhrt  werden 
können,  wie  in  (6.),  die  fragliche  Kugel  als  den  Ort  eines 
variablen  Kreises  anzusehn,  der  (wie  vorher)  der  Durchschnitt 
eines  variablen  Cylinders  und  einer  variablen  Ebne  ist,  welche 
senkrecht  zu  seiner  Achse  ist 

(9.)  Die  Gleichung  derselben  Kugel  kann  auch,  nach 
XXVH,  in  folgender  Form  geschrieben  werden, 


(10.)  Wenn  wir  uns  in  jeder  variablen  Ebne,  die  durch 
die  erste  Gleichung  (4.)  dargestellt  wird,  den  Radius  des  Kreises, 
oder  des  variablen  Cylinders,  mit  irgend  einem  constauten  und 
positiven  Skalar,  «,  multiplicirt  denken,  dann  gehn  wir  damit, 
während  der  Mittelpunkt  des  Kreises  und  die  Achse  des 
Cylinders  ungeändert  bleiben,  zu  einem  neuen  System  von 
Kreisen  über,  das  durch  das  neue  System  von  Gleichungen, 


dargestellt  wird. 

(11.)  Der  Ort  dieser  neuen  Kreise  ist  augenscheinlich  ein 
Umdrehungssphäroid ;  der  Mittelpunkt  der  neuen  Oberfläche  ist 
der  Mittelpunkt  0,  und  die  Achse  derselben  Oberfläche  ist  der 
Durchmesser  AA  der  zuletzt  betrachteten  Kugel;  diese  Kugel 
ist  dem  Sphäroid  daher  entweder  eingeschrieben  oder  um- 
schrieben, je  nachdem  dieConstante  a  >  oder  <  1  ist;  denn  die 
Radien  der  neuen  Kreise  sind  im  ersteren  Falle  grösser,  im  letz- 
teren Falle  dagegen  kleiner,  als  die  Radien  der  vorigen  Kreise; 
oder  weil  der  Radius  des  Aequators  des  Sphäroids  =  a  Tu  ist, 
während  der  Radius  der  Kugel  =  Ta  ist 

(12.)  Die  Gleichungen  der  beiden  coaxialen  Umdrehungs- 
cylinder,  die  beziehungsweise  die  Kugel  und  das  Sphäroid  um- 
hüllen (oder  ihnen  umsehrieben  sind),  sind: 


oder 


oder 
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oder, 

TV*  =1,  TV-2-=a. 
(13.)  Das  System  der  beiden  Gleichungen, 

in  Verbindung  mit: 

ß  nicht  1 1  or, 

stellt  [vergl.  (3.)]  eine  variable  Ellipse  dar,  wenn  darin  der 
Skalar  x  wieder  als  eine  Variable  behandelt  wird. 

(14.)  Das  Resultat  der  Elimination  von  x  aus  den  beiden 
letzten  Gleichungen,  nämlich  die  neue  Gleichung, 

K)'-ri)'=i; 

oder 

NS-t  +N        =  1,   nachXXV.,  XXVI.; 

oder 

N(s    +  v~ß)  - l»  nach  xxvn«; 

oder  endlich, 

TÜS-L  +  V-^j  =  1,.    nach  190,  VL, 

stellt  den  Ort  aller  solcher  Ellipsen  (13.)  dar,  und  ist  daher, 
wie  sich  somit  ergiebt,  die  passende  Darstellung  des  allgemeinen 
Ellipsoids  (mit  drei  ungleichen  Achsen)  durch  Quaternionen; 
diese  berühmte  Oberfläche  wird  hier  auf  ihren  Mittelpunkt,  als 
auf  den  Anfangspunkt  O  der  Vectoren  ihrer  Punkte  bezogen ; 
und  die  sechs  skalar  (oder  algebraischen)  Constanten,  welche  in 
die  übliche  algebraische  Gleichung  eines  solchen,  auf  seinen 
Mittelpunkt  als  Coordinatenanfangspunkt  bezogenen  Ellipsoids  (in 
Coordinaten)  eingehn,  sind  hier  virtuel  in  den  beiden  unabhängigen 
Vectoren,  «  und  ß,  enthalten,  die  seine  beiden  Vector-Con- 
stanten*  genannt  werden  können. 

(15.)  Die  Gleichung  [vergl.  (12.)], 

*  Wir  werden  indessen  finden,  das»  andere  Paare  von  Vector-Con 
stanten  filr  das  Central-Ellipsoid  gelegentlich  mit  Vortheil  gebraucht 
werden  können. 
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oder 


oder   NV-^-  =  l, 


TV  J  =  1, 


stellt  einen  Umdrehungscy linder  dar,  der  dem  Ellipsoid  um- 
schrieben ist,  und  es  in  einer  Ellipse  berührt,  die  dem  Werthe 
x=»0,  in  (13.)  entspricht;  so  dass  die  Ebne  der  Berührungs- 
ellipse  durch  die  Gleichung, 

a 

dargestellt  wird;  die  Normale  dieser  Ebne  [vergl.  196,  (17.)] 
ist  somit  der  Vector  er,  oder  OA\  während  die  Achse  des  eben 
erwähnten  umhüllenden  Cylinders  ß,  oder  OB,  ist.  ' 

(16.)  Indem  wir  vorläufig  eine  weitere  Discussion  der  vorigen 
Quaternionengleichung  des  Ellipsoids  (14.)  aufschieben,  können 
wir  hier  bemerken,  dass  wir  allgemein,  nach  XXIL,  die  beiden 
folgenden  nützlichen  Transformationen  für  die  Quadrate,  des 
Skalars  Sq,  und  des  rechten  Theils  Vq,  irgend  eines  Quater- 
nions  q  haben: 

XXXI...   Sq*=Tq*  +  Vq*\ 
XXXTT.  .  .    Vq*  =  Sq*  -  Tq\ 

(17.)  Wenn  wir  uns,  bei  Gelegenheit,  kurz  auf  sie  und  die 
mit  ihnen  verbundene  Formel  XX1T.  beziehn,  so  mag  es  etwas 
bequemer  sein,  zu  schreiben, 

(5)> = (7y + ( n  =  w  -  (To  (*v = -  ( vp% 

ferner  S*  =  T8  +  V\  u.  s.  w.;  denn  die  letzten  Formen  der 
Bezeichnung,  S*t  u.s.  w.,  habe  ich  schon  anderweitig  interpreürt, 
nach  Analogie  mit  der  bekannten  Functional-Bezeichnung,  oder 
Bezeichnung  des  Rechnens  mit  Functionen,  oder  mit  Operationen 
(vergl.  187,  (9.);  196,  VL;  und  204,  IX.). 

(18.)  In  Verfolg  derselben  Analogie  kann  irgend  ein  Skalar 
durch  das  allgemeine  Symbol, 

V-l0, 

bezeichnet  werden;  denn  Skalare  sind  die  einzigen  Quaternionen, 
deren  rechte  Theile  verschwinden. 

(19.)  Ebenso  kann,  allgemein,  ein  rechter  Quaternion  durch 
das  Symbol, 

S-»0, 
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bezeichnet  werden ;  und  da  das  den  rechten  Theil  irgend  eines 
Quaternions  (yergL  204,  L)  einschliesst,  so  können  wir  die  all- 
gemeine symbolische  Transformation  eines  Quaternions: 

aufstellen. 

(20.)  In  dieser  Form  der  Bezeichnung  würden  wir  allge- 
mein, wenigstens  für  reelle*  Quaternionen,  die  Ungleichheiten, 
(F-'O)»  >0,  {S-iO)*<0, 

erhalten;  so  dass  ein  (geometrisch  reeller)  Quaternion  allgemein 
von  der  Form  ist: 

Quadratwurzel  aus  einer  positiven  Grösse,  plus  Quadrat- 
wurzel aus  einer  negativen  Grösse. 

(21.)  Die  Gleichungen  196,  XVI.  und  204,  XIX.  ergeben, 
als  ein  neues  Band  zwischen  Quaternionen  und  der  Trigonometrie, 
die  Formel: 

XXXIII...  tan/Ltf^  TVUq:  SUq  =  TVq:  Sq. 

(22.)  Es  mag  nicht  ganz  in  Uebereinstimmung  mit  der 
Theorie  des  Functions-  (oder  Operations-)  Zeichens  sein,  auf 
das  wir  kurz  vorher  hingewiesen  haben,  aber  wir  werden  es  in 
der  Praxis  angemessen  finden,  unter  der  einen  oder  anderen 
abgekürzten  Form*  zu  schreiben: 

XXXIV.  .  .tan  l-q—  -g- .  q ; 

oder 

XXXIV.  .  .  tan  L.  q  =  {TV:  S)q\ 

sie  bieten  den  Vortheil,  dass  man  die  Wiederholung  des  Zeichens 
des  Quaternions  vermeidet,  wenn  das  Symbol  vielleicht  ein  zu- 
sammengesetzter Ausdruck  ist,  und  nicht,  wie  hier,  ein  einzelner 
Buchstabe,  q. 

(23.)  Die  Transformation  194,  für  den  Index  eines  rechten 
Quotienten,  ergiebt  allgemein,  nach  IL,  für  irgend  einen  Qua- 
ternionen q,  die  Formeln: 

XXXV.  . .  IVq=  T  Vq .  Ax. q; 

XXXVI.  .  .IUVg  =  Ax.q- 

•  Vergleiche  Art.  149;  und  die  Anmerkungen  auf  Seite  112  und  172. 
•*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art  199. 
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so  dass  wir  allgemein  die  symbolische*  Gleichung, 
XXXVI.  ..  IU  K=  Ax. 

aufstellen  können. 

(24.)  Und  da,  Ax.  (1:  Vg)  -  -  Ax.  Vg,  nach  135,  und 
daher  =  —  Ax.  g,  nach  IL,  so  können  wir  auch,  nach  XXXV., 
schreiben, 

XXXV.'. .  7(1 :  Vg)  =  -  Ax.  g :  T  Vg. 

205.  Wenn  irgend  ein  Parallelogramm  OBDC (vergl.  197) 
auf  eine  Ebne  durch  O  projicirt  wird,  die  senkrecht  zu  OA 
ist,  dann  ist  die  projicirte  Figur  OB" D"  C"  (vergl.  11)  wieder 
ein  Parallelogramm;  so  dass, 

OD"  =  OC"  +  OB"  (6), 

ist,  oder 

und  daher,  nach  106, 

8":a  =  (y":a)  +  (ß":a). 

Daher  haben  wir,  nach  120,  202,  für  irgend  zwei  Quaternionen, 
g  und  g',  die  allgemeine  Formel, 

L  .  .  V{g'  +  g)  -  Vg'  +  Vg; 
mit  ihr  ist  es  leicht,  die  andere  zu  verbinden, 
II...  V{g'-g)=  Vg'  -  Vq. 
Daher  ist  auch,  für  irgend  drei  Quaternionen,  g,  q\  g", 
V{  g"  +(*'  +  ?)}-  Vg"  +  V(q'  +  q)  =  Vq"  +  (  Vf'  +  Vq)\ 

und  ähnliches  gilt  für  irgend  eine  grössere  Anzahl  von  Sum- 
manden: so  dass  wir  allgemein  (vergl.  197,  II.)  schreiben 
können, 

III...  V2g  =  2Vq, 

oder  kurz, 

HL' . .  V2-2V\ 


•  Auf  einer  späteren  Stufe  werden  wir  es  möglich  (vergl.  die  An- 
merkung auf  Seite  223,  u.  e.  w.)  finden,  allgemein  zu  schreiben, 

JF9=  Vq, 

IVVq  =  ÜVq; 

und  dann  (vergl.  die  Anmerkung  auf  Seite  153  zu  Art  129)  nehmen  die 
vorigen  Gleichungen,  XXXVI.,  XXXVI.',  die  kürzeren  Formen  an: 
Ax.  q  -  U  Vq;         Ax.  =  UV. 
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während  die  Formel  IL  (vergl.  197,  IV.)  ebenso  in  folgender 
Weise  geschrieben  werden  kann: 

IV.  .  .    V Aq  =  A  Vq, 

oder 

IV.  ..  VA  =  AV; 

die  Aufeinanderfolge  der  addirten  Glieder  und  die  Art,  sie  in 
Gruppen  zusammenzufassen,  in  III.,  nehmen  wir  bis  jetzt 
als  unverändert  an,  obwohl  wir  diese  beiden  Beschränkungen 
bald  beseitigen  werden.  Wir  schliessen  daher,  dass  die  Charak- 
teristik V  für  die  Operation  den  rechten  Theil  (202,  204)  eines 
Quaternions  zu  bilden,  ebenso  wie  die  Charakteristik  S,  den 
Skalar  (196,  197)  zu  nehmen,  und  die  Charakteristik  K  den 
Conjugirten  (137,  195*)  zu  nehmen,  ein  distributives  Symbol 
ist.  oder  dass  sie  eine  distributive  Operation  darstellt;  während 
die  Charakteristiken,  Ax.,  Z.,  jV,  U,  T,  für  die  Operationen  be- 
züglich die  Achse  (128,  129),  den  Winkel  (130),  die  Norm 
[145,  (11.)],  den  Versor  (156)  und  den  Tensor  (187)  zu  bilden, 
somit  nicht  distributive  Symbole  (vergl.  186, (10.),  und  200, 
VII.)  sind;  oder  nicht  an  einem  Ganzen  (oder  einer  Summe) 
operiren,  indt  m  sie  an  seinen  Theilen  (oder  Summanden)  opcriren. 

(1.)  Wir  können  jetzt  die  symbolische  Gleichung,  K1  =  1 
(145),  unter  der  Form  (vergl.  196,  VI;  202,  IV.;  und  204, 

IV.  VIIL  IX.  XL): 

V.  ..  K-=  (.V_  F)2  =  S*  —  S  V  —  VS  +  F2  =  6'  +  V  =  1 
wiedererhalten. 

(2.)  Ebenso  können  wir  jeden  der  Ausdrücke  für  S* 
aus  dem  andern  unter  den  Formen  (vergl.  wieder  202,  IV.): 

vl  . .  s*  =  (i  -  vy  =  i  -  2  v+  r*  =  i  -  r=  s, 

wie  in  196,  VL, 
VH...  F2  =  (1  -  S)»  =  1  -         6'»  =  1  _  S  =  r, 

wie  in  204,  DC, 
wiedererhalten;  oder  auch  (vergl.  196,  H.',  und  204,  XIV.)  aus 
den  Ausdrücken  für  S  und  V  in  den  Gliedern  mit  A': 

A  *J%  der  Ihat  i8t  bia  Jetzt  C™*1  195>  (*•)]  »«r  bewiesen  worden, 
jf*8  *f*  7  für  d«n  Fall  von  zwei  Summanden;  aber  wir  werden 

dies  Resultat  bald  weiter 
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VIIL.  .  S*  =  \(l+K)*  =  t(l+2K+K*)  =  l(l  +  K)=S; 
IX...  F2  =  J(l~Ä-)»  =  i(l  -  2K+K*)  =  \[l- K)  =  V. 
(3.)  Ebenso  ist, 

X.  ..  SV=\(\+K)(\-K)  =  {(\-K*)^0, 

wie  in  204,  IV.; 

und 

XI.  .  •  VS  =  J(l  -  K){1  +  *)  «  f  (1  -  JF)  -0, 

wie  in  204,  VIIL 

206.  Was  die  Addition  (oder  Subtraction)  solcher  rechten 
Theile,  Vq,  Vq',  betrifft,  oder  allgemein  die  irgend  zweier  rechten 
Quateraionen  (132),  so  können  wir  sie  mit  der  Addition  (oder 
Subtraction)  ihrer  Indices  (133)  in  folgender  Weise  verknüpfen. 
Es  sei  OBDC  wieder  irgend  ein  Parallelogramm  (197,  205). 
aber  es  sei  jetzt  OA  ein  Einheitsvector  (129),  der  senkrecht 
zur  Ebne  desselben  ist;  so  dass 

Ta=  1,  L  {ß\u)=/L  (y:a)  =  L{S:a)  =         d  =  y  +  ß. 

Es  sei  OB'D'C  ein  anderes  Parallelogramm  in  derselben 
Ebne,  das  aus  dem  vorigen  durch  eine  positive  Drehung  um 
einen  rechten  Winkel,  um  OA  als  Achse,  erhalten  worden  ist ; 
so  dass 

L  <ß':fl-l-{/:r) -(*':*)  --§-; 
Ax.  (ß' :  ($)  =  Ax.  {y ' :  y)  =  Ax.  {d'  :d)  =  a. 

Dann  können  die  drei  rechten  Quotienten,  ß :  a,  y:a,  und  d :  et 
irgend  zwei  rechte  Quateraionen,  g,  q,  darstellen,  und  deren 
Summe,  q'  +  q,  die  gleichfalls  stets  [nach  197,  (2.)]  ein  rechter 
Quateraion  ist;  und  die  Indices  dieser  drei  rechten  Quotienten 
sind  (vergl.  133,  193)  die  drei  Linien  ß',  y'}  S',  so  dass  wir, 
unter  den  vorigen  Constructionsbedingungen,  schreiben  können. 

ß'  =  Iißia)t   ?-'  =  /(;<:«),   d' -!(*:«). 
Aber  der  dritte  Index  ist  (in  Folge  des  zweiten  Parallelo- 
gramms) die  Summe  der  beiden  vorigen  Indices,  oder  in  Zeichen. 
Ö'  =  y*  +  ß'\  wir  können  daher  schreiben, 

I.  ..  l(q' +  q)  =  Iq'  +  Iq,     wenn     Lq  =  Lq  =  ; 

oder  in  Worten,  der  Index  der  Summe*  irgend  zweier  rechten 
Quateraionen  ist  gleich  der  Summe  ihrer  Indices.    Daher  haben 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  223. 
Himllton,  Qn«t*rn!onen.  18 


202 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  n. 


wir  allgemein  für  irgend  zwei  Quaternionen,  q  und  q,  die  Formel, 

n...  /  V{q'  +  q)  =  lrq'  +  lrq, 

denn  Trq,  Yq  sind  stets  rechte  Quotienten  (202,  204),  und 
v(l'  +  q)  ist  stets  ihre  Summe  (205,  L);  so  dass  der  Index 
des  rechten  Theils  der  Summe  irgend  zweier  Quaternionen 
die  Summe  der  Indices  der  rechten  Theile  ist.  Ebenso  macht 
es  keine  Schwierigkeit  zu  beweisen,  dass 

HL.  .  .  l{q   -q)  =  Iq  -  Iq,       Wenn       L.  q '  =  Lq  =  -5-  ; 

und  allgemein,  dass 

IV.  .  .  /  Vii'  -q)  =  lVq  -  lVq\ 

der  Index  der  Differenz  irgend  zweier  rechten  Quotienten,  oder 
der  rechten  Theile  irgend  zweier  Quaternionen,  ist  somit  gleich 
der  Differenz  der  Indices*.  Wir  können  daher  die  Addition 
oder  Subtraction  irgend  zweier  solchen  Quotienten,  oder  Theile, 
auf  die  Addition  oder  Subtraction  ihrer  Indices  zurückfuhren; 
ein  rechter  Quaternion  ist  stets  (nach  133)  bestimmt,  wenn 
sein  Index  gegeben,  oder  bekannt,  ist. 

207.  Wir  sehn  daher,  dass  ebenso  wie  die  Multiplication 
irgend  zweier  Quaternionen  (in  191)  erstens  auf  die  arithmetische 
Operation,  ihre  Tensoren  zu  multipliciren,  und  zweitens  auf 
die  geometrische  Operation,  ihre  Versoren  zu  multipliciren,  zu- 
rückgeführt wurde,  eine  geometrische  Operation,  die  durch  eine 
gewisse  Zusammensetzung  von  Drehungen  construirt  und  (auf 
einem  der  beiden  verschiedenen,  aber  mit  einander  in  Verbin- 
dung stehenden  Wege,  167,  175)  durch  die  Seiten  oder  Winkel 
eines  sphärischen  Dreiecks  dargestellt  wurde;  so  die  Addition 
irgend  zweier  Quaternionen  (nach  197,  L,  und  206,  IL)  erstens 
auf  die  algebraische  Addition  ihrer  Skalar-Theile,  die  man  als 
zwei  positive  oder  negative  Zahlen  (16)  betrachten  kann,  zurück- 
geführt werden  kann ;  und  zweitens  auf  die  geometrische  Addition 
der  Indices  ihrer  rechten  Theile,  die  man  als  gewisse  Vectoren  (1) 
ansehn  kann.  Diese  letztere  Addition  von  Linien  wird  nach 
der  Regel  des  Parallelogramms  (6.)**  gebildet. 

*  Vergleiche  wieder  die  Anmerkung  auf  Seite  223. 
*•   Ich  beabsichtige  in  diesen  Anmerkungen  nicht  oft  auf  die  ge- 
schichtliche Seite  des  Gegenstandes  einzugehn;  aber  es  sollte  ausdrück- 
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Ebenso  sahn  wir  (in  191),  dass  sich  die  allgemeine  Divi- 
sion von  Quaternionen  auf  eine  arithmetische  Division  der 
Tensoren  und  eine  geometrische  Division  der  Versoren  zurück- 
fuhren lässt,  und  ebenso  können  wir  jetzt  (nach  197,  IIL,  und 
206,  IV.)  allgemein  die  Subtraction  von  Quaternionen  erstens 
auf  eine  algebraische  Subtraction  der  Skalare,  und  zweitens 
auf  eine  geometrische  Subtraction  der  Vectoren  zurückfuhren; 
diese  letztere  Operation  wird  wieder  durch  ein  Parallelogramm 
construirt,  oder  auch  durch  ein  ebnes  Dreieck  (vergl.  Art.  4, 
und  Fig.  2).  Und  da  die  Summe  irgend  einer  gegebenen  Reihe  von 
Vectoren,  wie  wir  früher  sahn,  einen  Werth  (9j  hat,  der  unab- 
hängig von  ihrer  Anordnung  ist,  und  von  der  Art,  sie  in 
Gruppen  zusammenzufassen,  so  können  wir  jetzt  folgern,  dass 
die  Summe  irgend  einer  Anzahl  gegebener  Quaternionen  eben- 
falls einen  Werth  [vergl.  197,  (1.)]  hat,  der  unabhängig  von 
der  Anordnung  und  von  der  Gruppirung  der  Summanden  ist; 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  allgemeine  Addition  von 
Quaternionen  eine  commutative*  und  eine  associative  Opera- 
tion ist. 

(1.)  Die  Formel, 

V2q  =  2  Vq,  in  205,  III., 

findet  auch,  wie  wir  sehn,  für  irgend  eine  Anzahl  von  Quater- 
nionen statt,  unabhängig  von  der  Anordnung  der  GrlhAv  in 
jeder  der  beiden  Summen,  und  von  der  Art,  in  der  sie  zu 
sammengefasst  werden  können. 

(2.)  Wir  können  von  Neuem  schliessen,  dass 
Ktf  +  q)  -  Kq  +  Kg,  wie  in  195,  IL, 

lieh  ausgesprochen  werden,  dass  die  berühmte  Regel,  die  wir  die  geome- 
trische Addition  grader  Linien  nennen  können,  und  die  man  als  ein  Ana- 
logon  zur  Zusammensetzung  von  Bewegungen  (oder  von  Kräften)  ansehn 
kann,  sich  sjhon  bei  verschiedenen  Schriftstellern  vor  der  Erfindung  der 
Quaternionen  findet;  wenngleich  die  in  dem  gegenwärtigen  und  einem 
früheren  Werke  angewandte  Methode,  sie,  nach  algebraischen  Analogien, 
aus  dem  Symbol  B  —  A  (1)  für  die  Linie  AB  abzuleiten  möglicherweise 
nicht  vorher  benutzt  worden  ist.  Der  Leser  mag  die  Anmerkungen  zur 
Vorrede  von  des  Verfassers  Werk  „Vorlesungen  über  Q.iaternionen" 
(Dubliu  1853)  vergleichen. 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  225. 
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unter  der  Form  der  Gleichung  oder  Identität, 

W  +  q)  -  V[q  +  q)  .        -  Fy')  +  (5f  -  Ftf> 
(3.)  Allgemeiner  kann  man  auf  demselben  Wege  beweisen, 

dass 

K2q  =  oder  kurz,  K2=2K, 

wie  gross  auch  immer  die  Anzahl  der  Summanden  sein  mag. 

208.  Was  den  Quotienten  oder  das  Product  der  rechten 
Theile,  Vq  und  Vq',  irgend  zweier  Quaternionen  betrifft,  so 
seien  t  und  t'  die  Tensoren  der  beiden  Theile,  und  *  möge  den 
Winkel  ihrer  Indices,  oder  ihrer  Achsen,  bezeichnen,  oder  die 
gegenseitige  Neigung  der  Achsen,  oder  der  Ebnen*,  der  beiden 
Quaternionen  q  und  q  selbst,  so  dass  (nach  204,  XVIII.), 

t=  TVq=      .  sin  Z.  y,      /'  =  T  Vq'  =  Tq  .  sin  L.  q\ 

und 

*  =  1_{1  Vq':I  Vq)=  L  (Ax.q'.Ax.q). 

Dann  ist,  nach  193,  194,  und  nach  204,  XXXV.,  XXXV.', 
L. .  Vq':  Vq=-  I  Vq':IVq  =  +  {TVq':7  Vq).  (Axq'>.  Ax.y); 

II.  .  .    Vq'.Vq  =  l  Vq'lly- 

=  -{TVq  .  TVq).{Ax.q':Ax.q); 

und  daher  (vergl.  198),  mit  Benutzung  der  vorher  gleichzeitig 
vorgeschlagenen  Abkürzungen, 

III.  .  .  S{  Vq':  Vq)  =  f  t~  1  COS*; 

IV.  .  .  SU(Vq'  :  Vq)  -  +  cos*; 
V.  .  .    S{Vq'.  Vq)  =  -  t'tcosx; 

VI.  ..   SU(Vq'.  Vq)=  -  cos*; 

VII.  .  .  L.  {Vq  :  Vq)  m  *; 
VHI.  .  .  L.  {Vq  .  Vq)  =  *-*. 

Wir  haben  auch  allgemein  (vergl.  204,  XVIII.,  XIX.), 

IX.  .  .  TV{  Vq' :  Vq)  =  t'  f-l  sin  *; 
X.  .  .  TVU(Vq':  Vq)  =  sin*; 
XL. .  TV{Vq.  Vq)  =  *'*sin*; 

xn. . .  r rc/(  *y .  f#  =  sin *; 

und  im  Besonderen, 

XIH...  V{Vqf:  Vq)  =  0,  und  XIV...  V(Vq'.Vq)=0, 
wenn  y'  j  |?  (123); 
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da  (vergl.  191,  (6.),  und  204,  VL)  der  Quotient  oder  das  Pro- 
duct der  rechten  Theile  zweier  complanaren  Quaternionen  (die 
wir  hier  beide  als  Nicht-Skalare  (108)  annehmen,  so  dass  t  und  t' 
beide  >  0  sind)  zu  einem  Skalar  (131)  wird,  der  in  folgender 
Webe  ausgedrückt  werden  kann, 

XV...  Vq':  Vq  =  +  t't~\  undXVL..  Vq'  .  Vq  =  -  f  t, 

wenn  x  =  0; 

aber 

XVH.  ..  Vq':Vq  =  -t  t-\  undXVIH. .  .  Vq  .  Vq=  +  t't, 

wenn  ras; 

der  erste  Fall  ist  der  zusammenfallender,  der  zweite  der  ent- 
gegengesetzter Achsen.  Wenn  wir,  in  dem  allgemeineren  Falle 
von  Diplanarität  (119)  mit  S  die  Einheitslinie  bezeichnen,  die 
senkrecht  zu  ihren  beiden  Achsen  und  daher  ihren  beiden 
Ebnen*  gemeinsam  ist,  oder  in  der  sich  diese  beiden  Ebnen 
schneiden,  und  die  so  gerichtet  ist,  dass  die  Drehung  um  sie 
von  Ax.q  zu  Ax.q'  positiv  (vergl.  127,  128)  ist,  so  ergeben 
die  vorigen  Formeln  I.,  LL  leicht, 

XIX.  . .  Ax.(  Vq':  Vq)  =  +S; 

XX.  .  .  Ax.  {Vq'.  Vq)  -  -  -  <*; 

und  daher  können  (nach  IX.,  XI.,  und  nach  204,  XXXV.) 
die  Indices  der  rechten  Theile  des  Quotienten  und  Products 
der  rechten  Theile  irgend  zweier  diplanaren  Quaternionen,  wie 
folgt,  ausgedrückt  werden: 

XXI.  .  .  lV{Vq:  Vq)  *=  +  8 .  t  t~l  sin x ; 

XXH.  ..  IV{Vq' .  Vq)=  -d.t'tsitix. 

(1.)  Es  sei  ABC  irgend  ein  Dreieck  auf  der  Einheits- 
kugel (128),  dessen  sphärische  Winkel  und  Ecken  durch  die- 
selben Buchstaben,  nämlich  durch  A,  B,  C  bezeichnet  werden 
mögen,  während  die  Seiten  wie  gewöhnlich  mit  er,  b,  c  bezeichnet 
werden  sollen;  und  es  möge  angenommen  werden,  dass  die 
Drehung  (vergl.  177)  um  A  von  C  nach  B,  und  daher  um  B 

*  Beide  Ebnen  machen  folglich  mit  einander,  im  Allgemeinen,  zwei 
ungleiche  Winkel,  die  sich  zu  180°  ergänzen;  aber  wir  nehmen  hier  an, 
dass  sie  von  einander  unterschieden  sind,  indem  wir  auf  die  eine  Seite 
jeder  Ebne  Rücksicht  nehmen,  als  verschieden  von  der  entgegengesetzten 
Seite;  und  das  kann  man  dadurch  leicht  thun  (111.) ,  dass  man  die 
AchBen,  wie  vorher,  in  Betracht  zieht. 
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von  A  nach  C,  u.  s.  w.,  positiv  ist,  wie  in  Fig.  43.  Schreibt 
man  dann,  wie  wir  es  oft  gethan  haben, 


so  erhalten  wir  leicht  die  folgenden  Ausdrücke  für  die  drei 
Skalare  /,  t',  x  und  für  den  Vector  3: 

t  =s  sin c;    t'  —  sin a\    x  =  jt  —  B;    5  =  —  ß. 

(2.)  In  der  That  haben  wir  hier, 

Tq=Tq'  «1,      L-q  =  e,      Lq'  =  a-, 

woraus  sich  t  und  t'  grade  so  ergeben.  Auch  wenn  A  ,  B  ',  C 
(wie  in  175)  die  positiven  Pole  der  drei  aufeinanderfolgenden 
Seiten  BC,  CA,  AB  des  gegebenen  Dreiecks  sind,  und  da- 
her die  Punkte  A,  B,  C  die  negativen  Pole  [vergl.  180,  (2.)] 
der  neuen  Bogen  B'  C,  C  A',  A  B',  dann  ist 


aber  x  und  8  sind  die  Winkel  und  die  Achse  des  Quotienten 
der  beiden  Achsen,  oder  des  Quaternions,  der  durch  den  Bogen 
CA'  dargestellt  (162)  wird;  daher  istx,  wie  oben  ausgesprochen 
wurde,  das  Supplement  des  Winkels  B,  und  8  ist  nach  dem 
Punkte  auf  der  Kugel  hin  gerichtet,  der  dem  Punkte  B  diametral 
gegenüberliegt 

(3.)  Daher  haben  wir,  nach  HL,  V.,  VH,  VIII.,  IX.,  XI., 
für  irgend  ein  Dreieck  ABC  auf  der  Einheitskugel,  in  der 
a  =  OA,  u.  s.  w.  ist,  die  Formeln  : 

XXm.  .  .  Slr-t.:  =  -sinacoseercosi?; 


q  =  ß :  a,     und     q '  =  y :  ß, 


wo 


a  =  O  A,  u.  s.  w., 


Ax.9  =  OC, 


Ax.7'=  OA'] 


XXVII.  ..TV 


-f  sinacoseccsinÄ; 


XXVIII. 


rv[vf.  ri). 


I  sin  a  sine  sin  B. 
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(4.)  Auch  ist,  wenn  die  Drehung  um  B  von  A  nach  C 
wieder  positiv  ist,  nach  XIX.,  XX.,  XXL,  XXII., 

XXIX.  ..Ax.tv-f- :  ^-f-)=  -ß; 

XXX.  ..  äx.(fx.  pi-j  =  +  /J; 

XXXI.  ..   IV^V-JL-:  F-^j=  -/JsinacoseccsinB; 

XXXn...  ivlv-y  .  P-f")~  +^sinasincsini3. 

(5.)  Wenn  andrerseits  die  Drehung  um  B  von  A  nach  C 
negativ  wäre,  so  hätten  wir,  wenn  wir  in  diesem  Falle  ux  =  —  «, 
ßy  =  -  ß,  Y\  =  —  Y  schrieben,  ein  neues  und  entgegengesetztes 
Dreieck  Ax  Bx  Cv  in  dem  die  Drehung  um  By  von  Ax  nach 
Cx  positiv  wäre,  aber  der  Winkel  bei  Bx  an  Grösse  dem  bei 
B  gleich;  so  dass  wir,  wenn  wir  wie  üblich  alle  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  als  positiv  annehmen,  haben  würden 
2?j  =  B,  und  ebenso  cx  =  c,  und  ax  =  «;  und  daher,  nach  XXXI., 
zum  Beispiel, 

IV{vJk ''  v  «r) =  ~ ^ 8in  "i  cosec  c> sin 

oder 

/  ^f*7"-^-  :  V ~~  \  -  +    sin« cosec c sin  J?; 

die  vier  Formeln  von  (4.)  würden  daher  noch  bestehn  bleiben, 
vorausgesetzt,  dass  wir  für  die  neue  Richtung  der  Drehung  in 
dem  gegebenen  Dreieck  das  Vorzeichen  von  ß  in  jedem  zweiten 
Gliede  änderten. 

(6.)  Wenn  wir  allgemein  IVq:Sq  in  (7  V:S)q  abkürzen, 
wie  TVq:  Sq  in  204,  XXXIV.',  in  {TV:  S)q  abgekürzt  wurde, 
so  haben  wir,  nach  (5.)  und  nach  XXIV.,  XXXII.,  die  weitere 
allgemeine  Formel  für  irgend  drei  Einheitsvectoren,  a,  ß,  y, 
von  denen  wir  wieder  annehmen  wollen,  dass  sie  in  den  Ecken 
eines  sphärischen  Dreiecks  ABC  endigen: 

XXXQI.  ..  {IV:S){V-^-.  V^=  ±ßtanB; 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  die  Drehung 
um  B  von  A  nach  C,  oder  die  um  ß  von  ce  nach  y,  die 
vielleicht  durch  das  Symbol  ußy  bezeichnet  werden  könnte, 
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und  die  an  Grösse  dem  sphärischen  Winkel  B  gleich  ist,  po- 
sitiv oder  negativ  ist 

209.  Wenn  die  Ebnen  irgend  dreier  Quaternionen  q,  q\  q", 
die  ulle  durch  den  Anfangspunkt  O  (119)  gehn  sollen,  eine  gemein- 
same Linie  enthalten,  so  können  die  drei  Quaternionen  collineare  * 
Quaternionen  genannt  werden;  und  da  dann  die  Achse  eines 
jeden  senkrecht  zu  dieser  Linie  ist,  so  folgt,  dass  die  Achsen 
collinearer  Quaternionen  complanar  sind;  während  umgekehrt 
die  Complanarität  der  Achsen  die  Collinearität  der  Quaternionen 
beweist,  denn  das  Loth  zur  Ebne  der  Achsen  ist  eine  Linie,  die 
den  Ebnen  der  Quaternionen  gemeinsam  ist 

(1.)  Complanare  Quaternionen  sind  stets  collinear;  aber 
der  umgekehrte  Satz  gilt  nicht,  collineare  Quaternionen  sind 
nicht  nothwendig  complanar. 

(2.)  Collineare  Quaternionen,  als  Brüche  (101)  aufgefasst 
können  stets  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  (120)  reducirt 
werden;  und  umgekehrt,  wenn  drei  oder  mehr  Quaternionen 
auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  können,  dass  sie  Brüche 
mit  einem  genieinsamen  Nenner  e  werden,  dann  müssen  die 
Quaternionen  collinear  sein;  denn  die  Linie  e  ist  dann  allen 
ihren  Ebnen  gemeinsam. 

(3.)  Irgend  welche  zwei  Quaternionen  sind  mit  irgend  einem 
Skalar  collinear;  denn  die  Ebne  eines  Skalars  ist  unbe- 
stimmt** (131). 

(4.)  Daher  sind  die  skalar  und  rechten  Theile,  Sq,  Sq\ 
Vq,  Vq',  irgend  zweier  Quaternionen  stets  mit  einander  collinear. 

(5.)  Die  Conjugirten  collinearer  Quaternionen  sind  selbst 
collinear. 

210.  Es  seien  q,  q,  q"  irgend  drei  collineare  Quaternionen, 
und  es  bezeichne  a  eine  ihren  Ebnen  gemeinsame  Linie.  Dann 
können  wir  drei  andere  Linien  ß,  y,  8  so  bestimmen  (vergl. 
120;,  dass 

?'=T; 


*  Quatcruionen,  deren  Ebnen  ein  und  derselben  Linie  parallel  sind, 
können  ebenfalls  collinear  genannt  werden.  Vergleiche  die  zweite  An- 
merkung auf  Seite  147. 

•*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  149. 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.]      Distributive  Multiplication  collinearer  Quaternionen.  269 


und  können  dann  schliessen,  dass  (wie  in  der  Algebra) 
denn,  nach  106,  107,  ist 

(jl  +  £\«  =  r±ß : .    «  z+A  =  jl  +  L  =  jl    +  L  jl 

Ebenso  kann  man,  wenigstens  unter  derselben  Bedingung  der 
Coliinearität*,  beweisen,  dass 

II.  .  .  {q   -  q)q"  =  q'q"  —  qq". 

Operirt  man  mit  der  Charakteristik  K  an  den  beiden  Glei- 
chungen und  beachtet  192,  II.,  und  195,  IL,  so  findet  man,  dass 

m.  .  .  Kq" .  {Kq  +  Kq)  -  Kq" .  Kq',  +  Kq"  .  Kq; 

IV.  .  .  Kq".{Kq'  -  Kq)  =  Kq"  .Kq'  -  Kq"  .Kq\ 

wo  [nach  209,  (5.)]  die  drei  Conjugirten  beliebiger  collinearer 
Quaternionen,  Kq,  Kq',  Kq",  irgend  drei  collineare  Quater- 
niouen darstellen  können.  Wir  haben  daher,  mit  demselben 
Grad  von  Allgemeinheit  wie  vorher, 

V...    q"{q'  +  q)  =  q'q  +  q'q] 

vi-  •  •  q"  iq'  -  q)  -  q'q  -  q"  q- 

Wenn  dann  q,  q\  q",  q"  irgend  vier  colUneare  Quaternionen  sind, 
so  können  wir  die  Formel  (die  wieder  mit  der  Algebra  tiber- 
einstimmt) aufstellen: 

VII.  .  .  (q'"  +  q")  {q'  +  q)  -  q  "  q  +  q"  q  +  q  'q  +  q"  q\ 
und  ähnlich  für  irgend  eine  grössere  Anzahl;  so  dass  wir  kurz 
schreiben  können, 

TOI.  . .  2q  .2q  =  2q'  q, 

WO 

2q  «*  qx  +  q%  + . .  +  ?«» 
-q'  =  q\  +  q'*  +  •  •  •  +  ?'«, 

und 

2q'q  =  q\  ii  + ->q\q™  + q'iq\  +  •••  +  y'n7m; 

w?  und  «  sind  irgend  welche  positiven  ganzen  Zahlen.  In  Worten 
(vergl.  13),  die  Multiplication  collinearer**  Quaternionen  ist 
eine  doppelt  distributive  Operation. 

•  Wir  werden  indessen  bald  sehn,   das»  diese  Bedingung  un- 
nöthig  ist 

Diese  distributive  Eigenschaft  der  Multiplication  werden  wir  bald 
(vergleiche  die  letzte  Anmerkung)  auf  den  allgemeineren  Fall  ausdehnen, 
wenn  die  Quaternionen  nicht  collinear  sind. 
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(1.)  Daher  haben  wir.  nach  209,  (4.),  und  202,  III.,  die 
allgemeine  Transformation  für  das  Produet  irgend  zweier  Qua- 
ternionen : 

IX.  .  .  <l'q  =  Sq  .Sq  +  Vq'  .  Sq  -f-  Sq' .  Vq  -f  Vq' .  Vq. 

(2.)  Daher  haben  wir  auch,  für  das  Quadrat  irgend  eines 
Quaternions,  die  Transformation  (vergl.  126;  199,  VII.;  und 
204,  XXHL): 

X.  .  .  q*  =  Sq*  +2Sq.  Vq  +  Vq*. 

3.)  Trennt  man  die  skalar  und  rechten  Theile  des  letzten 
Ausdrucks,  so  findet  man  die  weiteren  allgemeinen  Formeln: 

XI.  .  .  S.q-  =  Sq*  +  Vq*;    XII.  .  .   V.q*  =  2  Sq.  Vq; 
und  danach  haben  wir,  wenn  man  mit  Tq*  dividirt, 

xiii. . .  su(r)  =  {SUqY  +  {vuq)*\ 

XIV...    VU(q*)=2SUq.  VUq. 

(4.)  Nimmt  man  an,  dass  in  IX.  q  =  Kq,  und  daher 
Sq'  =  Sq,  Vq'  =  —  Vq,  und  stellt  die  beiden  conjugirten  und 
daher  complanaren  Factoren  [vergl.  191 ,  (1.)]  um,  so  er- 
halten wir  die  allgemeine  Transformation  für  eine  Norm, 
oder  für  das  Quadrat  eines  Tensors  (vergl.  190,  V.;  202,  III., 
und  204,  XI.): 

XV.  .  .   Tq*=Nq  =  qKq  =  (Sq  +  Vq)  (Sq  -  Vq) 
=  Sq*  -  Vq*; 

sie  hat  sich  in  der  That  schon  von  selbst  vorher  (in  204,  XXII.) 
ergeben,  aber  wir  haben  sie  hier  auf  einem  neuen  Wege  er- 
halten, und  ohne  irgend  welche  Anwendung  von  Sinus  oder 
Cosinus,  oder  auch  nur  des  bekannten  Satzes  über  das  Quadrat 
der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks. 

(5.)  Eliminirt  man  Vq2,  nach  XV.,  aus  XI.,  und  dividirt 
durch  Tq*,  so  finden  wir,  dass 

XVI.  .  .  S.q'  =  2Sq*~  Tq*; 
XVU.  ..  SU(q*)  =  2(SUq)*—  1; 

und  das  stimmt  mit  199,  VI.  und  IV.,  überein,  wurde  aber  hier  er- 
halten, ohne  die  bekannte  Formel  für  den  Cosinus  des  Doppelten 
eines  Winkels  irgendwie  zu  benutzen. 
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(6.)  Nimmt  man  die  skalar  und  rechten  Theile  des  Aus- 
drucks IX.,  so  erhalten  wir  die  weiteren  allgemeinen  Ausdrucke, 

XVin.  ..  Sq'q=  Sq'.Sq+  S{Vq'.Vq); 
XIX.  .  .  Vq'  q  =  Vq'  .  Sq  +  Vq .  Sq'  +  V{  Vq'  .  Vq). 

(7.)  Wenn  wir,  in  VII,  annehmen,  dass?"  =  Kq,  q  "  =  Kq, 
und  die  beiden  complanaren  (weil  conjugirten)  Factoren,  q'+  q 
und  K(q'  +  q),  vertauschen  [vergl.  (4.)],  so  erhalten  wir  den 
folgenden  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Nonn  einer  Summe: 

(q'  +q)  K(q'  +  q)  =  q  Kq'  +  qKq'  +q' Kq  +  qK'q] 

oder  kurz, 

XX. .  .  N{q'  +  q)  =  Nq'  +  2  S.qKq'  +  Nq, 
wie  in  200,  VII.;  denn 

q  Kq=*  K.qKq, 

nach  192,  EL.,  und 

(1  +K).Kq'  =  2  S.qKq', 

nach  196,  II.' 

(8.)  Wenn  man  q'  in  x  in  XX.  verwandelt,  oder  das  Pro- 
duct  von  q  +  x  und  Kq  +  x  bildet,  wo  x  irgend  ein  Skalar 
ist,  so  findet  man,  dass 

XXI.  .  .  N{q  +  x)  =  Nq  +  2xSq  +  x\ 

wie  in  200,  VIII.,  und  daraus,  im  besonderen  Falle, 

XXL'  .  .  N{q  - 1)  -  Nq  -  2Sq  + 1, 
wie  in  200,  II. 

(9.)  Setzt  man  ß:  a  statt  q,  und  multiplicirt  mit  dem  Quadrat 
von  Tee,  so  erhält  mau  für  irgend  zwei  Vectoren,  et  und  ß, 
die  Formel, 

XXIL  .  .  T(ß  -  af  =  Tß*  -  2  Tß .  Tu .  SU  -f  +  Tu\ 
in  der  7V  bedeutet*  {Tee)2;  denn  (nach  190,  und  nach  196,  IX), 

*  Bis  jetzt  ist  uns  nicht  gestattet,  das  Symbol  Tn  *  auch  als  Bezeich- 
nung  für  T(ns)  zu  deuten;  denn  wir  haben  bis  jetzt  noch  keine  Deutung 
für  das  Quadrat  eines  Vectors  festgesetzt,  oder  allgemein  für  das  Product 
zweier  Vectoren.  Im  dritten  Theile  der  Elemente  werde  ich  zeigen,  dass 
ein  solches  Quadrat  oder  Product  als  ein  Quatcrnion  gedeutet  werden 
kann;  und  dann  werden  wir  finden  (vergl.  190),  dass 

2>»)  =  (Ta)«  -  Tai, 
was  für  ein  Vcctor  n  auch  sein  mac. 
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und 

a         Ja  a 

(10.)  In  irgend  einem  ebnen  Dreieck  ABC,  dessen  Seiten- 
längen, wie  üblich,  mit  a,  b,  c  bezeichnet  werden  mögen,  nehme 
man  die  Ecke  C  als  Anfangspunkt  O  der  Vectoren;  dann  ist: 

u  =  CA,     ß  =  Cli,     ß  ~u  =  A B, 
Tu  -  b,     Tfl  —  a,     T(ß  -  a)  =  c, 

S  U  ?  =  cos  C; 

n 

daher  erhalten  wir,  aus  XXII.,  die  Grundformel  der  ebnen 
Trigonometrie  wieder,  unter  der  Form, 

XXIII..  .  c2  =  «!  -  2flÄcosC-f  b\ 

(11.)  Es  ist  von  Wichtigkeit,  zu  beachten,  dass  wir  hier 
keinen  Zirkelschluss  gemacht  haben;  denn  obwohl  wir,  in  Art 
200,  mit  Rücksicht  auf  den  Leser,  eine  vorläufige  Kenntniss 
der  zuletzt  hingeschriebenen  Formel  annahmen,  um  schneller 
zu  gewissen  Anwendungen  zu  gelangen,  so  haben  wir  doch 
jetzt  in  den  letzten  Folgerungen  aus  der  distributiven  Eigen- 
schaft VIII.  der  Multiplication  (wenigstens)  collinearer  Qua- 
ternionen  Nichts  auf  die  Ergebnisse  jenes  vorigen  Artikels  ge- 
gründet; und  wir  haben  keinen  Gebrauch  von  irgend  welchen 
Eigenschaften  schiefwinkliger  Dreiecke,  oder  auch  nur  recht- 
winkliger, gemacht,  denn  der  Satz  über  das  Quadrat  der  Hypo- 
tenuse ist  eigentlich  in  (4.)  von  Neuem  bewiesen  worden;  und 
es  ist  für  unser  Schlussverfahren  nicht  nothwendig,  irgend  welche 
Eigenschaften  der  trigonometrischen  Functionen  zu  keimen, 
ausser  der  blossen  Definition  eines  Cosinus,  als  eines  gewissen 
Projectionsfactors,  aus  der  die  Formel  196,  XVI.  abgeleitet 
wurde,  und  die  uns  berechtigt,  cos  C  in  der  letzten  Gleichung 
(10.)  zu  schreiben.  Die  geometrischen  Beispiele  in  den  Neben- 
artikeln zu  200  können  daher  wieder  durchgelesen  und  ihre 
Richtigkeit  von  Neuem  eingesehn  werden,  ohne  dass  irgend 
welche  Berufung  auch  nur  auf  die  ebne  Trigonometrie  jetzt 
angenommen  worden  wäre. 

(12.)  Die  Formel  XV.  ergiebt  8q*  =  Tq*  +  Vq*,  wie  in 
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204,  XXXI.;  und  wir  wissen,  dass  Vq2,  da  es  im  Allgemeinen 
das  Quadrat  eines  rechten  Quaternions  ist,  gleich  einem  negativen 
Skalar  (vergL  204,  VI.)  ist,  so  dass 

XXIV.  .  .  Vq*  <  0,     wenn  nicht  L.  q  =  0,     oder  =  n; 

in  jedem  dieser  beiden  Fälle  ist  Vq  =  0,  nach  202,  (6.),  und 
daher  verschwindet  sein  Quadrat;  daher  ist 

XXV.  .  .  Sq*  <  Tq\        {SUqY  <  1, 

in  jedem  andern  Falle. 

(13.)  Es  hätte  somit  auf  diesem  Wege  bewiesen  werden 
können,  ohne  irgend  welche  Benutzung  der  Transformation 
SUq  =  cos  L.  q  (196,  XVI.),  dass  wir  (für  irgend  einen  reellen 
Quaternion  q)  die  Ungleichheiten  haben, 

XXVI.  .  .  SUq  <  +  1,         SUq  >  -  1, 

und 

Sq<  +  Tq,  Sq>-Tq, 

wenn  nicht  zufällig  L.  q  =  0,  oder  =  jt  ist;  denn  dann  ist 
SUq-+l,  und  Sq  =  +  Tq  im  ersten  Falle;  während 
SUq  =  —  1,  und  Sq  =  —  Tq  im  zweiten  Falle  ist 

(14.)  Da  Tq*=Nq,  und  Tq.  Tq'  =  T.q  Kq'  =  T.q'Kq 
=  Nq.T{q':q),    während   S.q  Kq'  =  S.g'Kq  =  Nq.S{q':q), 

so  ergiebt  die  Formel  XX.,  nach  XXVI, 

XXVII.  ..  {Tq'  +  Tq)*-  T(q'+q)*  =  2(T-  S)qKq' 
=  2Nq.(T-S)(q':q)>  0, 

wenn  wir  die  abgekürzte  Bezeichnung, 

XXVIII.  ..Tq-Sq  =  (T-  S)q, 

annehmen  und  voraussetzen,  dass  der  Quotient  q':q  kein  posi- 
tiver Skalar  ist;  daher  ist, 

XXIX,  .  .  Tq'+  Tq>  T(q'  +  q),  wenn  nicht  q'  =  xq  undx>0. 

in  diesem  Ausnahmefalle  wird  jedes  Glied  der  letzten  Ungleich- 
heit =  (1  +  -r)  Tq. 

(15.)  Schreibt  man  q  =  ß:u,  q'  =  y:a,  und  multiplicirt 
mit  Ta,  so  wird  die  Formel  XXIX., 

XXX.  ..  Ty  +  Tß>  T(y  +  ß),    wenn  nicht  y  =  xß,  x>0; 
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in  diesem  letzteren  Falle,  aber  in  keinem  anderen,  haben  wir 
Uy  =  Uß  (155).  Wir  kommen  daher  von  Neuem  zu  den  Er- 
gebnissen von  186,  (9.),  (10.),  aber  ohne  dass  wir  nöthig  ge- 
habt hätten,  irgend  ein  Dreieck  in  Betracht  zu  ziehn,  wie  wir 
es  in  jenen  vorigen  Nebenartikeln  gethan  haben. 

(16.)  Andrerseits  haben  wir,  mit  einer  entsprechenden  ab- 
kürzenden Bezeichnung,  nach  XXVI., 

XXXI. .  .  Tq  +  Sq  =  (T  +  S)q  >  0,     wenn  nicht  C  q  =  n\ 

es  ist  auch,  nach  XX.,  u.s.w. 

XXXn. . .  r(f'+  9)*  -  {Tq  -  Tqf  =  2(T+8)qKq 

daher  ist, 

XXXIII...  T(y  '  +  q)  >±{Tq'-Tq),  wenn  nicht  q  =  -  sq,  jr>0\ 

wo  das  eine  oder  das  andere  Zeichen  genommen  werden  kann. 

(17.)  Und  daher  ist,  im  Sinne  von  (15.),  für  irgend  zwei 
Vectoren  ß,  y, 

XXX  IV.  .  .  T(y  +  ß)>±{  Ty  -  Tß),  wenn  nicht  Uy=  -  Uß, 

welches  Vorzeichen  auch  immer  genommen  werden  mag:  da- 
gegen ist  aber, 

XXXV.  .  .  r(y+/J)  =  ±  {Ty  -  Tß),     wenn  Uy  =  -  Uß, 

und  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  Ty 
>  oder  <  Tß;  und  das  stimmt  alles  mit  dem  überein,  was 
wir  in  186,  (11.)  nur  aus  geometrischen  Betrachtungen  er- 
schlossen, in  Verbindung  mit  der  Definition  von  Ta.  In  der 
That,  wenn  wir  ß  —  OB,  y  =  OC,  und  —  y  =  OC  machen, 
dann  wird  OBC  im  Allgemeinen  ein  ebnes  Dreieck,  in 
dem  die  Länge  der  Seite  BC  den  Unterschied  der  Läugen 
der  beiden  anderen  Seiten  übertrifft;  aber  wenn  zufällig 
die  Richtungen  der  beiden  Linien  OB,  OC  zusammen- 
fallen, oder  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Linien  OB,  OC 
entgegengesetzte  Richtungen  haben,  dann  wird  die  Differenz 
der  Längen  dieser  beiden  Linien  gleich  der  Länge  der 
Lime  BC. 

(18.)  Bei  den  Darstellungen  von  q  und  q  durch  zwei  Seiten 
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eines  sphärischen  Dreiecks  ABC,  die  in  208,  (l.)  angegeben 
wurden,  haben  wir  die  Werthe, 

Sq  =  cos  c,    Sq'  =  cos  a,    Sq'q  =  S  (y:  a)  =  cos  b\ 

die  Gleichung  XVIII.  ergiebt  daher,  nach  208,  XXTV., 
die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie  [vergl.  (10.)] 
wie  folgt: 

XX  XVI.  .  .  cos  b  =  cos  a  cos  c  +  sin  a  sin  c  cos  B. 

(19.)  Uni  mit  Beziehung  auf  dasselbe  sphärische  Dreieck 
die  mit  ihr  verbundene  Gleichung  XIX.  oder  XIX'.  zu  deuten, 
wollen  wir  jetzt  annehmen,  wie  in  208,  (5.),  dass  die  Drehung 
um  B  von  C  nach  A  positiv  ist,  so  dass  B  und  B  auf  derselben 
Seite  des  Bogens  CA  liegen,  wenn  B  wieder,  wie  in  208,  (2.), 
der  positive  Pol  des  Bogens  ist.  Schreibt  man  dann,  a  =  OÄ, 
u.  s.  w.,  so  haben  wir 

IVq  =  y  sin  c;  IV q  =  a  sin  «;    IVq'q  =  —  tf  sin  b; 

und 

IV (Vq.  Vq)  =  -  ß  sin  a  sin  c  sin  B  [vergl.  208,  (5.)], 

und  die  vorigen  Werthe  (18.)  für  Sq  und  Sq'\  somit  wird  die 
Formel  XIX'.,  nach  Umstellung  der  beiden  zuletzt  hingeschrie- 
benen Glieder: 

XXXVII.  . .  ß  sin  a  sin  c  sin  B = a  sin  a  cos  c  -f  /J*  sin  A + /  sin  c  cos  «. 

(20.)  Es  sei  g  =  OP  irgend  ein  Einheitsvector;  dividirt 
man  dann  jedes  Glied  der  letzten  Gleichung  mit  o  uud  nimmt 
den  Skalar  eines  jeden  der  vier  Quotienten,  so  haben  wir,  nach 
196,  XVI.,  die  neue  Gleichung: 

XXXVIII.  .  .  sin  a  sin  c  sin  B  cos  PB  =  sin  a  cos  c  cos  PA' 

+  sin  b  cos  PB  -f  sin  c  cos  a  cos  /'C; 

wo  o,  ^,  c  wie  gewöhnlich  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
ABC  sind,  und  Ä,  B}  C  wieder,  wie  in  208,  (2.),  die  positiven 
Pole  dieser  Seiten;  P  ist  dagegen  ein  beliebiger  Punkt  auf 
der  Oberfläche  der  Kugel.  Ferner  sind  cos  PA',  cos  PB, 
cos  PC  augenscheinlich  die  Sinus  der  Bogenlothe,  die  von 
diesem  Punkte  auf  die  Seiten  gefällt  sind;  sie  sind  positiv, 
wenn  P,  in  Bezug  auf  sie,  auf  denselben  Halbkugeln  liegt,  wie 
die  gegenüber  hegenden  Ecken  des  Dreiecks,  und  negativ  im 
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entgegengesetzten  Falle;  so  dass  cos  AÄ,  u.  s.  w.,  positiv,  und 
die  Sinus  der  drei  Höhen  des  Dreiecks  sind. 

(21.)  Wenn  wir  P  an  die  Stelle  von  B  setzen,  so  ver- 
schwinden zwei  von  diesen  Lothen,  und  die  letzte  Formel  wird, 
nach  208,  XXVIII., 

XXXIX...  sinAcosZ?ß'  =  sina  sine  smB=Tv(vt  •  V  t\, 

das  ist  also  der  quaternion  Ausdruck  für  das  Product  des  Sinus 
der  Seite  CA,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Lothes,  das  von 
der  gegenüber  liegenden  Ecke  B  auf  die  Seite  gefallt  ist 

(22.)  Setzt  man  P  an  die  Stelle  von  A,  dividirt  mit  sin  a 
cos  c  und  vertauscht  dann  B  und  Cf  so  erhalten  wir  die  weitere 
Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie, 

XL.  .  .  cos  AÄ  =  sin  c  sin  B  =  sin  b  sin  C; 

und  wir  sehn,  dass  sie  in  der  Deutung  der  quaternion  Gleichung 
XIX.,  oder  XIX'.,  enthalten  ist,  ebenso,  wie  wir  in  (18.)  sahn, 
dass  die  Formel  XXXVI.  die  Deutung  der  mit  ihr  verbun- 
denen Gleichung  XVIII.  war. 

(23.)  Wenn  man  dem  Punkte  P  andere  Lagen  giebt,  kann 
man  andere  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  der 
vorigen  Gleichung  XXXVIII.  ableiten.  Wenn  wir  so  an- 
nehmen, dass  P  mit  B'  zusammenfällt  und  beachten,  dass  (in 
dein  Supplementdreieck*), 

B  C  =        A,     CA'  =  7i-B,  ÄB=it-C, 
ist,  während 

cos  BB'  =  sin  a  sin  C  =  sin  c  sin  A,     nach  XL., 
so  können  wir  leicht  die  Formel  ableiten, 
XLI. . .  sin  a  sin  c  sin  A  sin  B  sin  C  =  sin  B  —  cos  c  cos  C  sin  A 

—  cos  «  cos  A  sin  C; 
sie  stimmt,  wie  leicht  ersichtlich,  in  der  Grenzebne,  mit  der 
elementaren  Relation, 

  A  +  B  +  C  =  jr. 

•  Wir  setzen  hier  keine  vorläufige  Keuntniss  der  sphärischen  Trigono- 
metrie im  eigentlichen  Sinne  voraus;  die  supplementären  Beziehungen 
rweier  Polardreiecke  zu  einander  bilden  besser  einen  Theil,  und  zwar 
einen  sehr  elementaren,  der  sphärischen  Geometrie. 
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(24.)  Ferner  wird  die  allgemeine  Gleichung,  wenn  wir  P 
an  Stelle  von  A  setzen, 

XLII.  . .  sin  a  cos  c  =  sin  b  cos  C  +  sin  c  cos  a  cos  B ; 
und  es  lässt  sich  verificiren,  dass  in  der  Grenzebne, 

a  =  b  cos  C  +  c  cos  B. 

Aber  wir  können  hier  nicht  bei  solchen  Ableitungen  oder 
Verificationen  verweilen;  doch  schien  es  nur  von  Werth,  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  die  ganze  sphärische  Trigono- 
metrie in  dieser  Weise  aus  der  Grundgleichung  der  Multiplication 
von  Quaternionen  (107)  entwickelt  werden  kann,  wenn  man  an 
dieser  Gleichung  mit  den  beiden  Characteristiken  S  und  V 
operirt  und  die  Resultate  in  der  vorigen  Weise  deutet. 

211.  Ich  werde  in  Folgendem  zunächst  beweisen,  dass 
die  distributive  Formel  I.  des  letzten  Artikels  auch  statt  hat, 
wenn  die  drei  Quaternionen  q,  q',  q",  die  in  ihr  auftreten, 
rechte  sind,  ohne  dass  sie  jetzt  nothwendig  collinear  zu  sein 
brauchen;  in  diesem  Falle  werden  ihre  Reciproken  (135), 
und  ihre  Summen  [197,  (2.)]  auch  rechte  sein.   Es  sei  also 

Lq=l-q'=  Lq"=},        gf,  -  lg 

und  daher 

Wir  haben  dann,  nach  106,  194,  206, 
+  9)9  +  9  ):  77i 

=  (/y":  Iqx)  +  (/?':  Iqx)  =  q"q  +  q'q\ 

und  damit  ist  die  fragliche  distributive  Eigenschaft  bewiesen. 

(1.)  Nimmt  man  die  Conjugirten  wie  in  210,  so  ist  danach 
leicht  zu  schliessen,  dass  die  zweite  distributive  Formel,  210, 
V.,  für  irgend  drei  rechte  Quaternionen  statt  hat;  oder  dass 

9"W'+  9')  =  99 "  +  99'y  wenn  £-  9  =  *-  9a     9"  = 

(2.)  Für  drei  beliebige  Quaternionen  haben  wir  daher  die 
beiden  Gleichungen: 

W  +  Vq').Vq=  Ff".  Ff  +  Ff'.  Ff  j 

Vq.{Vq"+  Vq)  =  Vq .  Vq'+  Vq .  Vq' . 
Hamilton,  Qu»Urnionen.  19 
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(3.)  Wenn  die  Quaternionen  q,  q,  q"  wieder  ganz  beliebige 
sind,  so  haben  wir,  nach  210,  IX., 

(?"+  q)q  =  (Sq"+  s</').sq+(Vq"+  Vq').sq+  Vq'.(Sq"+Sq') 

+  (Vq"+Vq').Vq 

=  (Sq".  Sf/  +  Vq".  Sq+  Vq .  Sq"+  Vq" .  Vq)  +  {Sq.  Sq 

+  Vq'.  Sq  +  Vq  .  Sq'  +  Vq' .  Vq) 

=  fl"l  +  l'7'y 

so  dass  die  Formel  210,  L,  und  daher  auch  (durch  die  Conju- 
girten)  die  Formel  210,V.,  allgemein  gültig  ist. 

212.  Die  allgemeine*  Multiplication  von  Quaternionen  ist 
daher  (vcrgl.  13,  210)  eine  doppelt  distributive  Operation,  so 
dass  wir  die  Formel  (vergL  210,  VI1L), 

L..  Sq'.Sq  —  2t(q% 

allgemein  auf  Quateniionen  ausdehnen  können,  wie  viele  Sum- 
manden auch  unter  jedem  Summenzeichen  enthalten  sein 
mögen,  und  mögen  sie  collinear  (209),  oder  rechte  (211)  sein, 
oder  nicht. 

(1.)  Daher  haben  wir  jetzt,  als  eine  Erweiterung  von 
210,  XX., 

II  .  .  NZq  =  SNq  +  22SqKq'\ 

wo  sich  das  zweite  Summenzeichen  auf  alle  möglichen  binären 
Combinationen  der  Quaternionen  q,  q  .  .  erstreckt. 

(2.)  Und  als  eine  Erweiterung  von  210,  XXIX.  haben  wir 
die  Ungleichheit, 

III.  .  .  ZTq  >  TZq, 

wenn  nicht  alle  die  Quaternionen  q,  q  . .  in  skalaren  und  positiven 
Verhältnissen  zu  einander  stehn;  denn  in  diesem  Falle  werden 
die  beiden  Glieder  der  Ungleichheit  gleich;  in  jedem  andern 
Falle  ist  die  Summe  der  Tensoren  irgend  einer  Reihe  von 
Quaternionen  grösser  als  der  Tensor  der  Summe. 

(3.)  Im  Allgemeinen  ist,  als  eine  Erweiterung  von  210, 
XXVII, 

IV.  .  .  (ZTq)*  -  (T2q)>  =  22{T-S)qKq. 
*  Vergleiche  die  Anmerkungen  auf  Seite  269. 
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(4.)  Die  Formeln  210,  XVIEL,  XIX.,  gestatten  leicht  ent- 
sprechende Erweiterungen. 

(5.)  Wir  haben  auch  (vergl  168)  die  allgemeine  Gleichung, 
in  ihr  ist,  nach  210,  IX., 

VI.  .  .  qq'+q'q  =  2[Sq.  Sq' +  Vq .  Sq' +  Vq'  .  Sq  +  S {Vq  .Vq)]; 

denn,  nach  208,  haben  wir  allgemein 

Vn...  V{Vq'.Vq)=-  V{Vq.Vq'y} 

oder 

VIH.  .  .  Vq'q  =  -  Vqq\    wenn  Z.  q  =  L.  q  =  y  . 

[Vergl.  191,  (2.)  und  204,  X] 

213.  Ausser  dem  Vortheil,  den  die  Quaternionenrechnung 
aus  der  allgemeinen  Aufstellung  (212)  des  distributiven  Princips, 
oder  der  distributiven  Eigenschaft  der  Multiplication  zieht,  in- 
sofern sie  dadurch  mit  der  Algebra  in  Uebereinstimmung  ge- 
bracht wird,  in  Verfahren,  die  beständig  vorkommen,  erweist 
sich  dieser  Grundsatz  oder  diese  Eigenschaft  auch  von  grosser 
Wichtigkeit  bei  den  Anwendungen  dieser  Rechnung  auf  die 
Geometrie ;  und  besonders  in  Fragen,  welche  die  (reellen  oder 
idealen*)  Durchschnitte  grader  Linien  mit  Kugeln,  oder  andern 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  betreffen,  wobei  Berührungen 
(reelle  oder  ideale)  als  Grenzfälle  solcher  Durchschnitte  ein- 
geschlossen sind.  Die  folgenden  Beispiele  mögen  dazu  dienen, 
einige  Anschauung  davon  zu  geben,  wie  sich  das  allgemeine 
distributive  Princip  auf  solche  Fragen  anwenden  lässt;  in 
einigen  von  ihnen  würde  auch  das  weniger  allgemeine  Princip 
(210),  in  Betreff  der  Multiplication  collinearer  Quaternionen 
(209),  genügend  sein.  Und  zuerst  wollen  wir  als  Beispiel  die 
Sehnen  einer  Kugel  nehmen,  die  von  einem  auf  ihrer  Ober- 
fläche gegebenen  Punkte  aus  gezogen  sind. 

(1.)  Von  einem  Punkte  A  einer  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkt O  soll  eine  Sehne  AP  gezogen  werden,    die  einer 


*  Vergleiche  die  Anmerkungen  auf  Seite  112,  113,  u.a.  w. 
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gegebenen  Linie  OB  parallel  ist;  oder  vollständiger,  es  koII  der 
Veetor,  q  —  OP,  des  Endpunktes  der  so  gezogenen  Sehne  als 

eine  Function  der  beiden  ge- 
gebenen Vectoren,  a  =  OA  und 
ß  =  OB,  bestimmt  werden;  oder 
besser  als  eine  Function  von  a 
und  Uß,  da  augenscheinlich  die 
Länge  der  Linie  ß  das  Ergeb- 
niss  der  Construction  nicht  beein- 
flussen kann;  die  Figur  51  mag 
als  Erläuterung  dienen. 
(2.)  Da  AP  OB,  oder  g  —  u  ß,  so  können  wir  damit 
anfangen,  den  Ausdruck  hinzuschreiben, 

Q  —  a  +  xß  (15), 

der  als  eine  Form  der  Gleichung  der  graden  Linie  AP  be- 
trachtet werden  mag  (vergl.  23,  99);  und  in  dem  der  skalar 
CoefÜcient  x  noch  so  bestimmt  werden  muss,  dass  er  der  Glei- 
chung der  Kugel, 

To  =  Tu     [186,  (2.)], 
genügt.    In  Kürze,  wir  suchen  der  Gleichung, 

T{u  +  xß)~  Tu, 

durch  einen  Skalar  x  zu  genügen,  der  (im  Allgemeinen)  von 
Null  verschieden  sein  wird;  und  wollen  dann  diesen  Skalar  in 
den  Ausdruck  q  =  a  +  xß  einsetzen,  um  den  gesuchten  Vector 
g  zu  bestimmen. 

(3.)  Zu  diesem  Zwecke  ist  es  ein  leichtverständliches  Ver- 
fahren, nachdem  man  beide  Seiten  mit  Tß  dividirt  hat,  zu 
quadriren  und  die  Formel  210,  XXI.  anzuwenden,  die  uns 
schon  vorher,  wie  in  200,  VIEL,  begegnet  ist,  aber  dort  nicht 
als  eine  Folge  der  distributiven  Eigenschaft  der  Multiplication. 
In  dieser  Weise  werden  wir  zu  einer  quadratischen  Gleichung 
geführt,  die  sich  durch  x  dividiren  lässt  und  dann  ergiebt, 

das  Problem  (1.)  ist  somit  gelöst,  und  es  lässt  sich  verificiren, 
dass  ß  wieder  durch  Uß  ersetzt  werden  kann  in  dem  resul- 
tirenden  Ausdruck  für  q. 
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(4.)  Als  eine  reine  Uebung  im  Rechnen  können  wir  das 
letzte  Verfahren  (3.)  abändern,  indem  wir  die  letzte  Gleichung 
(2.)  mit  Tu  dividiren,  anstatt  mit  Tß,  und  dann  wie  vorher 
vorgehn.  Dies  letztere  Verfahren  ergiebt, 

1  =  N(  1  +x£\  =  1  +  2x  S  £  +  s*N  t ; 

und  daher, 

*  -  -  2        N  1  -  _  2  5y  (nach  196,  XIIO,  wie  vorher. 

(5.)  Im  Allgemeinen  ist,  nach  196,  IL', 

1  -2S  =  —  K\ 

folglich,  nach  (3.), 

ß  ß  ' 

und  endlich, 

ein  neuer  Ausdruck  für  g,  in  dem  es  nicht  allgemein  erlaubt 
ist,  wie  es  in  (3.)  der  Fall  war,  den  Vector  ß  als  Multiplicator  * 
zu  behandeln,  anstatt  als  Multiplicandus. 

(6.)  Es  ist  jetzt  leicht  zu  sehn,  dass  der  zweiten  Gleichung 
in  (2.)  genügt  ist;  denn  der  Ausdruck  (5.)  für  g  ergiebt  (nach 
186,  187,  u.  s.  w.), 

Tg  =  Tj.Tß=Tu, 

wie  gefordert  wird. 

(7.)  Cm  die  Lösimg  (3.)  zu  deuten,  sei  C  in  Fig.  51  der 
Mittelpunkt  der  Sehne  A  P,  und  D  der  Fusspunkt  des  Lothes, 
das  von  A  auf  OB  gefällt  ist;  dann  ergiebt  der  Ausdruck  (3.) 
für  g,  nach  196,  XIX, 

CA  =  ±(ce  —  g)  =  ß  S ~  —  OD; 

und  demnach  ist  OCAD  ein  Parallelogramm. 

(8.)  Um  den  Ausdruck  (5.)  zu  deuten,  der  ergiebt, 


oder 

OB  =  Ä  OB 


OF       „  OA 
Ä  n  j)  i 


wenn 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  204. 


Digitized  by  Google 


282 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  IL 


OP'  =  PO, 

haben  wir  nur  zu  beachten  (vergl.  138),  dass  der  Winkel  A  OP' 
im  Innern,  oder  der  Supplementwinkel  AOP  aussen,  durch 
die  unbegrenzte  grade  Linie  O  B  (siehe  wieder  Fig.  51)  halbirt  wird. 

(9.)  Umgekehrt,  die  geometrischen  Betrachtungen,  die  uns 
in  (7.)  und  (8.)  dazu  gedient  haben,  die  beiden  Formen  der 
Lösung  (3.),  (5.)  zu  deuten  oder  zu  verificiren,  hätten  auch  an- 
gewendet werden  können,  diese  beiden  Formen  abzuleiten, 
wenn  wir  nicht  gesehn  hätten,  wie  sie  durch  Rechnungsregeln 
aus  den  vorgeschlagenen  Bedingungen  der  Aufgabe  zu  erhalten 
wären.   (Vergl.  145,  (10.),  u.  s.  w.). 

(10.)  Es  ist,  nach  der  Natur  der  Frage,  augenscheinlich, 
dass  a  aus  ß  und  q  genau  abzuleiten  sein  muss  durch  die- 
selben Verfahren,  wie  diejenigen  sind,  die  uns  dazu  gedient 
haben,  q  aus  ß  und  «  abzuleiten.  Demnach  ergiebt  die  Form 
(3.)  von  g, 

und  die  Form  (5.)  ergiebt, 

Kjß  =  ~J>    a — Kß  -P- 
Und  da  die  erste  Form  aus  der  zweiten  wieder  erhalten 
werden  kann,  so  sehn  wir,  dass  uns  jede  wieder  zu  dem  Pa- 
rallelismus Q  —  a    ß  (2.)  zurückführt. 

(11.)  Die  Lösung  (3.)  für  x  zeigt,  dass 
x  =  0,    q  -  u,  P=A, 

wenn 

.<?(«:/?)  =  0, 

oder  wenn 

ß±a. 

Und  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Resultats  ist  leicht 
verständlich;  nämlich  dass  eine  grade  Linie,  die  von  dem  End- 
punkt eines  Radius  OA  einer  Kugel  aus  so  gezogen  ist,  dass 
sie  senkrecht  zu  diesem  Radius  ist,  die  Kugel,  (streng  genommen) 
nicht  schneidet,  sondern  sie  berührt;  ihr  zweiter  Schnittpunkt 
mit  der  Oberfläche  fällt  in  diesem  Falle,  als  Grenzfall,  mit 
dem  ersten  zusammen. 

(12.)  Daher  können  wir  folgern,  dass  die  Ebne,  welche 
durch  die  Gleichung, 
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8       =  0,    oder    S  Q  =  1, 

a  a 

dargestellt  wird,  die  Tangentialebne  [vergl.  196,  (5.)]  zu  der 
hier  betrachteten  Kugel,  im  Punkte  A,  ist. 

(13.)  Da  ß  durch  irgend  einen  ihm  parallelen  Vector  er- 
setzt werden  kann,  so  können  wir  ihn  durch  y  —  u  ersetzen, 
wenn  y=  OC  der  Vector  irgend  eines  gegebenen  Punktes  Cauf 
der  Sehne  AP  ist,  entweder  des  Mittelpunktes  (wie  in  Fig.  51), 
oder  eines  anderen.  Wir  können  daher  schreiben,  nach  (3.)  und  (5.), 

p  =  «  —  2     —  «)  =  —  A'  "  .(?-«). 

214.  In  den  Beispielen  des  vorhergehenden  Artikels  war 
keine  Gelegenheit  gegeben,  auf  imaginäre  Wurzeln  einer  Glei- 
chung zu  kommen,  oder  auf  ideale  Durchschnitte  einer  Linie 
und  einer  Oberfläche.  Um  jetzt  einen  Fall  zu  geben,  in  dem 
solche  imaginäre  Durchschnitte  vorkommen  können,  wollen  wir 
dazu  Übergehn,  die  Frage  zu  behandeln,  eine  Secante  zu  einer 
Kugel  in  einer  gegebenen  Richtung  von  einem  gegebenen  äusseren 
Punkte  aus  zu  ziehn;  die  vorige  Figur  51  möge  uns  wieder  zur 
Erläuterung  dienen. 

(1.)  Wir  wollen  also  annehmen,  dass  e  der  Vector  irgend 
eines  gegebenen  Punktes  E  sei,  durch  den  eine  Sehne  oder 
Secante  EP0PX  parallel  zu  derselben  gegebenen  Linie  ß  ge- 
zogen  werden  soll,   wie  vorher.     Wir   haben  jetzt,  wenn 

Co  =  i  +  *o  Pi 
V  +  2x0S^+ A'-^-iV^  =o, 

wo  ttc  ein  neuer  Skalar  ist;  und  ähnlich  ist,  wenn,  gt  =  OPv 

9x        +  Ä 

V-,T±V{(*7),+  (rfJl' 

durch  Transformationen,*  die  einem  Jeden  leicht  einfallen 

*  Es  scheint  mir  auf  der  gegenwärtigen  Stafe  nicht  mehr  noth- 
wendig,  durch  so  viele  Hinweise  auf  frühere  Artikel  oder  Nebenartikel 
dem  Leser  zu  Hülfe  zu  komineu,  wie  ich  sie  bis  jetzt  zu  geben  für  nütz- 
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werden,  der  die  früheren  Artikel  mit  Aufmerksamkeit  gelesen 
hat.  Und  die  Punkte  F^,  Px  werden  beide  reell,  oder  beide 
imaginär  sein,  je  nachdem  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 
positiv  oder  negativ  ist;  das  heisst,  je  nachdem  wir  die  eine 
oder  die  andere  der  beiden  folgenden  Ungleichheiten  haben, 

T  "  >   oder  <  TV-'-, 
ß  ? 

(2.)  Die  Gleichung  [vergl.  203,  (5.)], 

oder 

stellt  einen  Umdrehungscylinder  dar,  dessen  Achse  OB  ist, 
und  dessen  Basis  einen  Radius  gleich  Tu  hat.  Wenn  E  ein 
Punkt  der  Oberfläche  des  Cylinders  ist,  verschwindet  die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  in  (1.),  und  die  beiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung,  x0,  x,  werden  gleich.  Li  diesem  Falle 
berührt  dann  die  Linie  durch  E,  welche  zu  OB  parallel  ist,  die  ge- 
gebene Kugel;  und  das  ist  ja  auch  anderweitig  geometrisch  ein- 
leuchtend, da  der  Cylinder  die  Kugel  umhüllt  [vergl.  204,  (12.)], 
und  die  Linie  eine  seiner  Erzeugenden  ist.  Wenn  E  im  Innern 
des  Cylinders  hegt,  so  sind  die  Durchschnittspunkte  P0,  1\ 
reell;  aber  wenn  E  ausserhalb  seiner  Oberfläche  liegt,  dann 
sind  diese  Durchschnitte  ideal,  oder  imaginär. 

(3.)  Wenn  wir,  in  dem  letzteren  Falle,  zur  Abkürzung 
setzen, 

"-'t  u"j'=K[(r,7)!-(r;n' 

wo  s  und  t  also  zwei  gegebene  und  reelle  Skalare  sind,  so 
können  wir  schreiben, 

Y —  1  ist  hier  das  bekannte  und  gewöhnliche  imaginäre  Zeichen 
der  Algebra,  und  ist  hier  mit  keinerlei  Art  geometrischer  Be- 


üefa  hielt;  doch  mögen  »ie  immerhin  noch  von  Zeit  za  Zeit  gegeben 
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deutung*  behaftet.  Wir  drücken  somit  allein  die  Thatsache 
der  Berechnung  aus,  dass  (bei  der  vorigen  Bedeutung  der 
Zeichen  a,  ß,  e,  s  und  t)  die  Formel  Tu  =  T{e  +  xß),  (1.), 
wenn  sie  nach  den  Regeln  für  Quatemionen  behandelt  wird, 
zu  der  quadratischen  Gleichung, 

(*  -  *)2  +  t*  =  0, 
führt,  die  keine  reellen  Wurzeln  hat;  der  Grund  ist  der,  dass 
die  grade  Linie  durch  E,  in  diesem  Falle,  ganz  ausserhalb  der 
Kugel  liegt,  und  sie  daher  reell  überhaupt  nicht  schneidet;  obwohl 
wir,  um  der  Verallgemeinerung  der  Sprache  willen,  überein- 
kommen können  zu  sagen,  wie  üblich,  die  Linie  schneide  die 
Kugel  in  zwei  imaginären  Punkten. 

(4.)  Wir  müssen  indessen  dann,  der  Folgerichtigkeit  des 
symbolischen  Ausdrucks  wegen,  diese  beiden  idealen  Punkte  so 
ansehn,  als  ob  sie  bestimmte,  aber  imaginäre  Vectoren  haben, 
nämlich  die  beiden  folgenden: 

Qo  =  t  +  ,ß-tßV—i,  p^i  +  sß+tßV^l; 
es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  in  ihnen  1)  der  reelle  Thoil 
l  +  sß  der  Yector  e'  des  Fusspunktes  E'  des  Lothes  ist,  das 
vom  Mittelpunkt  O  auf  die  Linie  durch  E  gefallt  ist,  welche  wie 
vorher  parallel  zw  OB  gezogen  ist;  und  dass  2)  der  reelle  Tensor 
tTß  des  Coefficienten  von  V—  1  in  dem  imaginären  Theil  jedes 
Ausdrucks  die  Länge  einer  Tangente  E'  E  '  an  die  Kugel  dar- 
stellt, die  von  dem  äusseren  Punkte,  oder  dem  Fusspunkte, 
E"  gezogen  ist. 

(5.)    In  der  That,  wenn  wir  schreiben, 
OE'  =  e'  =  «  +  sß, 

so  haben  wir 

E'  E=  e  —  i  =  —  sß  =  ßS~  =  der  Protection  von  OE  auf  OB; 

und  das  beweist  die  erste  Behauptung  (4.),  mögen  die  Punkte 
P0,  P,  reell  oder  imaginär  sein.    Und  da 

K)S  -  *jr-  N{  j + »)  -  N,n  +  2'sj  +  >' 

•  Vergleiche  wieder  die  Anmerkungen  zu  Seite  112,  113,  und 
Art.  149. 
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so  haben  wir,  für  den  Fall  imaginärer  Durchschnitte, 

tTß  =  y(7V*-  T«*)  =  T.E'E", 

und  die  zweite  Behauptung  (4.)  ist  gerechtfertigt. 

(6.)  Ein  Ausdruck  von  der  Form  (4.),  oder  von  der  folgen- 
den Form,   

o  =  ß  +  V  -  1  /'> 

in  dem  ß  und  y  zwei  reelle  Vectoren  sind,  während  V—  1  die 
(skalar)  Imaginäre  der  Algebra  ist,  und  nicht  ein  Symbol  für 
einen  geometrisch  reellen  rechten  Versor  (149,  153),  kann  ein 
Bivector  heissen. 

(7.)  Ebenso  kann  ein  Ausdruck  von  der  Form  (3.),  oder 
x'  =*  a  +  t V—  1 ,  in  dem  s  und  t  zwei  reelle  Skalare  sind, 
aber  V  —  1  wieder  die  gewöhnliche  Imaginäre  der  Algebra, 
entsprechend  ein  Biskalar  genannt  werden.  Imaginäre 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  siud  somit,  im  Allgemeinen, 
Biskaiare. 

(8.)  Und  wenn  ein  Bivector  (6.)  durch  einen  (reellen) 
Vector  dividirt  wird,  so  kann  der  Quotient,  wie  z.B. 

«HU 

wo  q0  und  gl  zwei  reelle  Quaternionen  sind,  aber  V—  1,  wie 
vorher,  imaginär,  ein  Biquaternion*  heissen. 

215.  Derselbe  distributive  Satz  (212)  kann  in  Unter- 
suchungen über  umschriebene  Kegel  angewandt  werden  und 
über  Tangenten  (reellen  oder  idealen),  die  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  an  eine  gegebene  Kugel  gezogen  werden  können. 

(1.)  Statt  uns  vorzustellen,  dass  0,A}B  drei  gegebene 
Punkte  sind  und  dass  Grenzlagen  des  Punktes  E  gesucht 
werden,  wie  in  214,  (2.),  die  reelle  Schnittpunkte  P0,  Px 
möglich  machen,  können  wir  annehmen,  dass  O,  A,  E  (die  wir 
als  collinear  annehmen  können,  ohne  die  Allgemeinheit  zu 
beeinträchtigen,  da  von  u  nur  sein  Tensor  vorkommt  jetzt 
gegeben  seien,  und  dass  wir  die  Grenzrichtungen  der  Linie 


*  Vergleiche  die  zweite  Anmerkung  auf  Seite  169. 
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OB  zu  bestimmen  suchen  sollen,  die  dieselbe  Reelität  ergeben ; 
EP9PX  ist  wieder  parallel  zu  OB  gezogen,  wie  in  214,  (1.). 

(2.)  Dividirt  man  die  Gleichung  Tu  =  T(e  +  xß)  durch  T«, 
und  quadrirt,  so  haben  wir 


die  in  x  quadratische  Gleichung  kann  daher  in  folgender  Weise 
geschrieben  werden, 


und  ihre  Wurzeln  sind  reell  und  ungleich,  oder  reell  und  gleich, 
oder  imaginär,  je  nachdem 


das  heisst,  je  nachdem 

zmEOB  <  oder  =  oder  >  T.OA:  T.  OE. 

(3.)  Wenn  E  im  Innern  der  Kugel  hegt,  dann  ist  Tb  <  Tu, 
T  [u:t)>  1;  doch  TVUq  kann  niemals  die  Einheit  (nach  204, 
XIX.,  oder  nach  210,  XV.,  u.  s.  w.)  übersteigen;  wir  haben 
daher,  in  diesem  Falle,  die  erste  der  drei  vorigen  Alternativen, 
und  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  sind 
nothwendigerweise  reell  und  ungleich,  wie  auch  immer  die 
Richtung  von  ß  sein  mag.  Demnach  ist  geometrisch  augen- 
scheinlich, dass  jede  unbegrenzte  grade  Linie,  die  durch  einen 
Punkt  im  Innern  geht,  die  Kugeloberfläche  in  zwei  verschie- 
denen und  reellen  Punkten  schneiden  muss. 

(4.)  Wenn  der  Punkt  E  in  der  Oberfläche  liegt,  so  dass 
Te  =  Tu,  T(cc:e)  =  1,  dann  bleibt  die  erste  Alternative  (2.) 
noch  bestehn,  ausser  im  Grenzfall ,  wenn  ß  _L  e,  und  daher 
TVU  (/?:«)  «=  1;  in  diesem  Falle  haben  wir  die  zweite 
Alternative.  Eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  in  x 
ist  jetzt  =  0,  für  jede  Richtung  von  ß;  und  die  andere  Wurzel 
ist  ebenfalls  stets  reell,  nämlich  x  =  -  2  S(e:ß),  aber  sie  ver- 
schwindet für  den  Fall,  dass  der  Winkel  EOB  ein  rechter  ist 
Kurz,  wir  haben  hier  dasselbe  System  von  Sehnen  und  Tan- 
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genten  von  einem  Punkte  auf  der  Oberfläche  aus,  wie  in  213; 
der  einzige  Unterschied  ist  der,  dass  wir  jetzt  E  für  A,  oder 
e  für  u  schreiben. 

(5.)  Und  endlich,  wenn  E  ausserhalb  der  Kugel  liegt,  so 
dass  Ts  >  Tu,  und  7>:«)<1,  so  kann  TVU{ß:t)  ent- 
weder kürzer  ausfallen  als  dieser  letztere  Tensor,  oder  ihm 
gleich  sein,  oder  ihn  übersteigen;  so  dass  irgend  eine  der  drei 
Alternativen  (2.)  vorkommen  kann,  je  nachdem  die  Richtung 

von  ß  sich  ändert. 

ng  52  (6.)  Um  das  Gesetz 

des  Uebergangs  von 
einer  solchen  Mög- 
lichkeit zu  einer  an- 
dern geometrisch  zu 
erläutern,  mögen  wir 
beachten,  dass  die 
Gleichung, 

TVU*-  =  T  a  , 
e  e 

oder 

sin  EOP  = 
T.  OA :  T.  OE, 

(wenn  E  somit  ausserhalb  der  Kugel  hegt)  einen  reellen 
Rotationskegel  darstellt,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkt  O  der 
Kugel  liegt;  und  je  nachdem  die  Linie  OB  innerhalb  dieses 
Kegels  liegt,  oder  auf  ihm,  oder  ausserhalb  desselben,  wird  die 
erste  oder  die  zweite  oder  die  dritte  der  drei  Möglichkeiten 
(2.)  anzunehmen  sein;  oder  in  anderen  Worten,  die  Linie  durch 
E,  die  (wie  vorher)  parallel  zu  OB  gezogen  ist,  schneidet  die 
Kugel  entweder,  oder  berührt  sie,  oder  trifft  sie  (in  reeller 
Weise)  überhaupt  nicht  (Vergleiche  die  obenstehende  Fig.  52.) 

(7.)  Wenn  E  wieder  ein  äusserer  Punkt  ist,  dann  ist  der 
Tangentenkegel,  der  von  ihm  aus  an  die  Kugel  gelegt  werden 
kann,  reell;  und  die  Gleichung  dieses  umhüllenden  oder  um- 
schriebenen Kegels,  dessen  Spitze  E  ist,  kann  aus  derjenigen 
des  vorigen  Kegels  (6.)  erhalten  werden,  indem  man  einfach 
g  in  q  —  e  verwandelt;  sie  ist  daher,  oder  wenigstens  eine  ihrer 
Formen  ist, 
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I  e  ' 

oder 

sin  OEP  =  T.OA  :  T.  OE. 

(8.)  Im  Allgemeinen  ist  daher,  wenn  q  irgend  ein  Quaternion 
ist  und  x  irgend  ein  Skalar, 

VU{q+  X)-  Vq:T(q  +  *)j 

die  vorige  Gleichung  (7.)  kann  daher  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden: 

oder 

T.  FP-.  T.  EP  =T.OA  :  T.  OE, 

wenn  P  der  Fusspunkt  des  Lothes  ist,  das  von  P  auf  OE  ge- 
fällt ist;  und  in  der  That  ist  der  erste  Quotient  augenscheinlich 
=  sin  OEP. 

(9.)  Wir  können  auch  schreiben, 


oder 


oder 


TV±  =  T  °  .  T  1 ); 

0  m  (  S±J-  NJ-  +  N±  (.V  9  -  2  S  .9.  +  1 ); 


als  weitere  Formen  der  Gleichung  des  umscliriebenen  Kegels. 
(10.)  Wenn  wir  also  setzen, 

oder 

e  e 

iun  auszudrücken,  dass  der  Punkt  P  sowohl  auf  der  umhüllten 
Kugel,  als  auf  dem  umhüllenden  Kegel  liegt,  so  finden  wir 
die  folgende  Gleichung  der  Berührungsebne,  oder  der  so- 
genannten Polarebne  des  Punktes  E,  in  Beziehung  auf  die 
gegebene  Kugel: 

(«-JTiJ'-O, 
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oder 

SS.  -  N*  =  0; 
e  f 

und  die  Thatsache,  dass  sie  eine  Berührungsebne*  ist,  ist 
durch  das  Vorkommen  des  Exponenten  2  angedeutet,  oder  da- 
durch, dass  ihre  Gleichung  im  Quadrat  auftritt. 
(11.)  Der  Vector, 

=  =  eN  "  =  OE, 

s  s 

ist  derjenige  des  Punktes  E,  in  dem  die  Polarebne  (10.)  von 
E  die  grade  Linie  OE  senkrecht  schneidet;  und  wir 
sehn,  dass 

Te.  7Y  =  TV, 

oder 

T.  OE.  T.  OE  =  (T.OA)\ 

wie  nach  elementaren  Sätzen  der  sphärischen  oder  auch  nur 
der  ebnen  Geometrie  zu  erwarten  war. 

(12.)  Die  Gleichung  (10.)  der  Polarebne  von  E  kann  leicht 
in  folgender  Weiso  transformirt  werden: 


S±  -  N*  =  0; 
Q  Q 

sie  bleibt  daher  bestehn,  wenn  «  und  g  mit  einander  vertauscht 
werden.  Wenn  wir  daher  irgend  einen  Punkt  C  ausserhalb 
der  Kugel,  der  in  der  Polarebne  FE  .  .  des  vorigen  äusseren 
Punktes  E  liegt,  zur  Spitze  eines  neuen  umhüllenden  Kegels 
nehmen,  so  geht  die  neue  Berührungsebne,  oder  die  Polar- 
ebne DD'  .  .  des  neuen  Punktes  C,  durch  die  vorige  Spitze  E. 
Diese  geometrische  Beziehung  der  Gegenseitigkeit,  oder  der 
Conjugation,  zwischen  den  beiden  Punkten  C  und  E  ist  in  der 
That  schon  bekannt,  aber  es  schien  mir  für  unseren  Zweck 
nützlich,  sie  von  Neuem  durch  Quatcrnioneu**  zu  beweisen. 

•  In  der  That  würde  ein  neuerer  Geometer  sagen,  dass  wir  hier 
einen  Fall  haben,  in  dem  zwei  Schnittebnen  zusammenfallen ,  die  zu 
einer  einzigen  Berührungsebne  verschmolzen  sind. 

In  der  That  sieht  man  leicht,  dass  die  Untersuchungen  in  den 
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(13.)  Im  Allgemeinen  kann  jede  der  beiden  verbundenen 
Gleichungen, 

die  auch  in  folgender  Weise  geschrieben  werden  können, 
1  =(5i».  Nl)  =  S.  JTA, 

\     a  q  aj  a  a 

1  =  SS-Kl, 

a  a 

eine  Form  der  Gleichung  der  Conjugation  zwischen  irgend  zwei 
Punkten  .Pund  -P'(nicht  diejenigen,  welche  in  Fig.  52  so  bezeichnet 
sind)  genannt  werden,  deren  Vectoren  ihr  genügen;  denn  sie 
drückt  aus,  dass  diese  beiden  Punkte,  in  einem  wohlbekannten 
Sinne,  zu  einander  conjugirt  sind  in  Beziehung  auf  die  gegebene 
Kugel  7>  =  Tu. 

(14.)  Wenn  einer  der  beiden  Punkte,  zum  Beispiel  P\ 
durch  seineu  Vector  q'  gegeben  wäre,  während  der  andere 
Punkt  P  und  der  andere  Vector  q  variabel  sind,  so  stellte 
die  Gleichung  eine  Ebne  dar;  nämlich  diejenige,  die  wieder  die 
Polarebne  des  gegebenen  Punktes  heisst,  mag  der  Punkt 
ausserhalb,  oder  innerhalb,  oder  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 
liegen. 

(15.)  Es  seien  also  P,P  zwei  conjugirte  Punkte;  und  e8 
sollen  die  Punkte  S,  S'  gefunden  werden,  in  denen  die  gerade 
Linie  PF  die  Kugel  schneidet.  Nehmen  wir  an  (vergl.25),  dass 

OS  =  a  =  xq  -f-yp', 

T+t/=  1, 

Ta  -  Ta, 

und  beachten  wir  die  Gleichung  der  Conjugation  (13.),  so  haben 
wir,  nach  210,  XX.,  oder  nach  200,  VJÜL,  die  folgende  quadra- 
tische Gleichung  in  y:x, 

vorigen  Nebenartikeln  fast  einzig  als  Uebungen  in  der  Ausdrucksweise 
und  Rechenweisc  der  Quaternionen  vorgebracht  sind,  und  nicht  um  geo- 
metrisch Neues  an  Resultaten  zu  bieten. 


292 


Elemente  der  Quateraioncn. 


[ThcU  II. 


sie  ergiebt, 


(16.)  Daher  ist  es  augenscheinlich,  dass  einer  der  beiden 
Punkte  P,  P  im  Innern  der  Kugel  liegen  muss,  wenn  die 
Durchschnittspunkte  S,  S'  reell  sind,  und  der  andere  ausser- 
halb derselben;  denn  die  eine  der  beiden  hierbei  auftretenden 
Normen  muss  grösser  und  die  andere  kleiner  als  Eins 
sein.  Und  da  sich  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung,  oder  die  beiden  Werthe  von  y:.r,  nur  durch  ihr 
Vorzeichen  unterscheiden,  so  folgt  (nach  26),  dass  die  grade 
Linie  PP  (wie  ja  auch  wohlbekannt  ist)  in  den  beiden  Punkten 
S,  S',  in  denen  sie  die  Kugel  trifft,  harmonisch  getheilt  wird; 
oder  dass  wir  in  einer  schon  mehrere  Male  angewandten 
(25,  31,  u.  s.  w.)  Bezeichnung  die  harmonische  Formel  haben, 


(17.)  Bei  einem  reellen,  aber  im  Innern  gelegenen  Punkte 
P  können  wir  noch  von  einem  Tangentenkegel  sprechen,  der 
an  die  Kugel  gelegt  ist;  aber  wenn  wir  es  thun,  so  müssen 
wir  sagen,  dass  diese  Tangenten  ideal,  oder  imaginär*  sind; 
und  müssen  uns  vorstellen,  dass  sie  in  einem  imaginären  Be- 
rührungskreise endigen;  seine  reelle,  aber  ganz  ausserhalb  der 
Kugel  gelegene  Ebne  erkennen  wir  durch  Quaternionen,  wie 
durch  die  neuere  Geometrie,  als  [vergl.  (14.)]  die  Polarebne 
des  angenommenen  inneren  Punktes. 

216.  Einige  meiner  Leser  finden  es  vielleicht  nützlich,  oder 
wenigstens  von  Interesse,  hier  einige  wenige  Beispiele  für  die 
Anwendung  des  allgemeinen  distributiven  Princips  (212)  der 
MultiplicationaufdasEllip8oid  folgen  zu  sehn,  von  dem  einige 
Formen  der  Quaternionengleichung  kürzlich  [in  204,  (14.)]  an- 
gegeben wurden;  besonders  da  wir  fanden,  dass  diese  Formen 
zu  einer  geometrischen  Construction  dieser  berühmten  und 


•  Vergleiche  wieder  die  zweite  Anmerkung  auf  Seite  112  und 
andere,  auf  die  wir  uns  früher  bezogen  haben. 


{PSP'S')  =  -  1. 
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wichtigen  Oberfläche  fuhren*,  die  bisher  unbekannt  war, 
oder  vielmehr  zu  mehreren  derartigen  Constructionen.  In 
Folgendem  werde  ich  annehmen,  dass  sich  meine  Leser  schon 
hinreichend  mit  den  Hauptformeln  der  vorhergehenden  Artikel 
bekannt  gemacht  haben,  und  daher  verhältnissmässig  nur  wenige 
Hinweise**  geben,  wenigstens  in  Bezug  auf  den  vorliegenden 
Gegenstand. 


(1.)  Um  erstens  zu  beweisen,  dass  der  Ort  der  variablen 
Ellipse, 


dargestellt  wird,  in  der  die  beiden  constanten  Vectoren  a,  ß 
als  reell  angenommen  sind  und  als  gegen  einander  unter  einem 
gewissen  spitzen  oder  stumpfen  (aber  nicht  rechten***)  Winkel 
geneigt,  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  ist,  in  dem  Sinne, 
dass  sie  durch  irgend  eine  gradlinige  Transversale  in  zwei 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten  wird,  aber  nicht 
in  mehr  als  zwei  Punkten,  wollen  wir  zwei  Punkte  L,  M,  oder 
ihre  Vectoren  X  =  OL,  fi  =  OM,  als  gegeben  annehmen;  und 
es  sollen  die  Punkte  P  (reell  oder  imaginär)  bestimmt  werden, 
in  denen  die  unbegrenzte  grade  Linie  LM  den  Ort  II.  schneidet; 
oder  es  soll  vielmehr  die  Anzahl  solcher  Durchschnitte  be- 
stimmt werden,  was  für  unsern  gegenwärtigen  Zweck  genügend  ist. 
(2.)  Setzen  wir  nun 


*  Siehe  die  Berichte  der  Königlich  Irischen  Akademie  für  das 
Jahr  1846. 

Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  283. 
***  Wenn  ß  1  r<  ist,  m  »teilt  das  System  I.  ein  Paar  grader  Linien 
(aber  nicht  eine  Ellipse)  dar,  reeller  oder  imaginärer,  nämlich  diejenigen 
Linien,  in  denen  der  Umdrehungscylinder,  der  durch  die  zweite  Gleichung 
dieses  Systems  bezeichnet  wird,  durch  eine  Ebne  parallel  zu  seiner  Achse 
geschnitten  wird,  und  diese  Ebne  wird  durch  die  erste  Gleichung  dar- 
gestellt, 

Hamilton.  Qiuktornfontn.  20 


ein  Ort,  der  durch  die  Gleichung, 
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so  erhalten  wir,  für  y :  r,  die  folgende  quadratische  Gleichung, 

m...(ySA-  +  (yKl  +  zFH)2=  (y  +  *)*; 

ohne  dass  wir  sie  aufzulösen  brauchten,  können  wir  doch  schon, 
allein  aus  ihrem  Grade,  ersehn,  dass  die  gesuchte  Anzahl  zwei 
ist;  und  dass  daher  der  Ort  IL,  wie  vorhin  behauptet  wurde, 
eine  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung  ist 

(3.)  Die  Gleichung  IL  bleibt  ungeandert,  wenn  —  q  für  g 
gesetzt  wird;  die  Oberfläche  hat  daher  einen  Mittelpunkt, 
und  dieser  Mittelpunkt  hegt  im  Anfangspunkt  O  der  Vectoren. 

(4.)  Wir  haben  gesehn,  dass  die  Gleichung  der  Oberfläche 
auch  so  geschrieben  werden  kann: 

IV...  TIS!  +  Fl)  -i  1;  204,(14.) 

sie  ergiebt  daher,  flir  den  Reciproken  des  Radiusvectors  vom 
Mittelpunkt  aus,  den  Ausdruck, 


und  dieser  Ausdruck  hat  einen  reellen  Werth,  der  niemals 
gleich  Null  ist*,  welchen  reellen  Werth  man  auch  dem  Versor 
Up  beilegen  mag,  das  heisst,  welche  Richtung  man  auch  dem 
p  geben  mag:  die  Oberfläche  ist  daher  geschlossen  und 
endlich. 

(5.)  Führt  man  zwei  neue  constante  Hülfs -Vectoren  ein, 
welche  durch  die  beiden  Ausdrücke, 

bestimmt  werden,  aus  denen  man  (nach  125)  die  weiteren 
Ausdrücke  erhält, 


*  Es  ist  daran  zu  erinnern,  dass  wir  in  (1.)  den  Fall  ausgeschlossen 
haben,  wojJio  ist;  man  kann  beweisen,  dass  die  Gleichung  II.  in  diesem 
Falle  einen  elliptischen  Oylinder  darstellt. 
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9  =  ß=i'P> 

so  erhalten  wir 

m--i  +  f  =  2» 
5  _  9  -2- 

vn-'-f  +  f-1' 

r     *  *' 

und  unter  diesen  Bedingungen  heisst  y  das  harmonische  Mittel 
zwischen  den  beiden  vorigen  Vectoren  a  und  ß;  und  ebenso 
ist  8  das  harmonische  Mittel  zwischen  u  und  —  ß\  während 
2«  das  entsprechende  Mittel  zwischen  y  und  8  ist;  und  2/? 
dasjenige  zwischen  y  und  —  5. 

(6.)  Unter  denselben  Bedingungen  haben  wir  für  irgend  einen 
beliebigen  Vector  q  die  Transformationen, 

vnt..f-4(i  +  f); 

*-t(W)' 
ix.  . .    +  a'  4  =  si  +  rij 

y  ö  a  ß 

die  Gleichung  IV.  der  Oberfläche  kann  daher  in  folgender 
Weise  geschrieben  werden: 

*-*(*  +  *t)-n 

oder  auch, 

x-..  sr(f+xf)-li 

die  geometrische  Bedeutung  dieser  neuen  Formen  werden  wir 
bald  sehn. 

(7.)  Das  System  der  beiden  Ebnen,  die  durch  den  An- 
fangspunkt gehn  und  bezüglich  zu  den  neuen  Vectoren  y  und 
8  senkrecht  sind,  wird  durch  die  Gleichung, 

20* 
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XI.  .  .  S-S-  S±  = 


oder  durch 


r  « 


XII 


dargestellt;  verbinden  wir  sie  mit  der  Gleichung  IL,  so  be- 
kommen wir 


Die  beiden  Diametralebnen  schneiden  daher  die  Oberfläche  in 
zwei  Kreisschnitten,  deren  gemeinsamer  Radius  Tß  ist;  und 
die  Normalen  y  und  <5  derselben  beiden  Ebnen  können  die  . 
cyklischen  Normalen  der  Oberfläche  genannt  werden  (vergl. 
196,  (17.)];  die  Ebnen  selbst  können  ihre  cyklischen  Ebnen 
hei8sen. 

(8.)  Umgekehrt,  wenn  wir  den  Durchschnitt  der  Fläche 
mit  der  concentrischen  Kugel  XIV.  suchen,  deren  Radius  Tß 
ist,  so  werden  wir  zur  Gleichung  XTT.  des  Systems  der  beiden 
cyklischen  Ebnen,  und  daher  zu  den  beiden  Kreisschnitten 
(7.)  gefuhrt  ;  so  dass  jeder  Radiusvector  der  Oberfläche,  der 
nicht  in  der  einen  oder  anderen  dieser  beiden  Ebnen  gezogen 
wird,  eine  Länge  hat,  die  entweder  grösser  oder  kleiner  ist, 
als  der  Radius  Tß  der  KugeL 

(9.)  Nach  allen  diesen  Bemerkungen  ist  es  klar,  dass  der 
Ort  IL,  oder  204,  (14.),  wie  vorher  behauptet  wurde,  ein  Ellip- 
soid  ist;  sein  Mittelpunkt  ist  der  Anfangspunkt  (3.),  und  seine 
mittlere  Halbachse  ist  =  Tß\  während  Uß,  nach  204,  (15.), 
die  Richtung  der  Achse  eines  umschriebenen  Rotationscylinders 
hat,  und  der  Radius  dieses  Cy linders  ist  Tß;  ferner  ist  et,  nach 
dem  zuletzt  angeführten  Nebenartikel,  senkrecht  zur  Ebne  der 
Berührungsellipse. 

(10.)  Diejenigen,  welche  mit  der  neueren  Geometrie  ver- 
traut sind  und  die  Bezeichnungen  der  Quaternionen  in  sich 
aufgenommen  haben,  werden  leicht  sehn,  dass  das  Ellipsoid  H, 
oder  IV.,  eine  Deformation  der  sogenannten  mittleren  Kugel 
XIV.  ist,  und  zu  ihr  homolog  ist;  der  unendlich  entfernte  Punkt 
in  der  Richtung  von  ß  ist  ein  Mittelpunkt  der  Homologie,  und 


oder 


XIV.  .  .  Tg  =  Tß. 
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jede  der  beiden  Ebnen  XL  oder  XTT.  ist  eine  entsprechende 
Ebne  der  Homologie. 

217.  Die  vorige  Form,  X.  oder  X.',  der  quaternion  Glei- 
chung des  Ellipsoids  lässt  sich  auf  eine  solche  Weise  deuten, 
dass  sie  zu  einer  einfachen  Construction  dieser  Oberfläche  fuhrt; 
wir  wollen  sie  zuerst  durch  Rechnung  aufsuchen  und  dann  durch 
geometrische  Betrachtungen  erläutern. 

(1.)  Setzt  man  die  römischen  Zahlen  in  den  Nebenartikeln 
zu  216  fort  und  beachtet,  dass  (nach  190.  u.  s.  w.), 

r        ?  r 

und 

o        £         5  ' 

so  nimmt  die  Gleichung  X.  die  Form  an, 

XV...  1  =  T{  (  2^»  +K\'  2>s):  2V!; 

oder 

xvi... 

wenn  wir  setzen 

XVII. . .         =  tr 

und 

Y    _  * 

wo  i  und  x  zwei  neue  constante  Vectoren  sind,  und  t  ein  neuer 
constanter  Skalar  ist,  den  wir  als  positiv  annehmen  wollen, 
dessen  Werth  aber  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann. 

(2.)  Die  Vergleichung  der  Formen  X  und  X'  zeigt,  dass 
y  und  8  vertauscht  werden  können,  oder  dass  sie  symetrisch  in 
die  Gleichung  des  Ellipsoids  eingehn,  obwohl  es  zuerst  nicht 
den  Anschein  hat;  es  ist  daher  gestattet  anzunehmen,  dass 

XVm. . .  Ty  >  TS, 

und  dass  daher 

xvnr..  Ti>  Tx\ 

denn  die  Annahme  Ty  —  Td  würde,  nach  VI,  ergeben, 

T(ß  +  «)  =  T(ß-a), 


298 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  IL 


und  daher  [nach  186,  (6.)  u.  s.  w.] 

und  dieser  letztere  Fall  wurde  in  216,  (1.)  ausgeschlossen. 

(3.)  Wir  haben  daher, 

XIX.  .  .  Ui  -  US; 

Ux  m  Uy; 

Tx  -A- 

7i     =(w)  ~(^r). 
(4.)   Es  sei  ^41?C  ein  ebnes  Dreieck,  so  dass 
XXTT. . .  CB  =  i,         CA  =  x, 


Ti*—  Tx» 


es  sei  ferner 


AE=q. 


Fl*.  83. 


XXTTT. . .  CD 


und  daher 


Wenn  nun  eine  Kugel,  die 
wir  die  diacentrische  Kugel 
nennen  wollen,  um  den  Punkt 
Cals  Mittelpunkt  beschrieben 
wird,  mit  einem  Radius 
—  Tx,  und  die  daher  durch  den 
Mittelpunkt  A  (wie  wir  hier 
statt  O  geschrieben  haben) 
des  Ellipsoids  geht  und  wenn 
ferner  D  der  Punkt  ist,  in 
dem  die  Linie  AK  diese 
Kugel  schneidet,  so  haben 
wir,  nach  218,  (5.),  (13.), 


XXTTT.' . .  DB  =  i  +  K~  .  (>; 


so  dass  die  Gleichung  XVL  wird, 

XXIV.  ..  I*=T.AE.T.DB. 

(5.)  Der  Punkt  B  liegt  ausserhalb  der  diacentrischen  Kugel 
(4.),  nach  der  Annahme  (2.);  es  kann  daher  eine  reelle  Tangente 
(oder  besser  ein  Tangentenkegel)  von  diesem  Punkt  aus  an 
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die  Kugel  gelegt  werden;  und  wenn  wir  die  Länge  einer  solchen 
Tangente  wie  den  Werth  (1.)  des  Skalars  /  wählen,  das  heisst, 
wenn  wir  jedes  Glied  der  Formel  XXI.  gleich  eins  machen 
und  mit  D'  den  zweiten  Durchschnittspunkt  der  graden  Linie 
BD  mit  der  Kugel  bezeichnen,  wie  in  Fig.  53,  60  haben  wir 
(nach  Euclid  HL)  die  elementare  Beziehung, 

XXV...  f»=  T.  DB.  T.BD'\ 
daraus  folgt  die  geometrische  Gleichung  des  Ellipsoids, 

XXVL  .  .  T.AE=T.BD'; 

oder,  in  einer  etwas  bekannteren  Bezeichnung, 

xxra  ..äe=  bW- 

wo  AE  die  Länge  der  Linie  AE  bezeichnet,  und  ebenso  BBf 
die  von  BD'. 

(6.)  Die  folgende  sehr  einfache  Constructionsregel  (vergl. 
die  vorige  Fig.  53)  ergiebt  sich  daher  aus  unserer  quaternion 
Analyse: 

Von  einem  festen  Punkte  A  auf  der  Oberfläche  einer  ge- 
gebenen Kugel  ziehe  man  irgend  eine  Sehne  AD\  es  sei  D' 
der  zweite  Durchschnittspunkt  derselben  Kugeloberfläche  mit 
der  Secante  BDt  die  von  einem  festen,  ausserhalb*  der  Kugel 
gelegenen  Punkte  B  aus  gezogen  ist;  man  ziehe  nun  einen 
Radiusvector  AE,  an  Länge  der  Linie  BD'  gleich,  und  der 
Bichtang  nach  entweder  mit  der  Sehne  AD  zusammenfallend 
oder  entgegengesetzt  zu  ihr:  der  Ort  des  Punktes  E  ist  dann 
ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  A  ist,  und  B  ist  ein  Punkt 
seiner  Oberfläche. 

(7.)  Oder  auch: 

"Wenn  die  beiden  Diagonalen  AE,  BD'  eines  ebnen,  aber 
veränderlichen  Vierseits  AB  ED',  dessen  eine  Seite  AB  der 
Länge  und  Lage  nach  gegeben  ist,  einander  an  Länge  gleich 
sind,  und  wenn  ihr  Durchschnittspunkt  D  stets  auf  der  Ober- 
fläche einer  gegebenen  Kugel  liegt,  in  der  die  Seite  AD'  des 
Vierseits  eine  Sehne  ist,  dann  ist  die  gegenüberliegende  Seite 
BE  eine  Sehne  eines  gegebenen  Ellipsoids. 


*  Nur  um  unsere  Vorstellungen  zu  fixiren ,  haben  wir  hier  ange- 
nommen, daee  der  Punkt  Ii  ausserhalb  (5.)  der  Kugel  liegt;  die  Rech- 
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218.  Aus  jedem  der  beiden  vorhergehenden  Sätze  in 
Betreff  der  Constructionsregel  für  das  Ellipsoid,  zu  denen  uns 
die  Quaternioncn  geführt  haben,  können  leicht  viele  geometrische 
Folgeningen  gezogen  werden,  von  denen  wir  einige  wenige  hier 
erwähnen  und  die  Beweise  für  sie  beifügen  wollen;  unsere  bis- 
her gebrauchte  Rechenweise  wird  dabei  wieder  in  der  Folge 
angewandt. 

(1.)  Dass  die  Ecke  B  des  sogenannten  erzeugenden  Drei- 
ecks ABC  in  der  That  ein  Punkt  der  erzeugten  Oberfläche 
bei  der  Construction  217,  (6.)  ist,  kann  dadurch  bewiesen  werden, 
dass  man  sich  vorstellt,  die  veränderliche  Sehne  AD  der  ge- 
gebenen diacentrischen  Kugel  nehme  die  Lage  AG  ein; 
wo  G  der  zweite  Durchschnittspunkt  der  Linie  AB  mit  der 
Kugeloberfläche  ist 

(2.)  Wenn  man  sich  vorstellt,  dass  D  sich  dem  A  (anstatt 
dem  G)  nähere,  und  daher  D'  dem  G  (anstatt  dem  A),  so 
wird  die  Richtung  von  A  E  (oder  von  A  D)  tangential  zur  Kugel 
in  A,  während  die  Länge  von  AE  (oder  von  BD1),  nach  der 
Construction,  gleich  der  Länge  von  BG  wird;  die  Oberfläche 
hat  daher  einen  diametralen  und  kreisförmigen  Schnitt  in  einer 
Ebne,  welche  die  diacentrische  Kugel  in  A  berührt,  und  sein 
Radius  ist  =  BG. 

(3.)  Denken  wir  uns  einen  Kreisschnitt  der  Kugel  durch 
A,  durch  eine  Ebne  senkrecht  zu/?C;  wenn  D  sich  auf  diesem 
Kreise  entlang  bewegt,  bewegt  sich  D'  auf  einem  parallelen 
Kreise,  der  durch  G  geht,  und  die  Länge  von  BD',  oder  die 

von  AE,  wird  wieder  gleich  BG\  sie  ist  daher  der  Radius 
eines  zweiten  diametralen  und  kreisförmigen  Schnittes  des 
Ellipsoids,  der  durch  die  zuletzt  erwähnte  Ebne  gemacht  wird. 

(4.)  Die  Construction  ergiebtuns  also  zwei  eyklische  Ebnen 
durch  A ;  die  Lothe  zu  diesen  Ebnen,  oder  die  beiden  cyklischen 
Normalen  [216,  (7.)]  des  Ellipsoids,  haben,  wie  wir  sahn,  die 
Richtungen  der  beiden  Seiten  CA,  CB,  des  erzeugenden  Drei- 
ecks ABC  (1.). 


nungen  und  die  Construction  würden  fast  dieselben  sein,  wenn  wir  B  als 
einen  inneren  Punkt  annehmen,  oder  Ti  <  Tu,  Ty  <  TS. 
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(5.)  Ferner,  da  das  Rechteck 

llA  .  BG  =  HD.  BD'  =  BD  .  ÄE 

=  dem  Doppelten  der  Fläche  des  Drei- 
ecks ABE.sin  BDE, 

haben  wir  die  Gleichung, 

XXVUL. .  senkrechter  Abstand  des  Punktes  E  von  AB 

=  BG.8\nBDE\ 

die  dritte  Seite,  AB,  des  erzeugenden  Dreiecks  (1.)  ist  dalier 
die  Umdrehungsachse  eines  Cylinders,  der  das  Ellipsoid  um- 
hüllt, und  dessen  Radius  dieselbe  Länge,  BG,  hat,  wie  der 
Radius  eines  jeden  der  beiden  diametralen  Kreisschnitte. 

(6.)  Für  die  Berührungspunkte  des  Ellipsoids  und  des 
Cylinders  haben  wir  die  geometrische  Beziehung, 

XXIX. . .  B  DE  =  einem  rechten  Winkel; 

oder 

XXIX'. . .  ADB  =  einem  rechten  Winkel; 

der  Punkt  D  liegt  daher  auf  einer  zweiten  Kugeloberfläche, 
deren  einer  Durchmesser  die  Linie  A  B  ist,  und  schneidet  die 
diacentri8che  Kugel  in  einem  Kreise,  dessen  Ebne  durch  A 
geht,  und  durchschneidet  den  umhüllenden  Cylinder  in  einer 
Berührungsellipse  [vergl.  204,  (15.),  und  216,  (9.)J  dieses 
Cylinders  mit  dem  Ellipsoid. 

(7.)  Es  möge  A  C  die  diacentrische  Kugel  wieder  in  F 
treffen,  und  es  treffe  BF  sie  wieder  in  F  (wie  in  Fig.  53); 
es  lässt  sich  dann  leicht  beweisen,  dass  die  gemeinsame 
Ebne  des  zuletzt  erwähnten  Kreises  und  der  Ellipse  (6.)  die 
Ebne  des  erzeugenden  Dreiecks  ABC  in  der  Linie  AF  recht- 
winklig schneidet,  so  dass  die  Linie  F'  B  senkrecht  zu  dieser 
Berührungsebne  ist;  und  daher  auch  (wegen  der  conjugirten 
Durchmesser,  u.  s.  w.)  eine  Normale  zum  Ellipsoid,  in  B. 

(8.)  Man  kann  von  allen  diesen  geometrischen  Folgerungen 
aus  der  Constniction  (217),  zu  denen  viele  andere  hinzugefügt 
werden  könnten,  zeigen,  dass  sie  mit  der  quaternion  Analyse, 
aus  der  die  Constniction  selbst  hergeleitet  wurde,  in  Ueberein- 
stimmung  sind,  und  durch  sie  bestätigt  werden.  So  haben  sich 
die  beiden  Kreisschnitte  (2.),  (3.)  von  selbst  in  216,  (7.)  er- 
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geben;  und  ihre  beiden  cyklischen  Normalen  (4.),  oder  die 
Seiten  CA,  CB  des  Dreiecks,  welche  [nach  217,  (4.)]  die 
beiden  Vectoren  x,  i  sind,  haben,  [nach  217,  (1.)  oder  (3.)]  die 
Bichtungen  der  beiden  vorigen  Vectoren  y,  d;  und  das  stimmt 
wieder  mit  216,  (7.)  Überein. 

(9.)  Ferner  werden  wir  finden,  dass  die  angenom- 
menen Beziehungen  zwischen  den  drei  Paaren  von  con- 
stanten  Vectoren,  a,  ß\  y,  S\  und  i,  x,  Paare,  von  denen  irgend 
eines  zur  Bestimmung  des  Ellipsoids  genügend  ist,  zu  den 
folgenden  Ausdrücken  führen,  deren  Untersuchung  ich  dem 
Leser  zur  Uebung  überlasse: 

die  Buchstaben  B,  F\  G  beziehn  sich  hier  auf  Fig.  53,  während 
a,  ß,  <)'  ihre  früheren  Bedeutungen  (216)  beibehalten,  und 
nicht  als  Vectoren  der  Punkte  A,B,C,D  in  dieser  Figur  zu 
deuten  sind.  Daher  stimmen  die  vorigen  geometrischen  Schlüsse, 
dass  AB  (oder  BG)  die  Umdrehungsachse  des  einen  um- 
hüllenden Cylinders  (5.)  ist,  und  dass  F'B  senkrecht  zur  Ebne 
der  Berührungsellipse  (7.)  ist,  mit  den  früheren  Schlussfolgerungen 
[216,  (9.),  oder  204,  (15.)]  überein,  dass  ß  eine  solche  Achse, 
und  a  eine  solche  Normale  ist. 

(10.)    Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass,  allgemein, 


v(g-i)Cgg  +  l)  Ay-1 


und  daraus  folgt, 

XXXTT. 


»  —  X 


Ti*-  Tx1 
°  t+x        T(t  +  x)>  ' 
gt  +  x  Ti"-Ix» 


i-H    -     T(.-X)8  ' 

welche  beiden  Vectoren  auch  t  und  x  sein  mögen.   Aber  wir 
hier, 

XXXIIL  .  .  f3  =  7YJ  -  Tx\   nach  217,  (5.); 
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die  vorigen  Ausdrücke  (9.)  für  a  und  ß  werden  daher, 
XXXIV...  «-+(#+#) 8*=r-i 

'        (  +  X 

Die  letzte  Form  204,  (14.)  der  Gleichung  des  EUipsoids 
kann  daher  jetzt  so  geschrieben  werden : 

XXXV...  Tis-*- :Sl--x  -  V-^—:  Sl^A  =  1; 

^      t  +  X  t+X  4  —  X  t  —  Xj 

in  ihr  kann  das  Vorzeichen  des  rechten  Theils  geändert 
werden.  Und  damit  bewahrheitet  sich  durch  Rechnung  das 
vorige  Ergebniss  (1.)  der  Construction,  nämlich  dass  B  ein 
Punkt  der  Oberfläche  ist;  denn  wir  sehn,  dass  der  letzten 
Gleichung  genügt  wird,  wenn  wir  setzen 

XXXVI..  q  =  AB  =  t-x  =  ß:S-t; 

und  dieser  Werth  von  q  genügt  augenscheinlich  auch  der  Form 
216,  IV. 

(11.)  Aus  der  Form  216,  IL,  in  Verbindung  mit  dem 
Werthe  XXXIV.  von  «,  ist  leicht  zu  schliessen,  dass  die  Ebne, 

xxxvn . .  = 

oder 

xxxvn/ . .  s-l-  =  s'-=±, 

die  dem  Werthe  x  —  1  in  216,  L  entspricht,  das  Ellipsoid  im 
Punkte  B  berührt,  dessen  Vector  g  wir  vorher  (10.)  be- 
stimmt haben;  die  Normale  zur  Oberfläche  in  diesem  Punkte 
hat  daher  die  Richtung  von  <  +  x,  oder  von  a,  das  heisst,  von 
FB,  oder  von  FB\  so  dass  die  letzte  geometrische  Schluss- 
folgerung  (7.)  somit  durch  Rechnung  mit  Quaternionen  be- 
stätigt wird. 

219.  Einige  wenige  weitere  Folgerungen  der  Construc- 
tion (217)  mögen  hier  bemerkt  werden;  ins  Besondere  in  Be- 
treff der  geometrischen  Bestimmung  der  drei  Haupthalbachsen 
des  EUipsoids,  und  der  grösseren  und  kleineren  Halbachsen 
irgend  eines  elliptischen  und  diametralen  Schnittes ;  ferner  die 
Bestimmung  eines  gewissen  Systems  sphärischer  Kegelschnitte, 
als  deren  Ort  die  Oberfläche  angesehn  werden  kann. 
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(1.)  Es  mögen  a,  b,  c  bezüglich  die  Längen  dergrössten,  der 
mittleren  und  der  kleinsten  Halbachse  des  Ellipsoids  bezeichnen; 
wenn  dann  die  Seite  BC  des  erzeugenden  Dreiecks  die  dia- 
centrische  Kugel  in  den  Punkten  H  und  W  schneidet  —  der 
erstere  möge  zwischen  den  Punkten  B  und  C  liegen  (wie  in 
Fig.  53)  —  so  haben  wir  die  Werthe, 

SXXVIIL..  a=*BH'; 

b~~BG\ 
c~~BU\ 

so  dass  die  Längen  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  durch  die 
Halbachsen,  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden  können, 

XXXIX...  ~BC  =  Ti=  fl|^; 

C  A  -  T  y.  =  ^11  • 

~Ä~B  =  T{t-x)  =  ^\ 

und  wir  können  schreiben, 

XL.  .  .  a  =  Tt  +  Tx\ 

t       ZV  -  ZV 

0ss  ZV-*)  • 
c  sm  Tt  —  Tx. 

(2.)  Wenn  wir  in  den  Richtungen  der  beiden  Hülfesehnen 
AH,  AH'  der  Kugel,  oder  in  den  entgegengesetzten  Richtungen, 
bezüglich  die  Linien  AL,  AN  ziehn,  deren  Längen  gleich 
BW  und  BH  sein  mögen,  so  werden  die  so  erhaltenen  Punkte 
iV,  bezüglich  eine  grösste  und  eine  kleinste  Kuppe  der 
Oberfläche  sein.  Und  wenn  wir,  im  Mittelpunkt  A  der  Ober- 
fläche, ein  Loth  A  M  zur  Ebne  des  Dreiecks  errichten,  dessen 
Länge  gleich  B  G  sein  möge,  so  wird  der  Punkt  Mt  der  den 
beiden  Kreisschnitten  gemeinsam  ist  und  auf  dem  umhüllenden 
Cylinder  liegt,  eine  mittlere  Kuppe  derselben  sein. 

(3.)  Denken  wir  uns  die  Kugel  und  das  Ellipsoid  beide 
durch  eine  Ebne  geschnitten,  die  durch  A  geht,  und  es  seien 
die  Punkte  B'  und  C"  in  ihr  die  Projectionen  von  B  und  C; 
dann  ist  C  der  Mittelpunkt  des  Kreisschnittes  der  Kugel; 
und  wenn  die  Linie  B'  C  den  neuen  Kreis  in  den  Punkten 
Dv  Z>,  schneidet,  von  denen  Z>,  der  dem  B'  nähere  sein 
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möge,  so  haben  die  beiden  Hülfssehnen  ADX1  AD%  des 
Kreises  die  Richtungen  der  grösseren  und  kleineren  Halb- 
achsen des  elliptischen  Schnittes  des  Ellipsoids.  Die  Längen 
der  Halbachsen  sind,  bezüglich ,  BA.BG  :  BDX,  und  BA 
.B(f:  HDt\  oder  BD\  und  WlT„  wenn  die  Secanten  BDX 
und  B  Z>,  die  Kugel  zum  zweiten  Male  in  Dx  und  D2  treffen. 

(4.)  Wenn  wir  die  beiden  Halbachsen  des  Schnittes  a,  und 
c,  nennen,  und  ferner  mit  t  die  Tangente  von  B  an  die  Kugel 
bezeichnen,  so  haben  wir, 

XLI.  .  .  BDX  =  aca~l\ 

BDi  =  P:c,  s=  acc,-1; 

aber  wenn  wir  mit  px  und  p3  die  Neigungen  der  Schnittebne 
gegen  die  beiden  cyklischen  Ebnen  des  Ellipsoids  bezeichnen, 
dio  zu  CA  und  CB  senkrecht  sind,  so  dass  die  Projectionen 
dieser  beiden  Seiten  des  Dreiecks: 

\CA  =  CA .  sin  Px  =  J  (a  -  c)  sin/^, 

sind,  so  haben  wir 

XLDJ. . .  tfly  -  BD*  =  KD*  -  BD? 

=  4BC  . CA 

=  (aa— c3)  sin    sin  />, ; 

und  daraus  folgt  die  wichtige  Formel, 

XLTV.  ..<?,-  8  —  a~ 2  =  (<•  - 8  —  o-  =)  sin  px  sin  />a; 

oder  in  Worten  der  bekannte  und  nützliche  Satz,  dass  „die 
Differenz  der  umgekehrten  Quadrate  der  Halbachsen  eines 
ebnen  und  diametralen  Schnittes  eines  Ellipsoids  sich  wie  das 
Produkt  der  Sinus  der  Neigungen  der  Schnittebne  zu  den 
beiden  Ebnen  der  Kreisschnitte  ändert". 

(5.)  Als  Verificirungen  haben  wir,  wenn  die  Ebne  die 
des  erzeugenden  Dreiecks  ABC  ist, 

Pi  mPi  ■  Jf 

und 

a,  =  «,  c,  =  r; 
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aber  wenn  die  Ebne  senkrecht  zu  einer  der  beiden  Seiten 
CA,  CB  ist,  dann  ist  entweder  />,  oder  pt  =  0,  und  c,  =  a,. 

(6.)  Wenn  dasEllipsoid  durch  irgend  eine  concentrische  Kugel 
geschnitten  wird,  die  von  der  mittleren  Kugel  XIV.  verschieden 
ist,  so  dass 

XLV. . .  A~E  =  Tg  =  r  ^  Ä, 
wo  r  ein  gegebener  positiver  Skalar  ist;  dann  ist 

XL  VI. .  .  BD  =  t*r-l&mi*-\  d.h.  ^  2L4 ; 

so  dass  der  Ort  des  Leitpunktes  D,  wie  wir  ihn  nennen  können, 
durch  den,  nach  der  Construction,  der  variable  Halbmesser 
AE  des  Ellipsoids  (oder  eine  seiner  Verlängerungen)  geht, 
und  der  ferner  in  einer  constanten  Entfernung  von  dem  ge- 
gebenen äusseren  Punkte  B  liegt,  jetzt  wieder  ein  Kreis  der 
diacentrischen  Kugel  ist,  aber  einer,  dessen  Ebne  nicht  [wie 
es  in  218,  (3.)  der  Fall  war]  durch  den  Mittelpunkt  A  des 
Ellipsoids  geht  Der  Punkt  E  hat  daher  hier  zu  seinem  Ort 
den  cyklischen  Kegel,  dessen  Spitze  A  ist,  und  der  auf  dem 
zuletzt  erwähnten  Kreise  als  auf  seiner  Basis  ruht;  und  daher 
liegt  er  auch  auf  der  concentrischen  Kugel  XLV.,  er  muss 
auf  dem  einen  oder  andern  der  beiden  sphärischen  Kegelschnitte 
liegen,  in  denen  [vergl.  196,  (11.)]  sich  der  zuletzt  erwähnte 
Kegel  und  die  Kugel  schneiden. 

(7.)  Der  Durchschnitt  eines  Ellipsoids  mit  einer  concen- 
trischen Kugel  ist  daher,  im  Allgemeinen,  ein  System  zweier 
solcher  Kegelschnitte,  die  sich  mit  dem  Werthe  des  Radius  r 
ändern,  und,  im  Grenzfall,  das  System  der  beiden  Kreisschnitte 
werden,  für  den  besondern  Werth  r  =  b\  und  das  EUipsoid 
selbst  kann  als  der  Ort  aller  solcher  sphärischen  Kegelschnitte, 
welche  die  beiden  Kreise  einschliessen,  betrachtet  werden. 

(8.)  Und  wir  sehn,  nach  (6.),  dass  die  beiden  cyklischen 
Ebnen  [vergl.  196,  (17.),  u.s.  w.]  irgend  eines  der  concentrischen 
Kegel,  die  durch  irgend  einen  solchen  Kegelschnitt  gehn,  mit 
den  beiden  cyklischen  Ebnen  des  Ellipsoids  zusammenfallen; 
und  alles  das  folgt  mit  der  grössten  Leichtigkeit  aus  der  Con- 
struction (217),  zu  der  uns  die  Quaternionen  gefuhrt  haben. 

(9.)  In  Bezug  auf  die  Figur  53,  die  dazu  bestimmt  war, 
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diese  Construction  zu  erläutern,  haben  wir  die  Bedeutung  der 
Buchstaben  ABCDBfEFFGHHLN  schon  erläutert  Aber 
in  Betreff  der  anderen  Buchstaben  können  wir  hier  hinzufügen,  1) 
dass  N'  eine  zweite  kleinere  Kuppe  der  Oberfläche  ist,  so  dass  A  N' 
=  NA]  2)  dass  K  ein  Punkt  ist,  in  dem  die  Sehne  AF  des 
—  wie  wir  hier  sagen  können  —  diacentrischen  Kreises  AGF 
die  sogenannte  Hauptellipse* schneidet,  oder  den  Schnitt  NBLEN 
des  EUipsoids,  der  durch  die  Ebne  der  grössten  und  kleinsten 
Achse  gemacht  wird,  das  heisst,  durch  die  Ebne  des  erzeugen- 
den Dreiecks  ABC,  so  dass  die  Längen  von  AK  und  BF 
gleich  sind;  3)  dass  die  Tangente  VKV  zur  Ellipse  in  diesem 
Punkte  parallel  zur  Seite  AB  des  Dreiecks  ist,  oder  zur  Um- 
drehungsachse  des  umhüllenden  Cylinders  218,  (5.);  sie  ist  in 
der  That  eine  Seite  (oder  Erzeugende)  des  Cylinders;  4)  dass 
AK,  AB  folglich  zwei  conjugirte  Halbmesser  der  Ellipse  sind, 
und  dass  daher  die  Tangente  TBT  im  Punkte  B  der  Ellipse 
parallel  zur  Linie  AKF"  oder  senkrecht  zur  Linie  BFF  ist; 
5)  dass  daher  die  letztere  Linie  die  Nonnale  [vergl.  218,  (7.), 
(11.)]  zu  eben  diesem  elliptischen  Schnitte  ist,  und  folglich  auch 
zum  Ellipsoid,  in  B;  6)  dass  der  kleinste  Abstand  KK'  zwischen 
den  Parallelen  AB,  KV,  der  gleich  dem  Radius b  des  Cylinders 
ist,  an  Länge  der  Linie  BG  gleich  ist,  und  auch  jedem  der 
beiden  Halbmesser  AS,  AS'  der  Ellipse,  welche  Radien  der 
beiden  Kreisschnitte  des  EUipsoids  sind,  in  Ebnen,  die  senk- 
recht zur  Ebne  der  Figur  sind;  7)  dass  AS  den  Kreis  in  A 
berührt;  und  8)  dass  der  Punkt  S'  auf  der  Sehne  AI  des 
Kreises  liegt,  die  rechtwinklig  zur  Seite  BC  des  Dreiecks 
gezogen  ist 

220.  Der  Leser  übersieht  leicht,  dass  die  Quaternion- 
gleichung  des  EUipsoids  sich  auf  verschiedene  andere  Formen 
bringen  lässt;  es  mag  indessen  hier  genügen,  eine  unter  ihnen 
zu  erwähnen  und  ihre  geometrische  Bedeutung  anzugeben. 

(1.)  Für  irgend  drei  Vectoren,  i,x,q,  haben  wir  die  Trans- 
formationen, 


*  In  der  Ebne  der  durch  viele  neueren  Geometer  sogenannten  Focal- 
hyperbel  des  EUipsoids. 
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XL  TO  . .  N  (-J-  +  K±)  =  N±  +  NJL  +  2  S±  JL 

=  N±N-  +  N±N±  +  2S-- T—  T— 

und  daraus  folgt  die  weitere  allgemeine  Transformation: 

XLYHL  .  .  T^i  +  K^-.q}  =  r(ux.Tt  +  k 

(2.)  Wenn  wir  nun  zwei  neue  constante  Hülfsvectoren, 
i  und  x,  einfuhren,  welche  durch  die  Gleichungen  definirt  sind, 

XLIX. . .  i  «  -  üx.  Tt,      x'  =  -  Ut.  Tx, 

Gleichungen,  die  ergeben, 

L. . .  TV  =  T*,       Tx  m  Tx, 

2V-    =  r(i-x), 

T/a  _  TV*  =  f», 
so  können  wir  die  Gleichung  XVI.  (in  217)  des  Ellipsoids 
unter  der  folgenden  genau  gleichen  Form  schreiben: 

LL..£-r(.'+*i.,)i 

in  ihr  sind  i'  und  x  einfach  an  die  Stelle  von  i  und  x  ge- 
treten. 

(3.)  Behält  man  daher  A  als  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  bei, 
construirt  eine  neue  diacentrische  Kugel  mit  einem  neuen 
Mittelpunkt  C  und  einem  neuen  erzeugenden  Dreieck  A  BC, 
wo  B'  ein  neuer  fester  äusserer  Punkt  ist,  aber  die  Längen 
der  Seiten  desselben  dieselben  wie  vorher  sind,  entsprechend 
den  Bedingungen, 

LH  . .  AC  —  -  x',       CB'  -  +  t\ 

und  daher 
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AB'  =  i'  -  *'j 

zieht  ferner  irgend  eine  Secante  B'D'D"  (anstatt  BDD  ) 
und  legt  eine  Linie  AE  in  der  Richtung  von  AD",  oder  in 
der  zu  ihr  entgegengesetzten  Richtung,  die  so  lang  ist  wie  BD"'] 
so  ist  der  Ort  des  Punktes  £  dasselbe  Ellipsoid,  wie  vorher. 

(4.)  Der  einzige  Schluss,  den  wir  hier*  aus  dieser  neuen 
Construction  ziehn  wollen,  ist  der,  dass  (wie  bekannt  ist)  ein 
zweiter  umhüllender  Umdrehungscylinder  existirt,  und  dass 
seine  Achse  die  Seite  AB'  des  neuen  Dreiecks  AB  C  ist; 
dass  ferner  der  Radius  dieses  zweiten  Cylinders  gleich  dem 
des  ersten  ist,  nämlich  gleich  der  mittleren  Halbachse,  b,  des 
EUipsoids;  und  dass  die  grössere  Halbachse,  a,  oder  die  Linie 
AL  in  Fig.  53,  den  Winkel  BAB'  halbirt,  den  die  beiden 
Umdrehungsachsen  dieser  beiden  umschriebenen  Cylinder  bilden; 
die  Ebne  der  neuen  Bertihrungsellipse  wird  geometrisch  durch 
ein  Verfahren  bestimmt,  das  genau  gleich  dem  in  218,  (7.)  an- 
gewandten ist;  und  sie  ist  ferner  senkrecht  zu  dem  neuen 
Vector  t  +  x,  wie  die  frühere  Berührungsebne  [nach  218,  (11.)] 
senkrecht  zu  i  +  x  war. 


Vierzehnter  Abschnitt, 

Ueber  die  Zurüokführung  des  allgemeinen  Quaternions  auf 
eine  viergliedrige  Grundform;  und  über  einen  ersten  Be- 
weis des  associativen  Grundsatzes  der  Multip  lication 
von  Quaternionen. 

221.  Behalten  wir  die  Bedeutungen  (181)  der  drei  recht- 
winkligen Einheitslinien  Ol,  OJ,  OK,  als  Achsen,  und  daher 
auch  als  Indices  (159),  der  drei  gegebenen  rechten  Versoren 

•  Wenn  es  der  Raum  erlauben  sollte,  so  könnten  einige  zusätzliche 
Bemerkungen  über  die  Beziehungen  der  constanten  Vectoren  i,  x,  u.  s.  w., 
zum  Ellipsoid  gegeben  wercleu,  und  über  einige  andere  Constructionen 
dieser  Oberfläche,  wenn  wir  im  folgenden  Buche  dazu  gelangen  werden, 
die  Gleichung  derselben  auf  die  neue  Form, 

zu  bringen. 

Hamilton,  Quaternionen.  21 
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i,j,  h  in  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Ebnen  bei,  so  können 
wir  den  Index  OQ  irgend  eines  anderen  rechten  Quaternions, 
wie  zum  Beispiel  Vq  ein  solcher  ist,  unter  «1er  dreigliedrigen 
Form  (vergl.  G2) 

I. .  .  IVq  =  OQ  =  x  .  Ol  +  y  .OJ  +  z  .  OK 

ausdrücken;  xyz  sind  gewisse  drei  skalar  Coefticienten,  nämlich 
die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Endpunktes  Q  des 
Index  in  Bezug  auf  die  drei  Achsen  Ol,  OJ,  OK.  Daher 
können  wir  auch  allgemein,  nach  206  und  120,  schreiben, 

II.  .  .  Vq  =  xi  +  yj  +  zk  =  ix  +  jjf  +  kz; 

und  die  letzte  Form,  ix  +  jy  +  Ar,  kann  man  eine  drei- 
gliedrige Grundform  nennen,  auf  die  jeder  rechte  Quaternion, 
oder  der  rechte  Theil  Vq  irgend  eines  gegebenen  Quaternions  qt 
wie  oben  zurückgeführt  werden  kann.  Wenn  wir  nun  mit  »r 
den  skalar  Theil,  Sq,  desselben  allgemeinen  Quaternions  q  be- 
zeichnen, so  haben  wir,  nach  202,  die  folgende  allgemeine 
Zurückführung  eines  Quaternions  auf  eine  viergliedrige 
Grundform  (183): 

III.  .  .  q  =  (Sq  +  Vq)  =  W  +  ix  +jt/  +  hz\ 

in  ihr  können  die  vier  Skalare,  wxyz,  die  vier  Constituenten 
des  Quaternions  genannt  werden.  Und  es  ist  augenscheinlich 
[vergl.  202,  (5.)  und  133],  dass,  wenn  wir  in  gleicher  Weise 
schreiben, 

IV.  . .  q  —  w'  +  ix'  +  jy'  +  kz', 

wo  ijk  dieselben  drei  gegebenen  rechten  Versorcn  (181)  be- 
zeichnen wie  vorher,  dann  die  Gleichung 

V.  ..«/  '  =  q 

zwischen  den  beiden  Quaternionen  q  und  q  die  folgenden 
vier  skalar  Gleichungen  zwischen  den  Constituenten  einschliesst: 

VI.    .    .    IC       —  Wy 

x'  =  X , 

>/'  -  y, 

z  —  z\ 
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und  das  rechtfertigt  von  Neuem  (vergl.  112,  116)  die  Wahl 
des  Namens  ..Quaternion"  für  den  allgemeinen  Quotienten 
zweier  Vectoren  (101),  wie  wir  sie  in  dem  vorliegenden  Kapitel 
getroffen  haben. 

222.  Wenn  wir  die  viergliedrige  Grundform  (221)  an- 
nehmen, so  haben  wir  nicht  nur 

I.  .  .  Sq  =  tr, 

und 

Vq  =  ix  +  jy  +  kz, 

wie  vorher,  sondern  auch,  nach  204,  XL, 

II.  .  .  Kq  =  {Sq  -  Vq)  =  IP  -  ix  -  jy  -k:. 

Und  da  die  distributive  Eigenschaft  der  Multiplication  von 
Quaternionen  (212),  in  Verbindung  mit  den  Gesetzen  der 
Symbole  ij  h  (182),  oder  mit  der  allgemeinen  Grundformel 
unserer  ganzen  Rechenart  (183),  nämlich  mit  der  Formel, 

ft_ji  -  k*  =  ijk  =  -  i, 

die  Transformation  ergiebt, 

IIL  . .  (t*  +  jy  +  hzf  =  -  (*'  +  jr»  +  t% 

so  haben  wir,  nach  204,  u.  s.w.,  die  folgenden  neuen  Ausdrücke : 

IV.  .  .  NVq  =  [TVqf  =  -    Vq-  =  X»  +  y*  +  Z8; 

V. . .  TVq  =  tV+^+s2);  

VI.  .  .  U  Vq  =  (ix  +jy  +  Ar)  :  y(x»  + j»  +  z2)j 

VII.  .  .  Nq  =  Tq*  =  Sq*  -   Vq*  =  fC1  +  X»  +  y*  +  **; 

\in...  r7  =  w  +  x'  +  y+z2);  

IX.  .  .  Vq  =  (fr  +  ix+jy  +  kz):Y(w*  +  xa  +  y*  +  c2); 

X.  .  .  SUq=w:  Y(w*  +  ^-f  f^  +  z8);   

XI.  .  .  Iri7y  =  (i>  +  jy  +  kz)  :  Y'(io*  +  x*  +  ys  +  c*); 

xn...  rvir,  -  j/^^,. 

(1.)  Um  die  vorige  Formel  III.  zu  beweisen,  können  wir 
die  verschiedenen  Stufen  der  Multiplication  (vergl.  wieder  182) 
in  folgender  Weise  vornehmen: 

Vq  =  ix  +jy  +  k:, 
Vq  =  ix+jy  +  kz; 

21« 
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ix.  Vq  »  -  x2  +  kxy  -jxz; 

jy.  Vq  =  -y*-kyx  +  iyz, 

kz.  Vq  =  —  js  +jzx  —  izy\ 

Vq*^Vq~  Vq  =  -  x*~^7»"-~^. 

(2.)  Wir  haben  daher, 

XIU.  .  .  (ix  +jy  +  k:)2  m  -  1, 

wenn 

x*+y2  +  z2  =  Ii 

ein  Ergebniss,  auf  das  wir  schon  hingewiesen*  haben,  in  Ver- 
bindung mit  der  theilweisen  Unbestimmtheit  der  Bedeutung  des 
Symbols  Y—  1  in  der  hier  angewandten  Rechenart,  wenn  es 
so  aufgefasst  wird,  als  ob  es  einen  rechten  Radial  (149),  oder 
einen  rechten  Versor  (153),  bezeichnet,  dessen  Ebne  oder 
Achse  willkürlich  ist. 

(3.)  Wenn  q"  —  q'q,  dann  ist  Nq"  =  Nq' .  Nq,  nach 
191,  (8.);  aber  wenn  q  =  tr  +  u.  s.  w.,  q  =  w'  -f  u. s. w.,  q" 
=  w"  -f-  iL  s.  w.,  dann  ist 

|  w"  -  w'w  —  (x'x  +  y'y  -j-  z'z\ 

I  y  =  (w y  +  yic)  +  (z  x- xz), 

I  z"      [tc'z  +  z'w)  +  (x'y-y'x)] 

und  umgekehrt,  die  vier  skalar  Gleichungen  sind  zusammen 
gleichbedeutend  mit  der  quatemion  Formel  und  können  sum- 
mirt  werden  zu 

XV.  .  .  w  '+  ix"  +jy"  +  kz"  =  (tc'+  ix'  +jy'  -f  kz')  (ic  +  ix 

+  jy  +  kz)\ 

wir  würden  daher,  unter  den  Bedingungen  XIV.,  die  Gleichung 
haben: 

XVL  .  .  w"2  +  *"%  + 1/"2  +  *"*  =  (»'« +  x'%  +  y2  +  z'1)  (u>!  +  *» 

+  y* +  **)', 

sie  kann  in  der  That  durch  eine  so  leichte  algebraische  Rech- 
nung verificirt  werden,  dass  mau  ihre  Richtigkeit  fast  aus  dem 


*  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  169;  und  diejenige 
auf  Seite  208. 
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blossen  Anblick  der  Formeln  ersieht,  wenigstens  wenn  die 
Einzelglieder  in  den  vier  viergliedrigen  Ausdrücken  w"  . .  z"  so 
angeordnet*  werden,  wie  es  vorher  geschehn  ist 

223.  Der  hauptsächlichste  Gebrauch,  den  wir  hier  von  der 
viergliedrigen  Grundform  (221)  machen  werden,  ist  der,  durch 
sie  die  allgemeine  associative  Eigenschaft  der  Multiplication 
von  Quaternionen  zu  beweisen;  und  das  kann  jetzt  mit  grosser 
Leichtigkeit  geschehn,  nachdem  die  distributive**  Eigenschaft 
(212)  einer  solchen  Multiplication  bereits  bewiesen  worden  ist. 
In  der  That,  wenn  wir  schreiben,  wie  in  222,  (3.), 

ig  ss  w  +  ix  +  jy  +  kz, 
q'  =  w'  +  ix'  +  jy'  +  kz\ 
q  ss  w  +  ix  -f  jy  +  kz  , 

ohne  jetzt  anzunehmen,  dass  die  Beziehung  q"  =  q'q,  oder 
irgend  eine  andere  Beziehung  zwischen  den  drei  Quaternionen 
7»  9  j  l'  besteht,  und  untersuchen,  ob  wirklich  die  associative 
Formel, 

II.  .  .  q  'q'.  q  =  q".  q'q, 

besteht,  so  sehn  wir,  nach  dem  distributiven  Princip,  dass  wir 
nur  zu  untersuchen  haben,  ob  die  letzte  Formel  gültig  ist, 
wenn  die  drei  quaternion  Factoren  y,  q',  q'  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung  in  gleicher  Weise  und  mit  oder  ohne  Wieder- 
holung durch  die  drei  gegebenen  rechten  Versoren  ij  h  ersetzt 
werden;  aber  das  haben  wir  schon  in  Art.  183  bewiesen.  Wir 
kommen  somit  zu  dem  wichtigen  Schluss,  dass  die  allgemeine 


•  Bei  einer  etwas  anderen  Anordnung  dieser  Glieder  hatte  der  Ver- 
fasser zuerst  einen  leichten  Zweifel,  ob  sich  bei  der  Entwicklung  von 
tc""+  u.s.w.  die  vierundzwanzig  Doppelproducte  gegenseitig  auflieben 
würden,  so  dass  nur  die  seehszehn  Producte  der  Quadrate  übrig  blieben, 
oder  ob  XVI.  aus  XIV.  folgt,  als  er  im  Jahre  1843  darauf  geführt  wurde, 
das  vorige  Resultat  durch  Quaternionen  vorwegzunehmen.  Er  bemerkte 
indessen,  dass  der  algebraische  Satz  XVI. ,  der  von  der  quaternion  Formel 
XV.,  mit  der  er  hier  in  Verbindung  gebracht  ist,  verschieden  ist,  bereits 
von  dem  berühmten  Euler  entdeckt  worden  ist 

•  Auf  einer  späteren  Stufe  werde  ich  eine  Skizze  wenigstens  eines 
Beweises  des  associativen  Priucips  der  Multiplication  geben,  welche  das 
distributive  Princip  nicht  voraussetzt. 
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Multiplication  von  Quaternionen  eine  associative  Operation  ist, 
so  wie  wir  vorher  gesehn  (212)  haben,  dass  sie  distributiv  ist. 
Wir  hatten  aber  auch  gefunden  (168,  183,  191),  dass  eine 
solche  Multiplicatiun  (im  Allgemeinen)  nicht  commutativ  ist; 
oder  dass  die  beiden  Producte  q'q  und  qq'  im  Allgemeinen 
ungleich  sind.  Wir  können  daher  den  Punkt  fortlassen  (wie 
in  183;,  und  können  jedes  Glied  der  Gleichung  II.  durch  das 
Symbol  q  'q'q  bezeichnen. 

(1.)  Es  sei  v  =  Vq,  v  =  Vq',  v"  =  Vq";  so  dass  v,  v\  v" 
irgend  drei  rechte  Quaternionen  sind;  und  es  ist  daher,  nach 
191,  (2.),  und  19Ü,  204, 

Kv'v  =  vv', 

SüV  =  |  {v'o  +  vv), 

Vv'v  =  -  w% 

WTir  wollen  den  letzten  Quaternion  v,  nennen,  und  es  sei 

Sv'v  =  jr, , 

so  dass 

v  v  »  s,  + 

wir  haben  dann  die  Gleichungen, 

2  Vv'  v,  =  v"v,-v,v'- 
0  =  ,/'*,-*/'; 

und  danach  ist,  durch  Addition, 

2 IT    ff  "        '  f  tr 

X  V  V,  =  V  .  V  V  —  V  V  .  V 

=  (u'V  +  vv")  v  -  v  {v"v  +  w) 
=  2  v  Sv'v"  -  2  v  Sv  'v; 

uud  daher  ist  allgemein,  wenn  r,  v  v"  wieder  rechte  sind,  wie 
vorher, 

III.  .  .  V.v'  Vv'v  =  v  Sv'v"  -  v  Sv'v; 

mit  dieser  Formel  mag  sich  der  Leser  völlig  vertraut  machen, 
wegen  ihrer  ausserordentlichen  Nützlichkeit 
(2.)  Nach  den  vorigen  Bezeichnungen  ist 

V.v"  Sv'v  =  rv"*,  =  v"st**v"Sw'\ 

wir  erhalten  daher  die  weitere  sehr  nützliche  Formel, 
IV.  .  .  V.  v'v'v  =  v  Sv'v"  -  v  Sv'v  +  v'Svv'; 

hier  kann  der  Punkt  auf  der  linken  Seite  oft  der  Einfachheit 
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wegen  fortgelassen  werden;  und  ferner  ist  wieder  angenom- 
men, dasts 

L.v  =  Z_»'  =  Lv"  =  f. 

(3.)  Die  Formel  ELL  ergiebt  (nach  206), 

V.  .  .  /  V.  v"  Vv'v  =  /y .  Sv'v"  —  lv .  Sv"v\ 

folglich  ist  dieser  letzte  Vector,  der  augenscheinlich  mit  den 
beiden  Indices  lv  und  lv  complanar  ist,  zu  gleicher  Zeit 
(nach  208)  senkrecht  zum  dritten  Index  lv",  und  daher  [nach 
(1.)]  mit  dem  dritten  Quaternion  q"  complanar. 

(4.)  Nach  den  früheren  Bezeichnungen  ist  der  Vector,  • 
VI.  ..lv,  =  lVvv  =  IV{Vq'.Vq), 

(nach  208,  XXII.)  eine  Linie  senkrecht  zu  den  beiden  Indices 
lv  und  Iv'\  oder  den  Ebnen  von  q  und  q'  gemeinsam;  er  hat 
auch  die  Eigenschaft,  dass  die  Drehung  um  ihn  vom  lv  zum 
lv  positiv  ist,  während  seine  Länge 

Tlv,,    oder  Tv,,    oder  TV.vv,    oder  TF{Vrf.Vq) 

zur  Längeneinheit  dasselbe  Verhältniss  hat,  in  dem  das  Parallelo- 
gramm, dessen  Seiten  die  Indices  lv  und  lv  sind,  zur  Flächen- 
einheit steht. 

(5.)  Um  den  skalar  Ausdruck  zu  deuten  (vergl.  IV.), 

VTL  . .  Sv'vo  =  Sv"vf  =  S.v"  Vv  v, 

(denn  Sv" s,  =  0),  können  wir  die  Formel  208,  V.  anwenden; 
sie  ergiebt  die  Transformation, 

VIII.  .  .  Sv'v'o  =  Tv'.  ZV,,  cos  (sr  —  x); 
hier  bezeichnet  Tv'  die  Länge  der  Linie  lv' ,  und  Tv,  stellt 
nach  (4.)  die  (positiv  genommene)  Fläche  des  Parallelogramms 
mit  den  Seiten  lv  und  lv  dar;  während  x  (nach  208)  der 
Winkel  zwischen  den  beiden  Indices  lv"  und  Ir,  ist.  Dieser 
Winkel  wird  stumpf  und  daher  der  Cosinus  seines  Supplements 
positiv  sein,  und  gleich  dem  Sinus  der  Neigung  der  Linie  lv" 
zur  Ebne  von  lv  und  lv,  wenn  die  Drehung  um  lv'  von  lv 
nach  lv  negativ  ist,  das  heisst,  wenn  die  Drehung  um  lv  von 
lv  nach  lv"  positiv  ist;  dagegen  ist  der  Cosinus  gleich  dem 
vorigen  Sinus  mit  negativen  Vorzeichen  genommen,  wenn  die 
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Richtung  dieser  Drehung  die  umgekehrte  ist.  Wir  haben  daher 
die  wichtige  Deutung: 

IX. .  .  Sv  'v'  v  =  ±  dem  Iidialt  des  Parallelpipeds  mit  den 
Seiten  Iv,  Iv',  Iv' '; 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wird  genommen,  je  nach- 
dem die  Drehung  um  Iv,  von  Iv'  nach  Iv  ",  in  positiver  oder 
negativer  Richtung  stattfindet. 

(6.)  Zum  Beispiel,  wir  sahn,  dass  die  dreigliedrigen  Pro- 
ducte  ijk  und  kji  skalar  "Werthe  haben,  nämlich, 

ijk  =  -  1,     kjtm  +  1,  nach  183,  (1.),  (2.); 

und  das  Parallelepiped  der  Indices  wird  daher  in  diesem  Falle 
ein  Einheitswürfel;  während  die  Drehung  um  den  Index  von  /, 
von  dem  Index  von  j  zu  dem  von  k,  positiv  (181)  ist 

(7.)  Im  Allgemeinen  haben  wir,  für  irgend  drei  rechte 
Quaternionen  v  v  v",  die  Formel, 

X.  .  .  Svv  v"  =  —  jSV  r'  r ; 
und  wenn  die  drei  Indices  complanar  sind,  so  dass  das  in  IX. 
erwähnte  Volumen  verschwindet,  so  wird  jeder  der  beiden  letzten 
Skalare  null ;  so  dass  wir  schreiben  können,  als  eine  neue  Formel 
für  die  Complanarität: 

XL  .  .  Sv'cv  =  0,    wenn  Iv"   \    Iv,  Ir  (123); 

wfihrend  andrerseits  dieser  Skalar  in  keinem  anderen  Falle 
verschwinden  kann,  wenn  die  Quaternionen  (oder  deren  Indices) 
wieder  als  wirklich  (1,  144)  vorausgesetzt  werden;  denn  dann 
stellt  er  ein  wirkliches  Volumen  dar. 

(8.)  Daher  können  wir  auch  die  folgende  Formel  der 
Collinearität,  für  irgend  drei  Quaternionen,  aufstellen: 

XIL..  8{Vq".  iy.  Vq)  =  0, 

wenn 

lVq"\\\IVq\IVq\ 

das  heisst,  nach  209,  wenn  die  Ebnen  von  q,  q,  q"  eine  gemein- 
same Linie  haben. 

i.9.)  Im  Allgemeinen  ergeben  die  Gesetze  (182,  183)  der 
Symbole  i,  j,  k,  wenn  wir  die  dreigliedrige  Grundform  221,  IL 
anwenden,  nämlich, 
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p=  Vq  =  ix+jy  +  kz, 
v  =  ix  +  u.  s.  w., 
„"  =  ,V'+u.  s.  w., 

die  Transformation, 

XTTT.  .  .  Sv'v'v  =  x"(zy  -  y'z)+y"{r'z  -  z  x) 
+  z"(y's-x'y)', 

und  folglich  ist  dies  der  bekannte  Ausdruck  für  das  (mit 
passendem  Vorzeichen  genommene)  Volumen  desParallelepipeils, 
welches  die  drei  Linien  OP,  OP',  OP''  zu  drei  coinitialen 
Kanten  hat,  wenn  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier 
Ecken,  O,  Pt  P',  P   sind  000,  xyz,  x'y'z,  x"y"z". 

Dieses  Ergebniss  kann  als  Beispiel  dienen  für  die  Art, 
wie  Quaternionen,  obwolü  sie  nicht  auf  irgend  einer  der  ge- 
bräuchlichen Coordinatenmethoden  beruhn,  doch  benutzt  werden 
können,  um  wichtige  Coordinatenausdrücke,  und  zwar  oft  mit 
grosser  Leichtigkeit,  abzuleiten  oder  wiederzufinden. 

(10.)  Femer  mag  als  eine  weitere  wichtige  Folge  der  all- 
gemeinen associativen  Eigenschaft  der  Alultiplication  hier 
bemerkt  werden,  dass,  obwohl  Producte  von  mehr  als  zwei 
Quaternionen  im  Allgemeinen  für  alle  möglichen  Permutationen 
der  Factoren  nicht  gleiche  Skalare  haben,  deim  wir  haben  eben 
einen  Fall  X.  gesehn,  in  dem  eine  solche  Aenderung  der  An- 
ordnung einen  Wechsel  des  Vorzeichens  im  Resultat  bewirkt, 
doch  eine  cyklische  Permutatiou  unter  dem  Zeichen  $  erlaubt 
ist;  oder  in  Zeichen,  dass  für  irgend  drei  Quaternionen  (und 
das  Resultat  lässt  sich  leicht  auf  irgend  eine  grössere  Anzahl 
solcher  Factoren  ausdehnen)  die  folgende  Formel  statt  hat: 

XIV.  .  .  Sq"q'<f=  Sqq'  q'. 

In  der  That,  um  diese  Gleichung  zu  beweisen,  brauchen  wir 
sie  nur  in  folgender  Weise  zu  schreiben, 

XIV.'  .  .  S  iq"  q'.q)=  S{q.q"  q% 

und  haben  nur  daran  zu  denken,  dass  der  Skalar  des  Products 
irgend  zweier  Quaternionen  ungeändert  bleibt  (198,  I.),  wenn 
die  Anordnung  der  beiden  Factoren  geändert  wird. 

(II.)  Ebenso  kann,  nach  192.  IL.  geschlossen  werden, 
dass  ' 
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XV.  .  .  Kq"  q  q  =  K(q"  .  q  q)  =  A'y'  y  ,  Kq" 
—  A  y .  Ä  q  .  Kq  ", 

und  ein  entsprechendes  Resultat  ergiebt  sich  für  irgend  eine 
grössere  Anzahl  von  Faetoren;  wenn  daher  llq  und  il'q  die 
Producte  irgend  einer  Reihe  von  Quaternionen  in  zwei  ent- 
gegengesetzten Aufeinanderfolgen  genommen  bedeuten,  so  können 
wir,  nach  192,  L,  schreiben, 

XVI.  .  .  Kflq  =  11' Kq  , 
XVH...  Rllq  =  II  Iiq. 

(12.)  Aber  wenn  v  ein  rechter  Quaternion  ist,  wie  vor- 
her, dann  ist  Ko  —  —  i\  nach  144;  folglich  ist 

xvin. . .  Kric=  ±  n'p\ 

XIX.  . .  Silo  =  ±  SIT  v; 
XX...  Vüv=  T  VU'v\ 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wird  genommen,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  rechten  Faetoren  grade  oder  ungrade  ist;  und 
unter  denselben  Bedingungen  ist, 

XXI.  .  .  Sllv  =  l  (IIv  ±  ll'v); 
XXIT...  VIIv  =  \{Uv^  II  tj; 

wie  ich  eben  (1.)  an  einem  Beispiel  ausgeführt  habe,  für  den 
Fall,  dass  die  Anzahl  zwei  ist. 

(13.)  Für  den  Fall,  dass  die  Anzahl  drei  ist,  ergeben  die 
vier  letzten  Formeln, 

XXIII.  .  .  So"v'v  =  —  Svv'  v"  =  *  (o"  v  v  —  vv V); 

XXIV.  .  .  Vc'p'v  =  -f-  Vvv  v"  =  \  {v"  v  v  -f-  vv  v")\ 

Resultate,  die  ersichtlich  mit  X.  und  IV.  übereinstimmen. 

224.  Für  den  Fall  complanarer  Quatermonen  (119)  ge- 
währt die  Möglichkeit,  einen  jeden  (120)  auf  die  Form  eines 
Bruches  (101)  zu  bringen,  der  nach  Belieben  irgend  eine  be- 
liebige Linie  in  der  gegebenen  Ebne  zu  seinem  Nenner  oder 
zu  seinem  Zähler  hat,  eine  besondere  Leichtigkeit,  die  com- 
mutative  und  associative  Eigenschaft  der  Addition  (207)  und 
die  distributive  und  associative  Eigenschaft  der  Multiplication 
(212,  223)  zu  beweisen;  während  wir  für  den  Fall  der  Multi- 
plication von  Quaternionen  schon  gesehn  haben  [191,  (1.)],  dass 
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die  coinmutative  Eigenschaft  ebenfalls  statt  hat,  wie  es  bei  der 
algebraischen  Multiplication  der  Fall  ist.  Es  wird  daher  nicht 
unerheblich  oder  nutzlos  sein,  hier  ein  kurzes  zweites  Kapitel 
über  solche  eoinplanare  Quaternionen  anzuschliessen ;  während 
wir  sie  kurz  behandeln,  unter  der  Voraussetzung,  dass  das 
Vorhandensein  aller  vorhergehenden  Eigenschaften  bereits  be- 
wiesen ist,  werden  wir  Gelegenheit  haben,  einiges  über  Potenzen 
und  Wurzeln  und  Logarithmen  zu  sagen  und  über  den  Zusammen- 
hang der  Quaternionen  mit  der  ebnen  Trigonometrie  und  mit 
algebraischen  Gleiehungen.  Danach  beabsichtige  ich  im  dritten 
und  letzten  Kapitel  dieses  zweiten  Theiles  in  raschem  Ueber- 
blick  die  Betrachtung  diplanarer  Quaternionen  aufzunehmen; 
und  besonders  zu  zeigen,  wie  das  associative  Princip  der 
Multiplication  für  sie  aufgestellt  werden  kann,  ohne*  das 
distributive  Princip  zu  benutzen. 


Kapitel  IL 

Ueber  complanare  Quaternionen,  oder  Quotienten  von  Vectoren, 
die  in  einer  Ebne  liegen;  und  über  Potenzen,  Wurzeln 
und  Logarithmen  von  Quaternionen. 


Erster  Abschnitt. 

Ueber  das  complanare  Verhältniss  von  Vectoren;  über  die  vierte 
Proportionale  zu  dreien,  die  dritte  Proportionale  zu  zweien, 
die  mittlere  Proportionale  und  über  die  Quadratwurzel; 
allgemeine  Zurückfuhrung  eines  Quaternions  in  einer  ge- 
gebenen Ebne  auf  eine  zweigliedrige  Grundform. 

225.  Die  Quaternionen,  welche  in  diesem  Kapitel  vor- 
kommen, werden  wir  siimmtlich  als  complanar  (119)  annehmen; 
ihre  gemeinsame  Ebne  möge  mit  derjenigen  des  gegebenen 
rechten  Versors  t  (181)  zusammenfallen.  Und  wir  denken  uns 
alle  Linien  oder  Vectoren,   wie  «,  /?,  ;',  u.  s.  w.,  oder  «0, 


*  Vergleiche  die  zweite  Anmerkung  auf  Seite  313. 
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av  a,,  u.  s.  w.,  die  wir  hier  anwenden,  in  der  gegebenen  Ebne 
von  i;  so  dass  wir.  für  die  Zwecke  dieses  Kapitels,  die  Formel 
für  die  Complanarität  (uach  123)  schreiben  können: 

7!M?'i!!<f...|IK 

«IM«;    ß'\\i;      «0|]|/,  n-8.  w. 

226.  Unter  diesen  Bedingungen  können  wir  stets  (nach 
103,  117)  irgend  ein  Symbol  von  der  Form  {ß:u).y  als  Be- 
zeichnung einer  Linie  <V  in  der  gegebenen  Ebne  deuten;  diese 
Linie  kann  auch  durch  das  Symbol  {y:ce).ß  bezeichnet  (125) 
weiden,  aber  nicht*  (vergl.  103)  durch  eines  der  beiden  scheinbar 
gleichbedeutenden  Symbole,  (ß.  y) :  a,  {y .  ß) :  er,  wir  können  daher 
schreiben, 

L  . .  Ö  =  ß  y  =  -*  ß, 

und  können  sagen,  dass  die  Linie  d  die  vierte  Proportionale 
zu  den  drei  Linien  et,  ß,  y  ist  ;  oder  zu  den  drei  Linien  a,  y, 
ß\  die  beiden  mittleren,  ß  und  ;',  irgend  eines  solchen  com- 
planaren  Verhältnisses  von  vier  Vectoren  können  somit  ver- 
tauscht werden,  wie  in  der  Algebra.  Unter  denselben  Be- 
dingungen können  wir  auch  (nach  125)  schreiben, 

n...«  =  {r  =  Lßt 
'     r  r 

so  dass  (ebenfalls  wie  in  der  Algebra)  die  beiden  Aeusseren, 
u  und  ö,  irgend  eines  solchen  Verhältnisses  von  vier  Linien 
«,  ßj  yf  S  gleichfalls  ihre  Stellen  unter  einander  vertauschen 
können;  und  wir  können  auch  die  Mittleren  zu  Aeusseren 
machen,  wenn  wir  zu  gleicher  Zeit  die  Aeusseren  mit  den 
Mittleren  vertauschen.  Allgemeiner,  wenn  er,  ß,  y,d,e...  irgend 
eine  ungrade  Anzahl  von  Vectoren  in  der  gegebenen  Ebne 

•  In  der  Tliat  haben  wir  bis  jetzt  den  Symbolen  ß  •  y,  j  •  H,  oder 
ßfy  fß>  noch  keine  Bedeutung  beigelegt;  und  selbst  wenn  wir  dabin 
kommen  werden,  sie  als  die  Darstellungen  gewisser  Quateruioneu  zu 
deuten,  so  werden  wir  finden  (vergl.  168),  dass  die  beiden  Combinationen, 

y  und        im  Allgemeinen  verschiedene  Bedeutungen  haben. 
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sind,  so  können  wir  stets  einen  anderen  Vector  g  in  dieser 
Ebne  finden,  welcher  der  Gleichung, 

JH.  .  .  .  . .  —  1  u  =  g, 

oder 

m'  e r a —  i 

•  •  •  ...  — j-      -    X , 

3  ß  9 

genügt;  und  wenn  eine  solche  Formel  für  irgend  eine  An- 
ordnung der  Zählerlinien  «,  y,  e, . . .  und  der  Nennerlinien 
p,  /?,  <),...  statt  hat,  so  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  sie 
auch  für  irgend  eine  andere  Anordnung  der  Zähler  und  für 
irgend  eine  andere  Anordnung  der  Nenner  stattfindet  Zum 
Beispiel,  welche  vier  (complanaren)  Vectoren  durch  ßySt  auch 
bezeichnet  werden  mögen,  wir  haben  die  Transformationen 

die  beiden  Zähler  sind  somit  vertauscht.    Ferner  ist 

so  dass  die  beiden  Nenner  ebenfalls  ihre  Stellen  wechseln  können. 

227.  Ein  interessanter  Fall  einer  solchen  Proportion  (226) 
ist  derjenige,  wenn  die  Mittleren  zusammenfallen;  so  dass  nur 
drei  verschiedene  Linien,  zum  Beispiel  u,ß,y,  vorkommen; 
wir  haben  dann  (vergl.  Art.  149,  und  Fig.  42)  eine  Gleichung 
von  der  Form, 

oder 

7 

aber  nicht*  y  —  ßß:  «,  und  auch  n  icht  a  =  ßß :  y.  In  diesem 
Falle  sagt  man,  die  drei  Linien  ußy  bilden  eine  stetige  Pro- 
portion; ihre  äusseren  Glieder  sind  jetzt  u  und  und  ß  ist  das 
mittlere  Glied;  die  Linie  ß  heisst  auch  eine**  mittlere  Propor- 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  zum  vorhergehenden  Artikel. 
•*  Wir  sagen  eine  mittlere  Proportionale;  denn  wir  werden  sogleich 
sehn,  dasB  die  entgegengesetzte  Linie,  —  ß ,  in  demselben  Sinne  eine  andere 
mittlere  Proportionale  ist ;  obwohl  wir  augenblicklich  eine  Regel  geben  werden , 
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tionale  zwischen  den  beiden  anderen,  u  und  y\  während  y  die 
dritte  Proportionale  zu  den  beiden  Linien  a  und  ß  ist;  und 
u  ist  zu  gleicher  Zeit  die  dritte  Proportionale  zu  y  und  ß. 
Unter  denselben  Bedingungen  haben  wir 

II...  ß  =  JJ;'=  *<r, 

so  dass  die  mittlere  ß,  zwischen  u  und  ;•,  auch  die  vierte  Pro- 
portionale (226)  zu  sich  selbst,  als  erster,  und  zu  den  beiden 
anderen  Linien  ist.    Wir  haben  auc  h  (vergl.  wieder  149). 

m. .(*)*-*,  ({)'-?; 

folglich  ist  es  naturgemäss  zu  schreiben, 

iv. .  •  4  -  [if-      |  = 

und  daher  (nach  103), 

v- •>-{:?«>  ß-[fh 

aber  wir  können  hier  nicht  schreiben  ß  =  (;'«)^,  noch  ß 
—  {teyfi.  Aber  da  wir  stets,  wie  in  der  Algebra  [vergl.  199. 
(3.)],  die  Gleichung  oder  die  Identität,  (—  ?)s  =  haben,  so 
sind  wir  ebenso  wohl  berechtigt  zu  schreiben, 


das  Symbol  q^  bezeichnet  somit,  im  Allgemeinen,  den  einen  von 
zwei  entgegengesetzten  Quaternionen ;  der  eine  von  ihnen, 
nämlich  derjenige,  dessen  Winkel  ein  spitzer  ist,  ist  schon  in 
199,  (1.)  als  derjenige  ausgewählt  worden,  den  wir  die  Quadrat- 
wurzel des  Quatemions  q  nennen  und  mit  Vq  bezeichnen  wollen. 
Wrir  können  daher  die  Formel  aufstellen, 

zwischen  ihnen  zu  unterscheiden,  und  eine  als  diejenige  auaw  ählen  werden, 
die  wir,  in  besonderem  Sinne,  die  mittlere  Proportionale  nennen  wollen. 
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wenn  «,  ß,  y,  wie  vorher,  eine  stetige  Proportion  bilden;  die 
oberen  Vorzeichen  werden  genommen,  wenn  (wie  in  Fig.  42) 
der  Winkel  AOC,  zwischen  den  äusseren  Linien  u,  y,  durch  die 
Linie  OB,  oder  ß,  selbst  halbirt  wird;  die  unteren  Vorzeichen 
dagegen,  wenn  dieser  Winkel  durch  die  entgegengesetzte  Linie 
—  ß  halbirt  wird,  oder  wenn  ß  den  zugehörigen  Scheitelwinkel 
[vergl.  wieder  190,  (3.)]  halbirt.    Die  Proportion  der  Tensoren, 

VHL  ..Ty:Tß  =  Tß  :  Tu, 

und  die  sich  ergebenden  Formeln, 

IX.  .  .  Tß*  =  Tu  .  Ty, 

Tß  =  VyTu.Ty). 

finden  in  jedem  Falle  statt.  Und  wenn  wir  einfach  von  der 
mittleren  Proportionalen  zwischen  zwei  Vectoren  u  und  y  sprechen 
worden,  die  irgend  einen  spitzen  oder  rechten  oder  stumpfen 
Winkel  mit  einander  machen,  so  werden  wir  hinfort  stets  die 
erstere  der  beiden  Halbiran gslinien  darunter  verstehn;  nämlich 
die  Halbirungslinie  OB  des  Winkels  AOC  selbst,  und  nicht 
diejenige  des  entgegengesetzten  Winkels;  wir  nehmen  somit 
die  oberen  Vorzeichen  in  der  vorigen  Formel  VIL 

(1.)  Im  Grenzfall,  wenn  der  Winkel  AOC  verschwindet, 
so  dass  Uy  =  Uu,  ist  Uß  =  jeder  der  beiden  Einheitslinien; 
und  die  mittlere  Proportionale  ß  hat  dieselbe  gemeinsame 
Richtung,  wie  jede  der  beiden  gegebenen  äusseren  Linien.  Wir 
können  somit  schreiben 

und  allgemein, 

X'...VV)  =  +  «, 
wenn  a  irgend  ein  positiver  Skalar  ist. 

(2.)  Im  zweiten  Grenzfall,  wenn  AOC '=  ti,  oder  Uy  =  —  Uu, 
ist  die  Länge  der  mittleren  Proportionale  ß  noch  durch  IX. 
bestimmt,  als  das  geometrische  Mittel  'in  dem  üblichen  Sinne) 
zwischen  den  Längen  der  beiden  gegebenen  äusseren  (vergl.  die 
beiden  Figuren  41)  Linien;  aber  auch  mit  der  angenommenen 
Beschränkung  (225)  auf  die  Ebne,  in  der  alle  diese  Linien  ge- 
legen sein  sollen,  entsteht  in  diesem  Falle  eine  Unbestimmt- 
heit aus  dem  Zweifel,  welche  der  beiden  zu  einander  entgegen- 
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gesetzten  Lothe  in  O,  auf  der  Linie  AOC,  als  die  Richtung 
des  mittleren  Vectors  genommen  werden  soll.  Um  diese  Un- 
bestimmtheit zu  beseitigen,  wollen  wir  annehmen,  dass  die 
Drehung  um  die  Achse  von  i  (einer  Linie,  zu  der  alle  in  diesem 
Kapitel  betrachteten  Linien,  nach  225,  senkrecht  sind)  von  der 
ersten  Linie  OA  zur  zweiten  Linie  OB  in  diesem  Falle  positiv 
ist;  und  diese  Annahme  ist  gleichbedeutend  damit,  für  die 
gegenwärtigen  Zwecke  zu  schreiben, 

XL*.  . .  V  -  1  =  +  ij 

und 

XI.  .  .  }  (  -  a8)  =  ia,   wenn  a  >  0. 

Und  somit  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  zwei  Vec- 
toren  (in  der  gegebenen  Ebne)  in  allen  Fallen  bestimmt;  wenig- 
stens wenn  ihre  Anordnung  (als  erste  und  dritte)  gegeben  wird. 

(3.)  Wenn  die  Beseliränkung  (225)  der  Linien  auf  eine  gemein- 
same Ebne  beseitigt  wird,  dann  könnten  wir,  in  dem  früheren 
Sinne  (227),  sowohl  die  Richtung,  als  die  Länge  der  mittleren 
Linie  OB  in  jedem  Falle  bestimmt  festsetzen,  ausser  in  einem; 
dieser  Ausnahmefall  ist  derjenige,  in  welchem,  wie  in  (2.),  die 
beiden  gegebenen  äusseren  Liiuen,  OA,  OC,  genau  entgegen- 
gesetzte Richtungen  haben;  so  dass  der  Winkel  (AOC=n) 
zwischen  ihnen  nicht  eine  bestimmte  Halbirungslinie  hat  In 
diesem  Falle  würde  der  gesuchte  Punkt  B  nicht  eine  bestimmte 
Lage,  sondern  nur  einen  bestimmten  Ort  haben;  nämlich  den 
Umfang  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  O  ist  und  dessen 

Radius  gleich  dem  geometrischen  Mittel  zwischen  OA,  OC 
wäre,  während  seine  Ebne  senkrecht  zur  gegebenen  graden 
Linie  AOC  sein  würde.  (Vergl.  wieder  die  Figuren  41;  und  die 
Bemerkungen  in  148,  149,  153,  154  über  das  Quadrat  eines 
rechten  Radiais,  oder  Versors,  und  über  den  theilweise  unbe- 
stimmten Charakter  der  Quadratwurzel  eines  negativen  Skalars, 
wenn  sie,  im  Sinne  unserer  Rechenart,  als  eine  reelle  Grösse 
in  der  Geometrie  gedeutet  wird.) 


♦  Es  i.-t  sorgfaltig  zu  beachten,  dass  die»e  Quadratwurzel  aus  der 
negativen  Einheit  nicht  in  irgend  einem  Sinne  imaginär  oder  irgend- 
wie in  ihrer  geometrischen  Deutung  unbestimmt  ist,  soudern  dass  sie 
einen  reellen  und  gegebenen  rechten  Versor  (181)  bedeutet. 
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228.  Der  Quotient  irgend  zweier  complanaren  und  rechten 
Quaternionen  war,  wie  wir  gesehn  haben  [191,(6.)],  ein  Skalar; 
folglich  ist,  wenn  wir  hier  annehmen  (225),  dass  q\\\  i  ist,  ge- 
stattet zu  schreiben, 

L..  Sq  =  X\       Vq:i  =  y\ 
Vq=yi=iy; 

und  wir  können  daher  die  folgende  Zurückführung  eines 
Quaternions  in  der  gegebenen  Ebne  (der  von  i)  auf  eine  zwei- 
gliedrige Grundform*  (vergl.  221)  aufstellen: 

IL  . .  q  =  x  4-  iy ,       wenn  q\\\  i; 

x  und  y  sind  zwei  bestimmte  Skalare,  welche  die  beiden  Con- 
stituenten  (vergL  wieder  221)  der  zweigliedrigen  Grundform 
genannt  werden  können.  Und  dann  zerlegt  sich  eine  Gleichung 
zwischen  zwei  Quaternionen,  diese  als  Binome  von  der  vorigen 
Form  aufgefasst,  eine  Gleichung  wie  die  folgende, 

HL  .  .  q'  —  q, 

oder 

III.  '  .  .  x'  +  iy'  =  *  +  iy, 

[nach  202,  (5.)],  in  zwei  skalar  Gleichungen  zwischen  ihren 
bezüglichen  Constituenten,  nämlich  in  die  Gleichungen, 

IV.  . .  x'  =  xf       y'  —  y} 

ungeachtet  der  geometrischen  Realität  des  rechten  Versors  i. 

(1.)  Vergleicht  man  die  vorigen  Gleichungen  II.,  III.,  IV. 
mit  denjenigen,  welche  in  221  mit  HL,  V.,  VI.  bezeichnet 
wurden,  so  sieht  man,  dass  man  bei  einem  solchen  Uebergang  von 
allgemeinen  zu  complanaren  Quaternionen  nur  die  CoBfficienten 
von  ;*  und  k  zu  unterdrücken  braucht,  da  sie  für  unseren  gegen- 
wärtigen Zweck  null  sind;  und  wir  haben  dann  x  und  y  anstatt 
w  und  x  zu  schreiben. 

(2.)  Da  das  Wort  „Binom"  andere  Bedeutungen  in  der 
Algebra  hat,  so  mag  es  angemessen  sein,  die  Form  II.  ein 
Paar  zu  nennen;  und  die  beiden  skalar Constituenten  x  und  //, 

*  Eb  ist  erlaubt,  Dach  227,  XI.,  diesen  Ausdruck  «  +  zu 
schreib«-!,;  aber  die  Form  x+ty  ist  kürzer,  und  vielleicht  irgend  welcher 
Zweideutigkeit  der  Bedeutung  weniger  ausgesetzt. 

Hamilton,  CJukUrnlou«n.  22 
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deren  Werthc  dazu  dienen,  ein  solches  Paar  von  einem  anderen 
zu  unterscheiden,  können  nicht  ohne  natürlichen  Grund  die 
Coordinaten  dieses  Paares  genannt  werden,  und  zwar  aus 
einem  Grunde,  den  anzugeben  von  Nutzen  ist 

(3.)  Man  denke  sich  also,  dass  die  Ebtie  der  Fig.  50  mit  der- 
jenigen von  t  zusammenfallt,  und  dass  die  positive  Drehung  tun 
Ax.  i,  in  dieser  Figur,  linksläufig  ist;  das  kann  mit  unserer  all- 
gemeinen Uehereinkunft  (127)  in  Einklang  gebracht  werden,  wenn 
man  sich  vorstellt,  dass  die  Achs«'  von  t  von  O  aus  nach  der 
Rückseite  der  Figur  geht;  oder  nach  unten*  wenn  sie  horizontal 
ist.  Nimmt  man  das  an  und  fällt  die  Senkrechten  BB\  B  B" 
(wie  in  der  Figur)  auf  die  unbegrenzte  Linie  O  A  selbst,  und 
auf  eine  Normale  zu  dieser  Linie  in  O,  eine  Normale,  die  wir 
OA'  nennen  wollen,  und  von  der  wir  annehmen  können,  dass 
sie  eine  Länge  gleich  derjenigen  von  OA  habe,  und  dass  die 
Drehung  AOA'  linksläufig  sei,  so  dass 

V...  OA'  =  i.OA, 

oder  kurz, 

V .  .  .  u  =  i«, 

während 

ß'=  OB', 

und 

ß"=OB", 

wie  in  201,  und  dass 

q  m  ß-.ce,     wie  in  202; 

dann  ergiebt  ein  Vergleich  des  Quaternions  q  mit  der  zwei- 
gliedrigen Form  TL,  auf  welcher  Seite  der  unbegrenzten  graden 
Linie  O  A  der  Punkt  B  auch  liegen  mag,  die  beiden  Gleichungen, 

VI. . .  x{  =  Sq)   =  ß':a, 

y(«  rq:i  =  ß":ia)  =  ß":a  ; 

so  dass  die  beiden  Skalare  x  und  gradezu  die  beiden  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Punktes  B  in  Bezug  auf  die 
beiden  Linien  OA  und  O Ä,  als  auf  zwei  rechtwinklige  Ein- 
heitsachsen von  der  gewöhnlichen  (oder  Cartesianischen)  Art, 
sind.  Und  da  jeder  andere  Quaternion,  q*  *m  »'  +  ig\  in  der 
gegebenen  Ebne  auf  die  Form  y  :u,  oder  OC.OA  gebracht 


*  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  142. 
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werden  kann,  wo  C  ein  Punkt  in  dieser  Ebne  ist,  der  auf  C 
und  C  auf  demselben  Wege  (vergl.  197,  205)  projicirt  werden 
kann,  so  sehn  wir,  dass  die  beiden  neuen  Skalare,  oder  Con- 
stituenten,  x  und  >/'.  einfach  aus  demselben  Grunde  die  Coordi- 
naten  des  neuen  Punktes  C  sind,  in  Bezug  auf  dasselbe  Achsen- 
paar. 

(4.)  Es  ist  augenscheinlich  (nach  den  Sätzen  des  vorigen 
Kapitels),  dass,  wenn  wir  in  dieser  Weise  als  Paare  (2.)  irgend 
zwei  complanare  Quaternionen,  q  und  q\  ausdrücken,  wir  die 
folgenden  allgemeinen  Transformationen  für  ihre  Summe,  ihre 
Differenz  und  ihr  Product  haben  werden: 

VIL  .  .  q±q  =  (*'  ±  x)  +  i  (.y  ±  y) ; 
VHI.  .  .  q'.q  -  (*'*  -  y'y)  +  i(x'y  +  ,/' x). 

(5.)  Penier  haben  wir,  für  irgend  ein  solches  Paar,  y,  nicht 
nur  (vergl.  222)  Sq  «  x,  und  Vq  =*  iy,  wie  vorher,  sondern  auch, 
IX.  .  .  Kq  =  r  -  iyy       X.  .  .  Nq  =  x%  +  y*\ 

XI.  .  .  Tq  =  v  W+y*)i 

xm. . .  —  =*       ;  u.  s.  w. 

(6.)  Folglich  haben  wir,  für  den  Quotienten  irgend  zweier 
solchen  Paare, 

g'       x'  +  iy       r"  +  iy"  .  „        ,  ... 

y         x  +  ty        x*  +  ya  '  '    *        7  Y' 

.  *  =  af*  +  yy,  y  =  y  x  -  x  y. 

(7.)Da8  Gesetz  für  die  Normen  [191,  (8.)],  oder  die  Formel, 
Nq'q  =  Nq'.Nq,  ist  [vergl.  222,  (3.)]  durch  die  wohlbekannte 
algebraische  Gleichung,  oder  Identität,  ausgedrückt, 

XV.  . .        +  ,/*)  (*'  =  (x'x-y'y)*  +  (x'y+y'/)'; 

in  der  xyx'y  irgend  welche  vier  Skalare  sein  können. 

Zweiter  Abschnitt. 

Ueber  stetige  Proportion  von  vier  oder  mehr  Veotoren;  ganze 
Potenzen  und  Wurzeln  von  Quaternionen;  und  über  Wurzeln 

der  Einheit. 

229.  Der  Begriff  einer  stetigen  Proportion  (227)  kann 
leicht  von  drei  auf  vier  oder  mehr  (complanare)  Vectoren  aus- 

22* 
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gedehnt  werden;  und  man  kann  somit  eine  Theorie  der  ('üben 
und  höheren  ganzen  Potenzen  von  Quaternionen  bilden,  und 
ebenso  auch  eine  entsprechend  ausgedehnte  Theorie  der  Wurzeln 
von  Quaternionen,  welche  Wurzeln  von  Skalaren,  und  im  Be- 
sondern Wurzeln  der  Einheit,  einschliesst.  Wenn  wir  also  an- 
nehmen, dass  die  vier  Vectoren  u  ß  y  b  eine  stetige  Proportion 
bilden,  welche  durch  die  Formeln  ausgedrückt  wird, 

I...-»-'=f,  und  folglich  1L..3„=A  5-^(4)' 

'nach  einer  leicht  verständlichen  Erweiterung  der  gebräuch- 
lichen algebraischen  Bezeichnungsweise),  so  können  wir  sagen, 
dass  der  Quaternion  ():a  der  Cubus,  oder  die  dritte  Potenz, 
von  ß'.a  ist;  und  dass  der  letztere  Quaternion  umgekehrt  eine 
Cubikwurzel  (oder  dritte  Wurzel)  des  ersten  ist;  diese  letztere 
Be/.iehung  kann  naturgemäsa  dadurch  bezeichnet  werden,  dass 
mau  schreibt, 

oder 

III.' .  .  ß  =  (  l  )*  a    (vergl.  227,  IV.,  Y.\ 

230.  Es  ist  von  Wichtigkeit  zu  beachten,  dass  ebenso  wie 
die  Gleichung  q*  ~  Q,  in  der  q  ein  gesuchter  und  Q  ein 
gegebener  Quaternion  ist ,  durch  zwei  entgegengesetzte 
Quaternionen  q}  von  der  Form  +  \  Q  (vergl.  227,  VII.), 
befriedigt  wird,  so  die  nur  etwas  weniger  einfache  Gleichung 
q*  =  Q  durch  drei  verschiedene  und  reelle  Quaternionen  be- 
friedigt wird,  wenn  Q  wirklich  und  reell  ist;  jeder  von  ihnen, 
dividirt  durch  einen  der  beiden  anderen,  ergiebt  als  Quotienten 
einen  reellen  Quaternion,  der  gleich  einer  von  den  Cubik- 
wurzeln  der  positiven  Einheit  ist.  In  der  That,  wenn  wir  uns 
vorstellen  (vergleiche  S.  329,  Fig.  54),  dass  ß'  und  ß" 
zwei  andere,  aber  gleich  lange  Vectoren  in  der  gegebenen 
Ebne  sind,  die  man  aus  ß  durch  zwei  aufeinander  folgende  und 
positive  Drehungen  erhält,  von  denen  jede  den  dritten  Theil 
eines  Kreisumfangs  beträgt,  so  dass 
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oder 


und  daher 
während 


so  haben  wir 

ßJW-4. 

und 

ng.  5*.  s0  (jass  wir  auf  dieser  Stute  gleichfalls 

berechtigt  sind,  statt  III.  oder  III.  die 
folgenden  anderen  Gleichungen  zu  schreiben: 

vi«-:      t  dh 

oder 

™ ■  •  £  -  ( :•)'•    f  {lh 

231.  Man  kann  somit  sagen,  dass  ein  (reeller  und  wirk- 
licher) Quatermon  Q  drei  (reelle,  wirkliche  und)  verschiedene 
Cubikwurzeln  hat;  von  denen  indessen  nur  eine  einen  Winkel 
kleiner  als  sechzig  Grad  haben  kann,  wälirend  keine  einen 
Winkel  gleich  sechzig  Grad  haben  kann,  wenn  nicht  der  ge- 
gebene Quaternion  Q  zu  einem  negativen  Skalar  entartet  In 
jedem  anderen  Falle  kann  eine  der  drei  Cubikwurzeln  von  Q, 
oder  einer  der  drei  Werthe  des  Symbols  Q^f  als  einfacher  als 
jeder  der  beiden  anderen  angesehn  werden,  denn  er  hat 
einen  kleineren  Winkel  [vergl.  199,(1.)];  und  wenn  wir  diesen 
einen,   den   wir  die   Hauptcubikwurzel  des  Quateruions  Q 

nennen  wollen,  für  jetzt  durch  das  Symbol  VQ  bezeichnen,  so 
können  wir  die  folgende  Formel  für  Ungleichheit  aufstellen, 

VIII.  .  .  L.  f  Q  <  g,    wenn  L  Q  n. 

232.  Im  Grenzfall,  wenn  Q  wie  vorher  zu  einem  negativen 
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Skalar  wird,  ist  eine  seiner  Cubikwurzeln  selbst  ein  negativer 
Skalar,  und  ihr  Winkel  ist  daher  =  n\  während  der  Winkel 

jeder  der  beiden  anderen  Wurzeln  =  j  ist  In  diesem  Falle 
wollen  wir  diejenige  unter  den  beiden  Wurzeln,  deren  Winkel 
einander  gleich  sind  und  kleiner  als  der  des  dritten,  als  die 
einfachere  und  daher  als  Hauptwurzel  ansehn,  die  einer 
positiven  Drehung  um  sechzig  Grad  entspricht  [vergL  227,  (2.)] ; 
und  so  werden  wir  dazu  gefuhrt  zu  schreiben, 

IX. .  .  f-  1  ~  Lti^i  «od  JL. .  Z_       1  - 

indem  wir  das  positive  Vorzeichen  fUr  die  Wurzel  }/3,  mit  der 
t  in  dem  Ausdruck  IX.  für  2V~  1  multiplicirt  ist,  anwenden; 
und  wir  haben  die  damit  in  Verbindung  stehende  Formel, 

IX.'.  .#(-«')=  2(l  +  i'V3),  wenn«>0; 

obwohl  es  auf  den  ersten  Anblick  natürlicher  geschienen  hätte, 
als  Hauptwurzel  den  skalar  Werth  anzunehmen,  und  somit  zu 
schreiben, 

V'-  1  =  —  1; 

ein  Werth,  der  in  der  That  einer  der  Werthe  des  Symbols 
(-1)1  ist 

(1.)  Wir  haben  indessen,  in  unserem  Sinne  wie  in  der 
Arithmetik, 

XL  . 

und 

XL'.  .  V  (a3)  m  a,  wenn  a  >  0. 
(2.)  Die  Gleichungen 

xn...(i^-8)3=-i, 

und 

XUL..(-V'a),-  +  l, 

können  durch  Rechnung  verificirt  werden,  indem  man  wirklich 
in  die  dritte  Potenz  erhebt,  grade  wie  in  der  Algebra;  der 
einzige  Unterschied  betrifft  die  Auffassung  der  Zeichen,  denn 
obwohl  i  der  Gleichung  il  =  —  1  genügt,  so  wird  es  hier  doch 
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als  vollkommen  reell  betrachtet;  nämlich  als  ein  reeller  rechter 
Versor*  (181). 

233.  Es  hat  keine  Schwierigkeit  sich  vorzustellen,  wie  die- 
selben allgemeinen  Grundsätze  auf  eine  stetige  Proportion  von 
n  -f  1  complanareu  Vectoren, 

X«  •  •  ety  ct^  y  ctg  | « •  •  </n  j 

ausgedehnt  (vergl.  229)  werden  können,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  grösser  als  drei  ist;  noch  in  Verbindung  damit  die 
Gleichungen, 

*■•*-(?)". 

iv...«,  =(";)U 

zu  deuten. 

Bezeichnen  wir  für  jetzt  die,  wie  wir  sie  nennen  wollen, 
n-te  flanptwurzel  eines  Quaternions  Q  durch  das  Symbol  \'Q, 
so  haben  wir,  in  unserem  Sinne  (vergl.  231,  VILL), 

V.../_  f« 

<  r  >     wenn  Z_  Q  <  it  \ 


VH...  >  0; 


die  letztere  Bedingung,  nämlich  dass  der  (  oefficiont  y  von  t  in 
der  zweigliedrigen  (oder  Paar-)  Form  *+'.'/  (228)  für  den  Qua- 
ternion  P—l  ein  positiver  Skalar  sein  soll,  dient  somit  dazu,  die 
Bestimmung  der  n-ten  Hauptwurzel  der  negativen  Einheit  zu 
vervollständigen;  oder  der  n-ten  Hauptwurzel  irgend  eines  an- 

*  Dieser  Begriff  unterscheidet  sich  grundsätzlich  von  einem,  der  verschie- 
denen hervorragenden  Schriftstellern  vor  der  Erfindung  der  Quaternionen 
begegnet  ist,  und  demzufolge  die  Zeichen  1  und  V-l  als  Darstellungen 
eines  Paares  gleich  langer  und  zu  einander  rechtwinkliger  grader  Linien 
in  einer  gegebenen  Ebne  gedeutet  werden.  In  den  Quaternionen  wird 
keine  Linie  durch  die  Zahl  Eius  dargestellt,  ausser  in  Betreff  ihrer  Länge; 
der  Grund  ist  hauptsächlich  der,  dass  wir  in  unserer  Rechenart  im  Stande 
zu  sein  suchen,  alle  möglichen  Ebnen  in  Betracht  zu  zichn,  und  dass  nicht 
eine  grade  Linie  ihnen  allen  gemeinsam  ist. 
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deren  negativen  Skalars,  da  —  1  in  -  a  in  jeder  der  beiden 
letzten  Formeln  verwandelt  werden  kann,  wenn  n  >  0.  Und 
was  die  allgemeine  n-te  Wurzel  eines  Quaternions  betrifft, 
so  können  wir  nach  denselben  Grundsätzen  schreiben, 

VIII. . .  qI  =  u  .  f  q; 
i 

hier  stellt  der  Factor  1»  die  allgemeine  n-te  Wurzel  der 
positiven  Einheit  dar;  er  hat  n  verschiedene  Werthe,  die  von 
der  Theilung  des  I  m  langes  eines  Kreises  in  n  gleiche  Theile 
abhängen,  auf  die  Weise,  wie  sie  kürzlich  für  den  Fall  n  =  3 
durch  Figur  54  erläutert  wurde ;  und  er  unterscheidet  sich  von 
der  gewöhnlichen  Algebra  nur  durch  die  Realität,  die  hier  dem 
i  beigelegt  wurde.  In  der  That  ist  für  uns  jede  dieser  n  Ein- 
heitewurzeln ein  reeller  Versor;  nämlich  der  Quotient  zweier 
Radien  eines  Kreises,  die  mit  einander  einen  Winkel  machen, 
der  gleich  dem  n-ten  Theil  einer  gewissen  ganzen  Anzahl  von 
Umdrehungen  ist. 

(1.)  Wir  schlagen  indessen  vor,  das  besondere  Symbol  t« 
stets  als  Bezeichnung  des  Hauptwerthes  der  n-ten  Wurzel  von 
i  zu  deuten;  und  somit  zu  schreiben, 

IX. . .  in  =  ]/**; 
daraus  folgt,  dass,  wenn  diese  Wurzel  in  der  Form  eines  Paares 
(228  ausgedrückt  wird,  die  beiden  Constituenten  x  und  y  beide 
positiv  sein  werden,  und  dass  der  Quotient  y :  x  einen  kleineren 
Werth  haben  wird,  als  bei  irgend  einem  anderen  Paare  x  +  iy 
(mit  gleichfalls  positiven  Constituenten),  dessen  n-te  Potenz 
gleich  i  ist 

(2.)  Zum  Beispiel,  obwohl  die  Gleichung, 

durch  die  beiden  Werthe,  ±  (1  +  i):\/2f  befriedigt  wird,  so 
wollen  wir  in  bestimmter  Weise  schreiben, 

(3.)  Und  obwohl  die  Gleichung, 

?>  =  (*  +  «»>=/, 
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durch  die  drei  verschiedenen  und  reellen  Paare,  (»±y3):2, 
und  r,  befriedigt  wird,  so  wollen  wir  nur  den  einen  Werth 
annehmen, 

XL..«*«ft  = 
(4.)  Im  Allgemeinen  haben  wir  somit  den  Ausdruck 
XII.  .  .      =  cos  "  +  i  sin  "  ; 

2 »  2m' 

den  wir  gelegentlich  zu  dem  folgenden  Ausdruck  abkürzen  werden: 

XII.'.  .  in  =  eis 

2  n' 

i 

und  die  Wurzel  i»  ,  in  dieser  Weise  gedeutet,  bezeichnet  einen 
Versor,  der  irgend  eine  Linie,  an  der  er  operirt,  in  der  positiven 
Drehungsrichtung  um  die  gegebene  Achse  von  *  um  einen 
Winke]  dreht,  der  gleich  dem  «-ten  Theile  eines  rechten 
Winkels  ist. 

234.  Wenn  m  und  n  irgend  zwei  positive  ganze  Zahlen 
sind  und  y  irgend  ein  Quatemion,  so  setzt  uns  die  in  der 
Formel  233,  IL  enthaltene  Definition  der  ganzen  Potenz  7* 
in  den  Stand,  wie  in  der  Algebra  die  beiden  Gleichungen  zu 
schreiben: 

I.  .  .  =  II.  .  .  (7")"  = 

und  wir  schlagen  vor,  die  erstere  auf  den  Fall  von  Null  und 
von  negativen  ganzen  Potenzen  auszudehnen  und  daher  zu 
schreiben: 

III.  .  .  70  =  1;       IV.  .  .  y-—  -  //-:  y"; 
und  im  Besonderen, 

V.  . .  y~ 1  ==  1  :q  =  -  =  dem  Reciproken*  (134)  von  7. 

Wir  wollen  auch  die  Formel  II.  erweitern  und  schreiben 

VI. . .  (7»  )"  =  7»"  t 

mag  m  positiv  oder  negativ  sein;  so  dass  dieses  letzte  Symbol, 
wenn  m  und  «  wieder  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  n  positiv 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  157. 
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angenommen  werden  kann,  so  viele  verschiedene  Werthe  hat, 
als  Einheiten  in  dem  Nenner  seines  gebrochenen  Exponenten  ent- 
halten sind,  wenn  er  auf  seine  kleinste  Form  gebracht  wird ;  unter 

m 

diesen  Werthen  von  yn  werden  wir  naturgemäss  denjenigen 
als  den  Hauptwerth  ansehu,  welcher  die  m-te  Potenz  der 
H-ten  Hauptwurzel  (233)  von  y  ist. 

(1.)  Zum  Beispiel,  das  Symbol  yü  bedeutet  in  unserem 
Sinne  das  Quadrat  irgend  einer  Cubikwurzcl  von  y;  es  hat 
daher  drei  verschiedene  Werthe,  nämlich  die  drei  Werthe  der 
Cubikwurzel  des  Quadrats  desselben  Quaternions  y ;  aber  unter 
ihnen  betrachten  wir  als  Hauptwerth  das  Quadrat  der  Haupt- 
cubikwurzel  (231)  des  gegebenen  Quatermons. 

(2.)  Ferner  wird  das  Symbol  y*  in  demselben  Sinne  als 
Bezeichnung  für  das  Quadrat  irgend  einer  vierten  Wurzel  von 
y  gedeutet;  aber  da  (l*)3  =  1*  =  ±  1  ist,  so  hat  dieses  Quadrat 
nur  zwei  verschiedene  "Werthe,  nämlich  die  der  Quadratwurzel 
'/••,  wenn  der  gebrochene  Exponent  f  so  auf  seine  kleinste 
Form  gebracht  ist;  und  unter  diesen  ist  der  Hauptwerth  das 
Quadrat  der  vierten  Hauptwurzel;  dies  Quadrat  ist  zu  gleicher 
Zeit  die  Hauptquadratwurzel  [199,  (1.),  oder  227]  des  Quater- 
nions y. 

(3.)  Das  Symbol  y-*  bezeichnet,  wie  in  der  Algebra,  den 
Reciproken  einer  Quadratwurzel  von  y;  während  y_J  den 
Rcciproken  des  Quadrats  bezeichnet,  u.  s.  w. 

(4.)  Wenn  der  Exponent  t,  in  einem  Symbol  von  der 
Form  y',  wieder  ein  Skalar  ist,  aber  ein  irrationaler  (oder 
incommensurabler),  so  können  wir  diesen  irrationalen  Coefficienteu 
/  als  einen  Grenzwerth  ansehn,  dem  sich  ein  variabler  Bruch 
nähert;  und  das  Symbol  selbst  kann  dann  als  der  entsprechende 
Grenzwerth  einer  gebrochenen  Potenz  eines  Quaternions  ge- 
deutet werden,  der  indessen  (in  diesem  Falle)  unendlich  viele 
Werthe  hat  und  daher  nur  geringe  oder  keine  Anwendung 
finden  kann,  wenn  nicht  eine  Auswahl  eines  Werthes  der 
irrationalen  Potenz  als  Hauptwerkes  getroffen  wird,  nach  einem 
Gesetz,  das  am  besten  durch  die  Einführung  des  Begriffs  der 
Amplitude  eines  Quaternions  verstanden  werden  wird;  diesem 
Begriff  wollen  wir  uns  im  nächsten  Abschnitt  zuwenden. 
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(5.)  Mittlerweile  [vergl.  233,  (4.)]  können  wir  das  Symbol 
i1  schon  in  bestimmter  Weise  als  Bezeichnung  eines  Versors 
deuten,  der  irgend  eine  Linie  in  der  gegebenen  Ebne  um  / 
rechte  Winkel  um  Ax.  i  dreht,  und  zwar  in  positivem  oder 
negativem  Sinne,  je  nachdem  der  skalar  Exponent  der  ent- 
weder rational  oder  irrational  sein  kann,  seibat  positiv  oder 
negativ  ist;  und  somit  können  wir  die  Formel  aufstellen, 

VIL..  i««cw£  +  i  sin  ll ; 

oder  kurz  (vergl.  233,  XII.'), 

VIIL..  i'=  eis 'f. 

Dritter  Abschnitt. 

Ueber  die  Amplituden  von  Quaternionen  in  einer  gegebenen 
Ebne;  und  über  trigonometrische  Ausdrücke  für  derartige 
Quaternionen  und  deren  Potenzen. 

235.  Wenn  wir  die  zweigliedrige  oder  Paar-Form  (228) 
tut-  einen  Quaternion  in  der  Ebne  von  i  (225)  anwenden  und 
zwei  neue  und  reelle  Skalare,  r  und  z,  einführen,  von  denen 
der  erstere  als  positiv  angenommen  werden  soll,  und  die  mit 
den  beiden  vorigen  Skalaren  x  und  y  durch  die  Gleichungen, 

L  .  .  x  —  r  cos  z,       y  =  r  sin  z,       r  >  0, 
Verbunden  sein  sollen,  so  haben  wir  augenscheinlich  die  Formeln 
[vergl.  228,  (5.)]: 

II.  ..  Tq**  T{x  +  iy)  =  r  - 

III.  .  .  Uq     U {x  -f-  iy)  —  cos  z  -f  i  sin  z\ 

dieser  letztere  Ausdruck  kann  passend  (vergl.  233,  XII. ,  und 
234,  VIIL)  auf  folgende  Weise  abgekürzt  werden: 

IV. . .  Uq  =  eis«; 

so  dass 

V. . .     q  -----  rcisz. 
Und  die  Bogen-  oder  Winkel-Grosse,  z,  kann  die  Amplitude* 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art,  130. 
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des  Quaternionsy  genannt  weiden;  diesem  Namen  geben  wir  hier 
den  Vorzug  vor  der  Bezeichnung  „Winkel*',  denn  wir  haben 
den  letzteren  Namen  und  das  entsprechende  Symbol  L.  7  schon 
benutzt,  um  einen  Winkel  von  der  Euklidischen  Art  zu  be- 
zeichnen (130),  oder  wenigstens  einen  Winkel,  der  in  irgend 
einer  Richtung  die  Grenzen  0  und  n  nieht  übersehreitet; 
während  die  Amplitude,  da  sie  nur  der  Gleichung  I.  zu  ge- 
nügen braueht,  irgend  einen  reellen  und  skalar  Werth  haben 
kann.  Wir  werden  diese  Amplitude,  wenigstens  für  jetzt,  durch 
das  Symbol,*  am.'/,  oder  kurz,  am  7,  bezeichnen;  und  wir 
haben  somit  die  folgende  Formel  für  die  Verbindung  zwischen 
Amplitude  und  Winkel, 

VI.  .  .  {:  =  1  am .  7  —  2n  n  ±  L.  7 ; 
das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wird  genommen,  je  nachdem 

*  Wir  sagten,  in  -02,  dass  das  Symbol  ('  das  System  der  Bezeich- 
nungen vollendet,  die  unserem  Rechensystem  eigentümlich  sind;  und  in 
der  That  benutzt  unsere  Rechenart  ausser  den  drei  Buchstaben 
deren  Gesetze  durch  die  Grundfomiel  (A)  des  Art  183  ausgedrückt 
werden,  und  die  ursprünglich  (nämlich  im  Jahre  1843  und  in  den  binden 
folgenden  Jahren)  die  einzigen  den  Quaternionen  eigentümlichen  Symbole 
(siehe  die  Anmerkung  auf  Seite  205)  waren,  mit  besonderer  Bedeutung 
gewöhnlich  nicht  mehr  als  die  fünf  charakteristischen  Operationszeichen 
K,  S.  T,  V,  V,  für  den  Conjugirten,  Skalar,  Tensor,  Vereor  und  Vector  (oder 
rechten  Theil);  obwohl  vielleicht  das  Zeichen  N,  für  Norm,  das  in  diesem 
Buche  aus  der  Zahlentheoric  Ii  erübergenommen  wurde,  allmälig  auch  in 
Verbindung  mit  den  Quiitemioueii  mehr  in  Gebrauch  kommen  mag,  als 
es  bis  jetzt  der  Fall  gewesen  ist.  Was  die  Zeichen,  L,  Az.,  /,  H  uud 
jetzt  am.  (oder  amn  )  betrifft,  für  den  Winkel,  die  Achse,  den  Index,  den 
Reciproken  und  die  Amplitude,  so  sind  sie  hauptsachlich  als  für  die 
gegenwärtige  Auseinandersetzung  des  Systems  nützlich  anzusehn;  sie  sind 
in  der  späteren  Anwendung  desselben  weder  oft  nöthig,  noch  werden  sie 
oft  angewandt  Und  dieselbe  Bemerkung  betrifft  auch  die  letzte  Abkür- 
zung eis  für  cos  -f  i  sin,  gewisse  Bezeichnungen  dieses  Abschnittes  für 
Potenzen  und  Wurzeln,  die  dazu  dienten,  den  Begriff  einer  »-ten 
Wurzel,  u.  s.  w.,  als  verschieden  von  einer  andoren  auszudrücken;  und 
das  charakteristische  Zeichen  P,  mit  dem  wir  im  nächsten  Abschnitt  das 
Ponential  eines  Quatemions  benennen  werden,  wenn  wir  diese  Bezeich- 
nung auch  später  nicht  l>edürfen  sollten.  Es  bedarf  keiner  Rechtfertigung 
für  die  Anwendung  der  rein  geometrischen  Zeichen,  -L,  |  |,  1 1  |,  für  senk- 
recht, parallel  und  complauar;  wenn  auch  das  letzte  von  ihnen  vielleicht 
zum  ersten  Male  vom  Verfasser  eingeführt  wurde,  der  es  häufig  von 
Nutzen  gefunden  hat 
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Ax.  7  =  ±  Ax.  i;  und  «  ist  irgend  oinn  ganze  Zahl,  die  positiv 
oder  negativ  oder  null  sein  kann.  Wir  können  daher  auch 
(für  irgend  einen  Quaternion  q  \  \  \  i)  die  folgenden  allgemeinen 
Transformationen  hinschreiben: 

VII. .  .  Uq  =  cisamy;  VIII.  .  .  7  =  Tq .  ciaaray. 

(1.)  Schreibt  man  y  =/?:«,  so  ist  die  Amplitude  am.  7, 
oder  am  (ß:  a)  eine  skalar  Grösse,  welche  mit  dem  ihr  eigenen 
Vorzeichen  den  Betrag  der  Drehung  um  Ax.  i  von  der  Linie 
u  zur  Linie  ß  ausdrückt;  und  es  ist,  im  Allgemeinen,  gestattet, 
sie  um  irgend  eine  ganze  Anzahl  von  Kreisumfängen,  oder  von 
ganzen  Umdrehungen,  zu  vermehren  oder  zu  vermindern,  wenn 
nur  die  Richtungen  der  beiden  Linien,  a  und  ß,  in  der  ge- 
gebenen Ebne  von  1  gegeben  sind. 

(2.)  Dagegen  wollen  wir  annehmen,  dass  der  besondere 
Quaternion,  oder  rechte  Versor,  i  selbst  in  bestimmter  Weise 
zu  seiner  Amplitude  einen  rechten  Winkel  habe;  so  dass  wir 
die  besondere  Formel  aufstellen  können, 

IX. .  .  am.  1  =  Z.  t  =  g  . 

(3.)  Wenn  für  irgend  einen  anderen  gegebenen  Quaternion  q 
die  im  Allgemeinen  willkürliche  ganze  Zahl  n  in  VI.  irgend 
einen  bestimmten  Werth  erhält,  so  können  wir  den  entsprechenden 
Werth  der  Amplitude  durch  eines  der  beiden  folgenden  augen- 
blicklich* benutzten  Symbole  bezeichnen,  die  wir  hier  als  mit 
einander  gleichbedeutend  behandeln, 

am». q,  oder  Z_My; 

so  dass  wir  (nach  derselben  Regel  der  Vorzeichen  wie  vorher) 
als  eine  bestimmtere  Formel  als  VI.  die  Gleichung  hinschreiben 
können: 

X.  . .  am» .  </  =  Z.»y  =  2«7r±  L„q\ 

und  wir  können  sagen,  dass  die  letzte  Grösse  der  « -  te  Werth 
der  Amplitude  von  7  ist ;  während  der  null  Werth,  am(>  7,  die 
Hauptamplitude  (oder  der  Hauptwerth  der  Amplitude)  genannt 
werden  kann. 

•  Vergleiche  die  vorig«  Anmerkung  in  Betreff  der  angewandten  Be- 
zeichnungen. 
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(4.)  Nach  diesen  Bezeichnungen  und  nach  der  Uebereiu- 
kunft  am0  (—  1)  «■  -f  *,  können  wir  schreiben, 

XI.  ..  am,//  =  /.0q  =  ±  JLq\ 

XII.  . .  am*  a  —  aran  1  =  Z.,1  m  2nn, 

wenn  a  >  0;  und 

XHL  .  .  am«  (-  a)  =  am„(-  1)  =  Z.n(-  1)  =  (2«  +  l)rr, 
wenn  «  wieder  ein  positiver  Skalar  ist 

236.  Nach  der  vorhergehenden  Definition  der  Amplitude 
und  nach  der  früher  aufgestellten  Verbindung  zwischen  der 
Multiplication  von  Versoren  und  der  Zusammensetzung  von 
Drehungen  (207)  ist  es  augenscheinlich,  dass  (in  der  gegebenen 
Ebne  und  wenn  man  von  den  Tensoren  absieht)  Multiplication 
und  Division  von  Quaternionen  bezüglich  der  (algebraischen) 
Addition  und  Subtraction  von  Amplituden  entspricht;  so  dass 
wir,  wenn  das  Symbol  am. q  in  dem  allgemeinen  (oder  unbe- 
stimmten) Sinne  der  Gleichung  235,  VI.  gedeutet  wird,  schreiben 
können : 

I.  .  .  am  (</'.'/)  —  amy'  +  auiy; 

II.  . .  am  {q'  :q)  —  am  7'  -am  7; 

und  wir  schliessen  daraus,  dass  in  jeder  Formel  einer  der  Werthe 
des  ersten  Gliedes  unter  den  Werthen  des  zweiten  Gliedes  ent- 
halten ist ;  aber  wir  specialisiren  hier  nicht,  welcher  Werth  es 
ist  Mit  derselben  Allgemeinheit  der  Bedeutung  folgt  augen- 
scheinlich, dass  wir  für  ein  Product  irgend  einer  Anzahl  von 
(complanaren)  Quaternionen  und  für  eine  ganze  Potenz  irgend 
eines  Quaternions  die  entsprechenden  Formeln  haben: 

III.  . .  am  Ilq  m  -5" am?; 

IV.  . .  am. q*  tsp.ain?; 

hier  kann  p  irgend  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl, 
oder  null  sein. 

(1.)  Es  wurde  in  191,  IL  bewiesen,  dass  für  irgend  zwei 
Quaternionen  die  Formel  Uq' q  —  Uq' .  Uq  statt  hat;  und  die- 
ses Ergebniss  kann,  nach  dem  associativen  Princip  der  Multi- 
plication (223),  leicht  auf  irgend  eine  Anzahl  von  quaternion 
Factoren  (complanaren  oder  diplanaren)  ausgedehnt  werden, 
mit  einem  entsprechenden  Resultat  für  Tensoren;  so  dass  wir 
allgemein  schreiben  können: 
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V.  .  .   Ullq  -  //  Uq-         YL..  .1  Ilq  =  II  Tq. 

(2.)  Beschränken  wir  uns  auf  die  erste  dieser  beiden  Glei- 
chungen, und  verbinden  wir  sie  mit  III.,  und  mit  235,  VII., 
so  gelangen  wir  zu  der  wichtigen  Formel: 

VTL  .  .  II  eis  am  q  ( =  11  Uq  —  Vllq  =*  eis  am  //  <y)  =  eis  2'amy; 

und  daraus  ergiebt  sich  im  Besonderen  (vergl.  IV.), 

VIII.  .  .  (eis  am  y)**  —  eis  (/» .  am  y), 

wenigstens  weun  der  Exponent  /»  wieder  irgend  eine  ganze 
Zahl  ist 

(3.)  In  den  letzten  Formeln  können  die  Amplituden 
ara.y,  am.y',  u.  s.  w.,  irgend  welche  Winkelgrossen,  z,  z  u. 
s.  w.,  darstellen;  wir  können  sie  daher  in  folgender  Weise 
schreiben, 

IX. .  .  II  eis  r  =*  eis  2z\        X.  .  .  (eis  z)?  =  eis ]>  r; 

sie  enthalten  somit,  unter  abgekürzten  Formen,  gewisse  bekannte 
und  nützliche  Sätze  in  Betreff  der  Cosinus  und  Sinus  von 
Summen  und  Vielfachen  von  Bogen. 

(4.)  Zum  Beispiel,  wenn  die  Anzahl  der  Factoren  von  der 
Form  eis  z  zwei  ist,  so  haben  wir, 

IX.'.  .  eis  z. eis  z     eis {z' +  z);     X.'. .  (eis z)*=  eis  2 z; 

danach  ist 

cos  (z'-f-  z)  =  »S'(cis  z' .  eis  z)  —  cos  z'  cos  z  —  sin  z'sin  z\ 
sin  (z'-f  z)  —  i_I  F(cisz\  cisz)  —  cos  z'sin  z  +  sin  z'cos  z; 
cos  2  z  =  (cos  z)s  -  (sin  z)J; 
sin  2z  =  2  cosz  sinz; 

und  ähnliche  Resultate  für  mehr  als  zwei  Factoren. 

(5.)  Ohne  ausdrücklich  den  Begriff,  oder  wenigstens  die 
Bezeichnung,  der  Amplitude  einzuführen,  können  wir  die  letzten 
Formeln  IX.  und  X.  aus  der  Betrachtung  der  Potenz  i1  (234) 
ableiten,  wie  folgt.  Die  Potenz  von  <*,  mit  einem  skalar  Ex- 
ponenten /,  haben  wir  in  234,  (5.)  als  ein  Symbol  gedeutet,  das 
einer  Gleichung  genügt,  die  in  folgender  Weise  geschrieben 
werden  kann: 

XL  . .  i*  =  eis  z,    wenn    z  *  \tn\ 
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oder  geometrisch  als  einen  Versor,  der  eine  Linie  um  t  rechte 
Winkel  dreht,  wo  t  irgend  ein  Skalar  sein  kann.  Wir  sehn 
daher  sofort  aus  dieser  Bedeutung,  dass,  wenn  t'  entweder  der- 
selbe oder  irgend  ein  anderer  Skalar  ist,  die  Formel 

XH.  ..t«£*'-  £W( 

oder 

Xm.  ..7i.j'=  i", 

statt  haben  muss,  wie  in  der  Algebra.  Und  da  die  Anzahl 
der  Factoren  »' ,  wie  leicht  zu  sehn  ist,  in  der  letzten  Formel 
willkürlich  ist,  so  können  wir  auch  schreiben, 

XIV.  .  .  ffi*  =  i#9 

wenn  p  ii'gend  eine  ganze*  Zahl  ist.  Aber  die  beiden  letzten 
Formeln  können  nach  XL  in  die  Gleichungen  IX.  und  X. 
verwandelt  werden,  die  wir  daher  auf  diesem  Wege  wiederum 
erhalten,  wenn  auch  die  letzteren  Formen,  nämlich  XIII.  und 
XIV.,  vielleicht  etwas  einfacher  sind;  sie  haben  in  der  That 
das  Ansehn  reiner  algebraischer  Identitäten,  obwohl  wir  sahn, 
dass  ihre  geometrischen  Bedeutungen,  wie  sie  vorher  gegeben 
wurden,  wichtig  sind. 

(6.)  Im  Zusammenhang  mit  derselben  Deutung  IX.  des- 
selben nützlichen  Symbols  t'  mag  hier  bemerkt  werden,  dass 

XV.  ..K.i*  -  j-'; 

und  daas  daher 

XVI. . .  cos      =  S.  i*  =  1  (/«  +  M)j 

XVII. . .  sin  ^  =  M  r.  i'  -  J  I-1  [P  -  i-O- 

(7.)  Wenn  wir  daher  das  Doppelte  jedes  Gliedes  von  XVI. 
zu  irgend  einer  positiven  ganzen  Potenz  p  erheben,  halbiren 
und  z  für  \tn  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  Gleichung, 


•  Wir  werden  bald  sehn,  dass  es  einen  Sinn  hat,  wenn  auch  nicht 
einen  so  ganz  bestimmten,  in  dem  die  Formel  statt  hat,  auch  wenn  der 
Exponent  p  gebrochen  oder  irrational  ist;  nämlich  den,  dass  das  zweite 
Glied  dann  einer  der  Werthe  des  ersten  ist 
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XVni. . .  2*-1  (cos  z)p  =  \  {i*  +  i-*)* 

u.  s.  w., 

=  cos pz  +  p  cos  {p  —  2)  z  +  ■  cos  (p  —  4)  z  -f  u.  s.w., 

mit  der  üblichen  Hegel,  den  Coefficienten  von  cos  Oz  zu 
halbiren,  wenn  p  eine  grade  ganze  Zahl  ist;  und  durch  ein 
entsprechendes  Verfahren  erhält  man  die  bekannten  Entwick- 
lungen von  2p-1  (sin  z)p  für  irgend  einen  positiven  ganzen, 
graden  oder  ungraden  Werth  von  p;  und  viele  andere  bekannte 
Resultate  von  derselben  Art 

237.  Wenn  p  wieder  eine  ganze  Zahl  ist,  so  haben  wir 
die  Transformation, 

L  . .  qP  =  (r  eis  z)p  =  rP  eis pz  =  (Tq)P  eis  (p.am  q); 

in  ihr  (vergl.  190,  161)  können  die  beiden  Factoren,  von  der 
tensor  und  versor  Art,  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

n...  T(q)P  =  {Tq)P=  TqP; 
HI.  .  .  U(qP)  =  {Uq)P  =  UqP] 

und  man  kann  irgend  einen  Werth  (235)  der  Amplitude  am.y 
nehmen,  da  alle  zu  ein  und  demselben  Werth  der  ganzen 
Potenz  qP  fuhren.  Und  wenn  wir  für  I.  die  wenig  verschiedene 
Formel  [vergl.  235,  (3.)], 

IV.  .  .  {qP)n  =  7qP  .  Ci8  {p  .  &mnq), 

substituiren,  wo 

p  =  *t  n  >  0, 

und  m',  «',  n  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  die  erste  als 
Primzahl  zur  zweiten  angenommen  ist,  so  dass  der  Exponent  p 
hier  ein  Bruch  in  seiner  kleinsten  Form,  n  ein  positiver  Nenner 
ist,  während  der  Factor  Tq*  als  ein  positiver  Skalar  anzusehn 
ist  (dessen  positiver  oder  negativer  Logarithmus  in  irgend 
einem  gegebenen  System  gleich  p  X  dem  Logarithmus  von 
Tq  ist),  so  lässt  der  Ausdruck  im  zweiten  Gliede  für  n  ver- 
schiedene Werthe  zu,    die  verschiedenen  Werthen  von  n 

Hamilton,  Qutemionra.  23 
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entsprechen;  sie  sind  genau  die  n' Werthe  (vergl.  234)  der  ge- 
brochenen Potenz  q*.  nach  Grundsätzen,  die  wir  schon  auf- 
gestellt haben;  der  Hauptwerth  dieser  Potenz  entspricht  dem 
Werthe  n  =  0. 

(1.)  Für  irgend  einen  Werth  der  ganzen  Zahl  n  kann  man 
sagen,  dass  das  durch  die  Formel  IV.  definirte  Symbol  {qp)n 
den  n-ten  Werth  der  Potenz  qf  darstellt;  diese  Werthe  kehren 
indessen  periodisch  wieder,  wenn  p,  wie  vorher,  ein  Bruch  ist. 

(2.)  Kürzt  man  (1*)„  in  1%  ab,  so  haben  wir  allgemein, 
nach  235,  XII., 

V. . .  l*n  =  eis  2p nn,  wenn  p  irgend  ein  Bruch  ist; 

diese  Beschränkung  werden  wir  indessen  bald  fallen  lassen; 
im  Besonderen  ist 

VL  . .  der  Hauptwerth  von  1*  =  1  0  =  1. 

(3.)  Macht  man  so,  der  Äeihe  nach,/?  m  |,  p  =  i ,  so  haben  wir 

VH. . .  lK  =  cisnjr,     1*0  =  +  1,    1*,  =  -  l, 
1*2  =  -f  1,  u.  8.  w.; 

Vin...!*,  =  cis^L,        1*0  =  1, 

i       _1  +  .V3       a  _  -1-1/3 
1    i  2        '  *  2  ' 

1*3  =  1,  U.  8.  W. 

(4.)  Bezeichnet  man  ebenso  den  w-ten  Werth  von  (  —  1)? 
durch  das  abgekürzte  Symbol  (-1)'«,  so  haben  wir  in  dem- 
selben Sinne  (vergl.  235,  XLTL),  für  irgend  einen  gebrochenen* 
Werth  von  p, 

IX. .  .  (—  1)*.  =  eis  p  (2  n  +  1)  k; 
und  danach  ist  (vergl.  232), 

X. .  .  (-1)*0  -  eis  f  =  +  i,     (-1)*,  =  cis^  =  -  t, 
(-1)*,  =  +  i,  u.  s.  w.; 


•  Wie  vorher,  ist  diese  Beschränkung  nur  eine  augenblickliche. 
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und 

XL..(-l)*.-ü^,    (-D*,  —  I, 
(-l)»,-i=iÖ,».tw, 

und  diese  drei  Werthe  von  (— l)i  kehren  periodisch  wieder. 

(5.)  Die  Formel  IV.  ergiebt  allgemein,  nach  V.,  die  Trans- 
formation 

XII.  .  .  {q')n  =  (q')Q  eis  2  p  n  n  =  1*„  {q*)0; 

so  dass  der  n-te  Werth  von  q*  gleich  dem  Hauptwerth  dieser 
Potenz  von  q  ist,  multiplicirt  mit  dem  entsprechenden  Werthe 
derselben  Potenz  der  positiven  Einheit;  und  es  mag  hervor- 
gehoben werden,  dass,  wenn  die  Basis  a  irgend  ein  positiver 
Skalar  ist,  die  p-te  Hauptpotenz,  (a')0,  nach  unseren  De- 
finitionen einfach  der  arithmetische  Werth  von  a*  ist. 

(6.)  Der  n-te  Werth  der  ^-ten  Potenz  irgend  eines  nega- 
tiven Skalars,  —  a,  ist  ebenso  gleich  der  arithmetischen  p-ten 
Potenz  des  positiven,  entgegengesetzten  Skalars,  -f  a,  multiplicirt 
mit  dem  entsprechenden  Werthe  derselben  Potenz  der  nega- 
tiven Einheit;  oder  in  Zeichen, 

xin. . .  (-«)*„  =  (-  iyn  (aP)o 

=  (a*)0  eis  p  (2  n  +  1)  3T. 

(7.)  Die  Formel  IV.  und  ihre  Folgerungen  V.,VL,  IX.,  XII., 
XTTT.  können  so  ausgedehnt  werden,  dass  sie  als  einen  Grenzfall 
den  Fall  einschliessen,  wenn  der  Exponent  p  wieder  ein  Skalar 
ist  und  incommen8urabel  oder  irrational  wird;  und  obwohl  die 
Anzahl  der  Werthe  der  Potenz  q*  dann  unbegrenzt  [vergl. 
234,  (4.)]  wird,  so  können  wir  dann  doch  einen  von  ihnen 
wieder  als  den  Hauptwerth  dieser  (jetzt)  irrationalen  Potenz 
ansehn;  nämlich  den  Werth, 

XIV. . .  {q*)0  =  TqP  .  eis  {p  am0  y), 

welcher  der  Hauptamplitude  [235,  (3.)]  des  vorgeschlagenen 
Quaternions  q  entspricht 

238.  Wir  können  daher  das  Symbol, 

23* 
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1>, 

in  dem  die  Basis,  7,  irgend  ein  Quaternion  ist,  während  der 
Exponent,  p,  irgend  ein  Skalar  ist,  jetzt  als  völlig  gedeutet  an- 
sehn ;  aber  wir  haben  bis  jetzt  noch  keine  Deutung  dem  weiteren 
Symbol  von  derselben  Art, 

beigelegt,  in  dem  beide,  die  Basis  q  und  der  Exponent  q,  (im 
Allgemeinen)  als  Quaternionen  angenommen  werden  sollen, 
wenn  auch  für  die  Zwecke  dieses  Kapitels  als  complanare  (225). 
Dies  zu  thun,  und  zwar  auf  einem  Wege,  der  vollständig  über- 
einstimmt mit  den  vorhergehenden  Festsetzungen  und  Schlüssen, 
oder  besser,  der  sie  umfasst  und  wiedererzeugt,  für  den  Fall, 
wo  der  neue  quaternion  Exponent,  7',  zu  einem  Skalar  ent- 
artet (131),  ist  einer  der  Hauptgegenstände  des  folgenden  Ab- 
schnittes; er  enthält  indessen  auch  eine  Theorie  der  Logarithmen 
von  Quaternionen  und  des  Zusammenhanges  beider,  der  Loga- 
rithmen und  Potenzen,  mit  den  Eigenschatten  einer  gewissen 
Function,  die  wir  das  Ponential  eines  Quaternions  nennen,  und 
zu  deren  Betrachtung  wir  zunächst  Übergehn  wollen. 


Vierter  Abschnitt. 

Ueber  das  Ponential  und  den  Logarithmus  eines  Quaternions; 
und  über  Potenzen  von  Quaternionen,  deren  Exponenten 

Quaternionen  sind. 

239.  Wenn  wir  die  polynome  Function  betrachten, 

L  .  .  P(q,  m)  =  1  +  qx  +  q%  +  , . .  gm, 

in  der  7  irgend  ein  Quaternion  ist  und  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl,  während  wir  (der  Kürze  wegen)  annehmen,  dass 

TT      „    _        9"  _  (=3   9"  \ 

^•••7»-  1  .2.3..  m  {      /'(«+  1)J' 

so  ist  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass,  wie  gross,  aber  endlich 
und  gegeben,  der  Tensor  Tq  auch  sein  mag,  doch  eine  endliche 
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Zahl  m  angegeben  werden  kann,  für  welche  die  Ungleichheit 
besteht, 

HL  .  .  T[P{q,  m  +  n)  -  P{q,  m)]  <  a, 

wenn 

a  >  0, 

wie  gross  die  (positive  ganze)  Zahl  n  auch  sein  mag,  und  wie 
klein  der  (positive)  Skalar  a,  vorausgesetzt,  dass  der  letztere 
gegeben  ist.  Mit  anderen  Worten,  wenn  wir  schreiben 
(vergl.  228), 

IV.  .  .  q  =  x  +  iy,       P  {q,m)  =  Xm+  i  Vm, 

so  kann  stets  ein  bestimmter  Werth  der  Zahl  m  angegeben 
werden,  für  den  die  folgende  Ungleichheit  statt  hat, 

v. . .  (*•„+„  -  Xm)*  +  (Ym+n  -  rmy  <  «» 

wie  gross  die  Zahl  n  und  wie  klein  (aber  gegeben  und  >  0) 
der  Skalar  a  sein  mag.  Es  folgt  augenscheinlich,  dass  jede 
der  beiden  skalar  Reihen,  oder  Aufeinanderfolge  von  skalar 
Functionen, 

vi. . .  x0  =  i,  xl « l  +  r,  xt  -  i  +  *  +  ~  A . .  xm,.. 

VII. .  .  F0  =  0,  F,  =  y,  l\  =y  +  xy, .  .  Ym,  .  .  . 

schliesslich  gegen  eine  feste  und  endliche  Grenze  convergirt, 
von  denen  die  eine  Xx,  oder  einfach  X,  und  die  letztere 
Fx,  oder  1",  genannt  werden  kann,  und  von  denen  jede  eine 
gewisse  Function  der  beiden  Skalare  x  und  y  ist.  Schreibt 
man  dann 

VHL..  Q«X.+  i*K.-  X  +  iTf 

so  müssen  wir  den  Quaternion  Q  (nämlich  die  Grenze,  gegen 
welche  die  folgenden  Reihen  von  Quaternionen, 

IX.  .  .  P(q,0)  =  1,     P(q,\)=l+q,     P(q,2)  =  1  +  q  +  |' ,  .  .  . 

P{q,m),  ... 

schliesslich  convergiren)  ebenfalls  als  eine  gewisse  Function  an- 
sehn, die  wir  die  ponential  Function,  oder  einfach  das  Ponential 
von  q,  nennen  wollen,  weil  sie  gewisse  Exponentialeigenschaften 
besitzt;  und  wir  können  sie  durch  irgend  eines  der  drei  Symbole, 
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•Pfa»»)*    oder   P{q),    oder  einfach  Pq, 
bezeichnen.   Wir  haben  daher  die  Gleichung, 
X. .  .  Ponential  von  q  =  Q  =  Pq  =  1  -f  qx  +  y,  +  . . .  -f  ?x, 
in  der  das  Glied  qm  die  in  II.  angegebene  Bedeutung  hat 

(1.)  Im  Zusammenhang  mit  der  Convergenz  dieser  ponential 
Reihen,  oder  mit  der  Ungleichheit  III.,  mag  hervorgehoben 
werden,  dass,  wenn  wir  schreiben  (vergL  235)  r  =  Tq,  und 
r.  =  Tqm,  wir  nach  212,  (2.)  erhalten, 

XI.  .  .  T[P(q ,  m  +  n)  —  P(q,m)]  ^  P(r,  m  +  n)  -  P(r,  m); 

es  ist  genügend  zu  beweisen,  dass  diese  letzte  Differenz,  oder  die 
Summe  der  n  positiven  Glieder,  rm+1 , . .  rm+n,  <  a  gemacht  werden 
kann.  Wenn  wir  jetzt  eine  Zahl  p  >  2r  —  1  nehmen,  so  er- 
halten wir  rp+i  <  J  r,,  rp+i  <  }  r>+1,  u.  s.  w.,  so  dass  eine 
endliche  Zahl  m  >  p  >  2  r  —  1  angegeben  werden  kann,  so 
dass  r9  <  a;  und  dann  ist, 

XU.  .  .  P(r,m  +  n)  -  P{r,  m)  <  a  (2~l  +  2~»  +  . .  +  2—)  <  a\ 

damit  ist  bewiesen,  dass  die  behauptete  Ungleichheit  besteht. 

(2.)  Im  Allgemeinen  wird  eine  aufsteigende  Reihe  mit 
positiven  Coefficienten,  wie 

XIH.  .  .  A0  +  Ax  q  -f-  A2  q  +  u.  s.  w., 
wo  A0  >  0,  Al  >  0,  u.  s.  w., 
welche  convergent  ist,  wenn  q  in  einen  positiven  Skalar  verwan- 
delt wird,  um  so  mehr  convergent,  wenn  q  ein  Quaternion  ist. 

240.  Es  seien  q  und  q  irgend  zwei  complanare  Quater- 
nionen,  und  q'  sei  ihre  Summe,  so  dass 

LH  l     .  M  Iii  /III 

.  .  q    mm  q  +  q,        q     ,  |  q  j  .  ?; 

dann  haben  wir,  wie  in  der  Algebra,  mit  der  Bedeutung  239,  IL 
von  qm,  und  mit  entsprechenden  Bedeutungen  von  q'm  und 

n' * '  9 "n  -  +  In  -i9i  +  2n-t ?*+••  +  9'o?«, 

wo  7o  =  9  o  =  1  ^t.  Schreibt  man  daher  r  =  Tq,  rm  =  Ty«, 
und  ebenso  r  =  17/,  r"  =  Tq'\  u.s.w.,  so  können  die  beiden 
Differenzen, 

III.  .  .  P  (r,  m) .  P(r,  m)  -  i>(r",  m), 
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und 

IV.  .  .  P{r",  2  m)-  P(r\  m) .  P  (r,  m), 

als  Summen  von  positiven  Gliedern  von  der  Form  rPi.rp  ent- 
wickelt werden,  [die  eine  Summe  enthält  Jm  (m  +  1),  und  die 
andere  enthält  m(m  +  1)  solche  Glieder];  aber  nach  239,  IN. 
kann  die  Summe  dieser  beiden  positiven  Differenzen  kleiner 
als  irgend  ein  gegebener  kleiner  positiver  Skalar  a  gemacht 
werden,  da 

V.  .  .  P{r",  2  m)  -  P[r",  m)  <  «,    wenn  a  >  0, 

vorausgesetzt,  dass  die  Zahl  m  gross  genug  genommen  wird; 
jede  Differenz  wird  daher  zu  0,  wenn  m  gegen  00  convergirt; 
und  das  muss  um  so  mehr  eintreten,  wenn  die  Tensoren,  r,  r', 
r",  durch  die  Quaternionen  q,  q',  q"  ersetzt  werden.  Die 
Function  Pq  ist  daher  dem  exponential  Gesetz, 

VI.  .  .  P(q'  +  q)  =  Pq' .  P q  =  Pq .  Pq, 

unterworfen,  wenn 

(1.)  Wenn  wir  schreiben  [vergl.  237,  (5.)], 
VH.  .  .  P\  —  e, 

dann  ist 

VIII. . .  Px  =  («*)0  =  dem  arithmetischen  Werthe  von  e*; 

wo  e  die  bekannte  Basis  des  natürlichen  Systems  der  Logarithmen 
und  x  irgend  ein  Skalar  ist.  Wir  werden  von  jetzt  an  einfach 
e*  schreiben,  um  den  Haupt-  (oder  arithmetischen)  Werth  der 
x-ten  Potenz  von  e  zu  bezeichnen,  und  so  erhalten  wir  die  ver= 
einfachte  Gleichung, 

VIII'.  .  .  Px'  =  e*. 

(2.)  Wir  haben  somit  schon  einen  Grund,  allgemein  zu 
schreiben, 

IX. .  .  Pq  =  ««; 

aber  diese  Formel  wird  hier  nur  als  eine  Definition  des  Sinnes 
angesehn,  in  dem  wir  das  exponential  Symbol,  deuten; 
nämlich  als  die  kurz  zuvor  erwähnte  ponential  Function,  Pq,  die 
wir  als  die  Summe  der  unendlichen,  aber  convergirenden  Reihe 
239,  X.  ansehn.   Wir  werden  indessen  bald  sehn,  dass  sie  in 
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einer  allgemeineren  Definition  (vergl.  238)  des  Symbols  q«'  ent- 
halten ist. 

(3.)  Für  irgend  einen  Skalar  x  haben  wir  nach  VIIL  die 
Transformation: 

X. . .  x  =  IPx  =  dem  natürlichen  Logarithmus  des  Ponentials 

von  x. 

241.  Das  exponential  Gesetz  (240)  ergiebt  die  folgende 
allgemeine  Zerlegung  eines  Ponentials  in  Factoren, 

L..  Pq  =  P(x+iy)  =  Px.Pirt 

in  ihnen  ist,  wie  wir  eben  gesehn  haben,  der  Factor  Pr  ein 
positiver  Skalar.  Der  andere  Factor,  Piy,  ist,  wie  leicht  zu 
beweisen,  ein  Versor,  und  daher  der  Versor  von  Pq;  ferner 
ist  Px  der  Tensor  desselben  Ponentials;  denn  wir  haben  im 
Allgemeinen, 

EL  .  .  Pq .  P{-  q)~  P  (0)  =  1,  Und  in.  .  .  PKq  =  KPq, 

daher  ist 

IV. . .  (Kq)~  =  K{qa)  =  (sagen  wir)  Kq~   (vergl.  199,  IX.) ; 
und  folglich,  im  Besonderen  (vergl.  150,  158), 
V...  l:Piy  =  P(-iy)  =  KPiy, 

oder 

VL  .  .  NPiy  =  1. 

Wir  können  daher  schreiben  (vergL  240,  IX.,  X.), 

VH.  ..  TPq  =  P$q  =  Px  =  **; 
VIII...       x=Sq  ^ITPq- 
IX. . .  UPq  =  PVq  ~  Piy  =  a1»  =  cisy 

(vergl.  235,  IV.); 
diese  letztere  Transformation  erhält  man  aus  den  beiden  Reihen, 

X.  .  .  SPiy  =  1  —     +  u.  s.  w.  a  cos  y ; 

XI.  . .  i~ 1  VPiy=y  -  y -  +  u.  s.  w.  =  siny. 

Daher  kann  das  Ponential  Pq  in  folgender  Weise  transformirt 
werden ■ 

XTL  .  .  Pq=  Pix  +  iy)  =  e*  cisy. 
(1.)   Wenn  wir  nicht  vorgezogen  hätten,  die  Reihen  für 
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Cosinus  und  Sinus  als  bekannt  anzunehmen,  noch  (zunächst) 
irgend  eine  Einheit  als  Winkeleinheit  auszuwählen,  als  einer 
bekannten,  von  der  ihre  Gültigkeit  abhängt,  so  hätten  wir  in 
folgender  Weise  vorgehn  können.    Schreibt  man: 

XIII. . .  P  iy  =  f  y  +  i<py, 

f(-y)  =  +/y> 
ff  ( -  y)  =  -  <py, 

so  hätten  wir,  nach  dem  exponential  Gesetz  (240), 

XIV.  .  .  /(y  +  f/)  -  S(Piy  .  />«>')  =/y  .fy  -  <fy .  p,'; 

XV. . .  /(y— /)  =  /y  ./.v'  +  yy  •  yy' ; 

und  dann  würde  die  Functionalgleichung,  die  sich  ergiebt,  nämhch 

xvi . .  /(y  +  jO  +/<y-yO  =  V*  .//, 

zeigen,  dass 

XVII. . .  fy  =  cos  ^    X  einem  rechten  Winkel ) , 

welche  Winkeleinheit  wir  auch  adoptirt  haben  mögen,  voraus- 
gesetzt, dass  wir  die  Constante  c  durch  die  Bedingung  be- 
stimmen, 

XVHL . .  c  =  der  kleinsten  positiven  Wurzel  der  Gleichung 

fy«(SPt»  =  0; 

oder  nahezu, 

XVIII'.  . .  c  =  1  •  5708,  wie  das  Studium  der  Reihe*  zeigen  würde. 

(2.)  Wir  würden  somit  einen  Grund  erhalten,  einen  rechten 
Winkel  durch  diese  numerische  Constante,  c,  darzustellen;  oder 
die  Winkeleinheit  so  auszuwählen,  dass  wir  die  Gleichung 
haben, 

XIX.  . .  n  =  2  c  =  der  kleinsten  positiven  Wurzel  der  Gleichung 

(n  bezeichnet  hier  wieder  zwei  rechte  Winkel);  sie  ergiebt 
nahezu 

XIX'  . .  n  =  3  •  14159,  wie  gewöhnlich; 


•  In  der  That,  der  Werth  der  Constante  c  kann  bis  zu  diesem 
Grade  von  Genauigkeit,  durch  einfache  Interpolation  zwiscbeu  den  beiden 
angenäherten  Wcrthen  der  Funktion  /, 

/(l  -5i  =  +0-070737,      /(l-6)=  -0*029200, 

erhalten  werden;  und  folglich  ist  es  nicht  nöthig,  hier  Kunstgriffe  zu  er- 
wähnen, durch  welche  ein  weiterer,  genauerer  Werth  gefunden  werden 
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wir  würden  somit  XVII.  auf  die  einfachere  Form  bringen 
können, 

XX.  .  .  fy  =  cosy. 
(3.)  Was  die  Function  (fy  betrifft,  so  ist,  da 

XXL  . .  {fy)*  +  (y y?  =  Piy .  P(-  iy)  =  1, 
augenscheinlich,  dass  tf>y  =  ±siny  ist;  und  es  ist  leicht  zu 
beweisen,  dass  das  obere  Vorzeichen  genommen  werden  muss. 
In  der  That  kann  man  zeigen  (ohne  irgend  welche  vorläufige 
Kenntniss  der  Cosinus  und  Sinus  vorauszusetzen),  dass  tp c 
positiv  ist,  und  dass  daher, 

XXTI.  .  .  <f  c  =s  -}- 1, 

oder 

XXTTI.  . .  Pic  =  i; 

und  danach  ist 

XXIV.  .  .  ff  y  =S.i~*Piy=  SPi  (y-c)  =/(y  -  c), 

und 

XXV. . .  Piy  =fy  +  if(y  —  c). 
Wenn  wir  daher  c  durch  ■—-  ersetzen,  so  haben  wir 

XXVI.  . .  ff  y  -  cos^.y  —  2  ]  =  siny; 

und 

XXVII.  . .  Piy  =  cisy,     wie  in  IX. 

(4.)  Die  Reihen  X.  XI.  für  den  Cosinus  und  Sinus  könnten 
somit  abgeleitet  werden,  anstatt  als  bekannt  angenommen  zu 
werden;  und  da  wir  die  Grenzwerthe, 

XXVIH.  .  .  lini.y  ^sin^  =  lim.y-1  M  VPiy  =  1, 

haben,  so  folgt,  dass  die  Winkeleinheit,  die  somit  Piy  =  eis  y 
ergiebt,  (wie  üblich)  der  Winkel  ist,  der  durch  einen  Bogen 
um  den  Mittelpunkt  gleich  dem  Radius  umspannt  wird;  oder 
dass  sich  die  Zahl  n  (oder  2  c)  zu  1  verhält,  wie  der  Umkreis 
zum  Durchmesser  eines  Kreises. 

(5.)  Wenn  irgend  eine  andere  Winkeleinheit,  aus  irgend 
einem  Grunde,  ausgewählt  worden  wäre,  so  würde  ein  rechter 
Winkel  dann  durch  eine  andere  Zahl  dargestellt  werden  und 
nicht  nahezu  durch  1  -5708;  aber  wir  würden  wieder  die  Trans- 
formation haben, 
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XXIX.  . .  Piy  —  eis      x  einem  rechten  Winkel  j , 

wenn  auch  nicht  dieselben  Reihen,  wie  vorher,  für  cosyundsiny. 

242.  Behalten  wir  die  übliche  Einheit  bei,  so  sehn  wir, 
nach  241,  XIL,  dass 

I. . .  ,P.2i»k  =  1, 

und 

IL..  P{q  +  2inn)  =  Pq, 

wenn  n  irgend  eine  ganze  Zahl  ist;  es  folgt  daher,  dass  der 
umgekehrte  Werth  der  ponential  Function  P~lq,  oder,  wie  wir 
sie  nennen  können,  das  Imponential,  eines  gegebenen  Quaternions 
q  unendlich  viele  Werthe  hat,  welche  alle  durch  die  Forniel, 

IIL  .  .  l\~lq=*lTq  +  iamny, 

dargestellt  werden  können;  jeder  von  ihnen  genügt  der  Gleichung, 

IV...  PPn-*q=q\ 

und  derjenige,  welcher  dem  Werth  n — 0  entspricht,  kann  dasHaupt- 
imponential  heissen.  Wir  werden  finden,  dass,  weim  der  Exponent 
p  irgend  ein  Skalar  ist,  die  schon  gegebene  Definition  (237, 
IV.,  XIL)  für  den  n-ten  Werth  der  p-teu  Potenz  von  q  uns 
in  den  Stand  setzt,  die  Formel  aufzustellen, 

V...  {q>)*=P{pP«-*q)\ 
und  ich  sclilage  jetzt  vor,  diese  letztere  Formel  durch  eine 
neue  Definition  auf  den  allgemeineren  Fall  (238)  auszudehnen, 
wenn  der  Exponent  ein  Quaternion  q'  ist,  und  somit  allgemein 
für  irgend  zwei  complanare  Quaternionen,  q  und  q'}  die  allge- 
meine exponential  Formel, 

VL  .  .  fof).  =  P(q'Pn-lq), 

hinzuschreiben;  den  Hauptwerth  von  qft'  denken  wir  uns  wieder 
dem  Werthe  «  =  0  entsprechend,  oder  der  Hauptamplitude  von 
q  [vergL  235,  (3.)]. 
(1.)  Zum  Beispiel, 

VH.  .  .  =  P(q  P-U)  -  Pq, 

da 

=  1; 

das  Ponential  Pq,  das  wir  in  240,  (2.)  übereinkamen  einfach 
mit  i«  zu  bezeichnen,  ist  daher,  wie  wir  jetzt  sehn,  in  der  That 
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nach  unserer  allgemeinen  Definition  der  Hauptwerth  dieser 
Potenz,  oder  des  Exponentials. 

(2.)  Mit  denselben  Bezeichnungen  ist, 

VIII. ..  «'»  -  eis  y, 

cosy  =  K«1»  +  «-'»)» 
sin// =^(e'v -€-'»); 

die  beiden  letzteren  unterscheiden  sich  von  den  gebräuchlichen 
imaginären  Ausdrücken  für  Cosinus  und  Sinus  nur  durch  die 
geometrische  Reellitat*  des  Versors  U 

(3.)  Der  Cosinus  und  Sinus  eines  Quaternions  (in  der  ge- 
gebenen Ebne)  kann  jetzt  durch  die  Gleichungen  definirt 
werden: 

IX. . .  cos?  =        +  «-'«); 
X...  sin 7  =  ^- («;«-«-«;; 

und  wir  können  schreiben  (vergl.  241,  IX.), 

XL  . .  cisy  =  f  '«  =  Piq. 

(4.)  Bei  dieser  Bedeutung  von  cisy  findet  die  exponential 
Eigenschaft,  236,  IX.,  X.,  auch  jetzt  noch  statt;  und  wir  können 
schreiben, 

XIL  .  .  (q*)n  =P(q'l  Tq)  .  P{iq'  am,  q) 
=  {Tq)/  eis  {q'amnq)] 

eine  Formel,  die  augenscheinlich  die  entsprechende,  237,  IV., 
für  den'  n-ten  "Werth  der  />-ten  Potenz  von  q  einschliesst, 
wenn  p  ein  Skalar  ist. 

(5.)  Die  Definitionen  III.  und  VI.,  in  Verbindung  mit  235, 
XIL,  ergeben  allgemein, 

XIIL  . .  1„«  =  (K)«  =  P.2innq'\ 

XIV...  (y«-)n  =  ln«'.(7')o; 

die  letztere  Gleichung  umschliesst  die  Formel  237,  XIL 
(6.)  Dieselben  Definitionen  ergeben, 


•  Vergleiche  232,  (2.),  und  die  Anmerkungen  zu  Seite  324,  331. 
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XV...P-U  = 

XVL..(.%-e-f; 

diese  letztere  Gleichung  stimmt  mit  einer  bekannten  Deutung 
des  Symbols, 

überein,  das  man  in  der  Algebra  als  Bezeichnung  für  eine 
reelle  Grösse  ansieht 

(7.)  Die  Formel  VI.  kann  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt 
werden,  in  dem  der  Exponent  q'  ein  Quateraion  ist,  der  nicht 
in  der  gegebenen  Ebne  von  i  liegt,  und  daher  mit  der  Basis 
q  nicht  complanar  ist;  wir  können  somit  schreiben, 

XVLL  . .  (<i)fl  =  F(/JPÄ->i)  =  p{  -  lfj  =  -  A; 

doch  es  würde  dem  Zwecke  dieses  Kapitels  fernliegen  (225), 
in  irgend  welche  weitere  Einzelheiten  einzugehn ,  in  Betreff  der 
Deutung  des  exponential  Symbols  qq'  für  den  Fall  diplanarer 
Quaternionen,  obwohl  wir  sehn,  dass  es  keine  Schwierigkeit 
hat,  ihn  zu  behandeln  nach  dem,  was  ich  in  Betreff  complanarer 
Quaternionen  gezeigt  habe. 

243.  Was  den  allgemeinen  Logarithmus  q '  eines  Quaternions 
q  (in  der  gegebenen  Ebne)  betrifft,  so  können  wir  ihn  als 
irgend  einen  Quatemion  betrachten,  welcher  der  Gleichung  genügt, 

I.  .  .  e«'=  Pq'  =  9; 

und  unter  diesem  Gesichtspunkte  ist  er  einfach  das  Imponential 
P~1q,  dessen  n-ter  Werth  durch  die  Formel  242,  III.  aus- 
gedrückt ist.  Und  das  Hauptimponential,  das  (wie  vorher) 
dem  Warthe  w  =  ü  entspricht,  kann  der  Hauptlogarithmus, 
oder  einfach  der  Logarithmus,  des  Quaternions  q  heissen,  und 
kann  durch  das  Symbol, 

bezeichnet  werden;  so  dass  wir  schreiben  köunen, 

L  . .  lg  =  Pü~lq  =  lTq  +  i  am07; 
oder  noch  einfacher, 
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IL  .  .  lq  =  l{Tq.  Uq)  =  ITq  +  Wq, 

denn  es  ist  ITUq  —  II  =  0,  und  daher, 

III.  .  .  lUq  =  i  am0  y. 
Wir  haben  daher  die  beiden  allgemeinen  Gleichungen, 

IV.  .  .  Slq  =  /T?;       V.  .  .  Vlq  =  /£fy; 

in  ihnen  ist  ITq  wieder  der  skalar  und  natürliche  Logarithmus 
des  positiven  Skalars  Tq. 

(1.)  Als  Beispiele  [vergL  235,  (2.)  und  (4.)]  mögen  dienen, 

VI. . .  Ii  =  |  <*;      VII. . .  /(-  1)  «-  i». 

(2.)  Der  allgemeine  Logarithmus  von  q  kann  durch  irgend 
eines  der  Symbole, 

log.y,   oder   log  y,    oder  (log  q)n, 

bezeichnet  werden;  das  letzte  bezeichnet  seinen  n-ten  Werth; 
und  wir  haben  daher 

VILL  .  .  (log  q)n  =  lq  +  2inn. 

(3.)  Die  Formel, 

IX. .  .  log.  q'q  =  log  q  +  log  q,  wenn  q'\ 1 1  q, 

findet  in  dem  Sinne  statt,  dass  jeder  Werth  des  ersten  Gliedes 
einer  der  Werthe  des  zweiten  (vergL  236)  ist» 

(4.)  Es  ist  der  Hauptwerth  von  7«'=««''«;  und  ein  Werth 
von  log.  9*'  =  q'lq. 

(5.)  Der  Quotient  zweier  allgemeinen  Logarithmen, 

kann  der  allgemeine  Logarithmus  des  Quaternions,  q\  in  Bezug 
auf  die  complanare  quaternion  Basis  q  heissen;  und  wir  sehn, 
dass  sein  Ausdruck  zwei  willkürliche  und  unabhängige  ganze 
Zahlen  enthält*,  während  sein  Hauptwerth  als  Iq'.lq  definirt 
werden  kann. 


•  Wie  der  entsprechende  Ausdruck  in  der  Algebra,  nach  Graves 
und  Ohm. 


Digitized  by  Google 


Kap.  II.]  Gleichungen  von  algebraischer  Form.  355 


Fünfter  Abschnitt. 

Ueber  endliche*  (oder  vielgliedrige)  Gleichungen  von  alge- 
braischer Form,  welche  oomplanare  Quaternionen  enthalten; 
und  über  die  Existenz  von  n  reellen  quaternion  Wurzeln 
irgend  einer  solchen  Gleichung  n-ten  Grades. 

244.  Wir  haben  gesehn  (233),  dass  eine  Gleichung  von 
der  Form, 

L . .     -  Q  -  0, 

in  der  n  irgend  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl,  und  Q  irgend 
ein**  gegebener,  reeller,  und  wirklicher  Quaternion  (144)  ist,  stets 
n  reelle,  wirkliche  und  ungleiche  quaternion  Wurzeln  q  hat,  die 
mit  Q  complanar  sind;  nämlich  die  n  verschiedenen  und  reellen 

Werthe  des  Symbols  Qi  (233,  VIII.),  die  nach  der  Methode 
bestimmt  werden,  welche  wir  letztlich  niedergelegt  haben. 
Dieses  Resultat  ist  indessen  in  einem  viel  allgemeineren  Satze 
eingeschlossen,  der  quaternion  Gleichungen  von  algebraischer 
Form  betrifft;  wenn  nämlich  ql}  q%i . .  qn  irgend  welche  n  ge- 
gebenen, reellen  und  complanaren  Quaternionen  sind,  dann  hat 
die  Gleichung, 

n. . .  q*+  q^—^  qtqn-1+    +  qn  =  0, 

stets  n  reelle  quaternion  Wurzeln,  q\  q",  .  .  qi*\  in  der 
gegebenen  Ebne  und  nicht  mehr;  von  diesen  Wurzeln 
können  indessen  einige,  oder  alle,  gleich  sein  in  Folge  ge- 
wisser Beziehungen,  die  zwischen  den  n  gegebenen  Coöfficienten 
bestehn. 


*  Wir  sagen:  endliche  Gleichungen,  und  beabsichtigen  damit  nur, 
hier  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Gliedern  auszuschlieasen ,  wie 
Fq  =  1 ;  diese  Gleichung  hatte,  wie  wir  sahn  (242),  unendlich  viele  Wurzeln, 
welche  durch  den  Ausdruck  q  =  2tnn  dargestellt  werden,  in  dem  n  irgend 
eine  ganze  Zahl  sein  kann. 

**  Wir  haben  zwar  angenommen,  dass  Q|j|t  (225)  ist;  aber  es 
hindert  uns  nichts,  in  irgend  einem  anderen  Falle  für  » den  Vcrsor  UVQ 
zu  setzen  und  dann  wie  vorher  zu  verfahren. 


356 


Elemente  der  Qu&teniionen. 


[TheU  II. 


245.  Als  eine  aridere  Form  desselben  Satzes  können  wir 
sagen,  dass  wenn  wir  schreiben, 

L  .  .  FHq  =  7»  +  y,  .  .  +  7«, 

—  die  Coeth'cienten  qr .  7«  seien  dieselben  wie  vorher — jede  solche 
vielgliedrige  Function,  Fn  7,  gleich  einem  Product  von  n  reellen, 
complanaren  und  linearen  (oder  zweigliedrigen)  Factoren,  von 
der  Form  7  —  7'  ist;  oder  dass  man  beweisen  kann,  dass  eine 
Gleichung  von  der  Form, 

EL..  FHq  =  (q-q')  (q  -  y") . .  {q  -  fW), 

in  allen  Fällen  besteht;  wenn  wir  auch  mit  unseren  gegen- 
wärtigen Methoden  nicht  im  Stande  sind,  Ausdrücke  für  die 
Wurzeln,  7',.  .  7<*t,  mit  Hülfe  der  Coefficienten  7,,...  qn  anzu- 
geben. 

246.  Oder  wir  können  sagen,  dass  es  stets  ein  gewisses 
System  von  n  reellen  Quaternionen,  q',  u.  s.  w.,  J  j  j  i  giebt,  die 
dem  System  von  Gleichungen,  von  bekannter  algebraischer 
Form, 

III  .  .       q'q  -  +  y'f-  +  q'q'"  +  . .  =  +  y, J 

'/VV"  +  --  =  -y3;  u.  s.  w.; 

genügen. 

247.  Oder  da  die  Differenz  Fnq  —  Fnq'  durch  9  —  7',  wie 
in  der  Algebra,  theilbar  ist,  unter  den  angenommenen  Beding- 
ungen der  Complanarität  (224),  so  ist  es  ausreichend  zu  sagen, 
dass  wenigstens  ein  reeller  Quaternion  7'  stets  besteht,  (mögen  wir 
ihn  angeben  können  oder  nicht),  welcher  der  Gleichung  genügt, 

IV.  ..  iv/  =  0; 
in  ihr  hat  das  Polynom  F  die  vorige  Form  (245,  I.). 

248.  Oder  endlich  können  wir  auch,  da  der  Satz  augen- 
scheinlich für  den  Fall  n  =  1  wahr  ist,  während  der  Fall 
244,  I.  betrachtet  worden  ist,  und  der  Fall  qH  —  0  durch  die 
Annahme  7  =  0  befriedigt  wird,  ohne  wesentlichen  Verlust 
an  Allgemeinheit,  den  vorigen  Ausspruch  auf  den  folgenden 
zurückführen: 
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Jede  Gleichung  von  der  Form*, 

L  . .  y(y-y')(y-y: )..  (y_y:»-i  )  =  q 

in  der  </',q",  ..  und  Q  irgend  welche  reellen  und  gegebenen 
Quaternionen  in  der  gegebenen  Ebne  sind,  von  denen  wenigstens 
Q  und  y'  als  wirklich  (144)  angenommen  werden  können,  wird 
durch  wenigstens  einen  reellen,  wirklichen  und  complanaren 
Quaternion  y  befriedigt. 

249.  Nehmen  wir  an ,  dass  die  letzten  m  —  1  von  den 
«  —  1  gegebenen  Quaternionen  q  ..  y<n-»  verschwinden,  da.ss 
dagegen  die  n  —  m  ersten  unter  ihnen  wirklich  sind,  wo  m  irgend 
eine  ganze  Zahl  zwischen  1  und  n  —  1  sein  kann,  und  führen 
wir  einen  neuen  reellen,  bekannten,  complanaren  und  wirklichen 
Quaternion  yo  ein,  welcher  der  Bedingung  genügt, 

TT      „ »  _  Q  

so  können  wir  die  vorige  Gleichung  I.  in  folgender  Weise 
schreiben, 

»••/f-e9"(^-i)(r-,)-(r^-,)-ii 

und  können  sie  (nach  187,  159,  235)  in  die  beiden  folgenden 
zerlegen: 

IV. .  .  Tfq  =  1 ;    und    V.  .  .  Ufq  -  1, 

oder 

*  Die  entsprechende  Form  der  algebraischen  Gleichung  n-ten 
Grades  ist  durch  Mourey,  in  seinem  so  geistvollen  und  an  ursprünglichen 
Gedanken  reichen  kleinen  Werke,  mit  dem  Titel:  La  vraie  theorie  des 
Quantites  negatives,  et  des  Quantites  pretendues  imaginaires  (  Paris,  1828) 
gegeben  worden.  Ich  habe  auch  fordernde  Hülfe  fürden  geometrischen  Beweis 
des  Satzes  im  Text  aus  demselben  Werke  entnommen;  in  ihm  ist  indessen 
die  hier  (in  251)  ein  Oval  genannte  Curve  doch  wohl  nicht  mit  hinreichender 
Genauigkeit  definirt;  die  Ungleichheit,  die  ich  hier  als  251,  XII.  aufge- 
zählt habe,  wird  dort  nicht  benutzt.  Ks  ist  zu  beachten,  dass  Mourcys 
Buch  keinen  Hinweis  auf  unsere  Rechenart  enthält;  es  beschränkt  sich, 
wie  die  Double  Algebra  von  Prof.  Dr.  Morgan  (London,  1849),  und  wie 
das  ältere  Werk  von  Herrn  Warren  (Cambridge,  1828)  auf  Aufgaben  in 
der  Ebne;  der  wahre  Begriff  des  Quaternions  enthält  dagegeu,  wie  wir 
gesehn  haben,  eine  Beziehung  zum  Räume  von  drei  Dimensionen. 

Hamilton,  (ju»ten»iunen.  24 
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VL  .  .  am/7  =  2/»*5 

hier  ist  p  eine  gewisse  ganze  Zahl  (mit  Einschluss  der  Null  und 
der  negativen  Grössen). 

250.  Um  der  Gleichung  eine  mehr  geometrische  Form  zu 
geben,  sei  X  irgend  eine  gegebene  oder  angenommene  Linie 
1 1  j  i,  und  es  möge  angenommen  werden,  dass  a,  ß, . .  und  p,  <j, 
oder  OA,  OB,.,  und  OP,  OS,n  —  m+2  weitere  Linien  in 
derselben  Ebne  seien,  und  dass  <pg  eine  bekannte  skalar 
Function  von  p  sei,  so  dass 

VII.  .  .  U  =  q'Xy       ß  »  q"  /.,  .  .       p  —  q  /.,       a  -  qQ  /., 

ist,  und 

xrTTT  f      fe\mif-»  Q~t       (OP\*  AP  BP  . 

VIIL..  Te=/y  =  ^j  .«  n  ,s_c...*^_J  .0J.0Ä...; 

der  zu  beweisende  Satz  kann  dann  so  ausgesprochen  werden: 
was  für  ein  System  von  reellen  Punkten,  O,  A,  B,  .  .  und  S, 
in  einer  gegebenen  Ebne,  und  was  für  eine  positive  ganze  Zahl  m 
auch  angenommen,  oder  gegeben  werden  mag,  es  giebt  stets 
wenigstens  einen  reellen  Punkt  P}  in  derselben  Ebne,  welcher 
den  beiden  Bedingungen  genügt: 

IX.  .  .  Ttpo  =  1 ;       X.  . .  am  qp  p  =  2pn. 

251.  Welchen  Werth  1 1 '  |  i  wir  auch  für  den  Versor 
(oder  Einheitsvector)  Uq  annehmen  mögen,  es  giebt  stets 
wenigstens  einen  Werth  des  Tensors  Tg,  welcher  der  Be- 
dingung IX.  genügt;  denn  die  Function  Tqpp  verschwindet  mit 
To,  und  wird  unendlich,  wenn  Tg  =  oo  wird,  da  sie  sich  con- 
tinuirlich  (wenn  auch  vielleicht  mit  Schwankungen)  in  diesem 
Intervall  ändert  Beachten  wir  daher  nur  den  kleinsten  Werth 
(wenn  es  mehr  als  einen  giebt)  von  Tg,  der  Ttpg  somit  gleich 
der  Einheit  macht,  so  können  wir  uns  eine  reelle,  unzweideutige 
und  skalar  Function  \pi  denken,  welche  die  beiden  folgenden 
Eigenschaften  hat: 

XL  . .  Trp^i)  =  1 ; 
XII...  Trp{ziyt)  <  1,         wenn.r>0,  <  1. 

Und  auf  diese  Weise  kann  man  sich  vorstellen,  dass  die  Glei- 
chung, oder  das  System  von  Gleichungen, 
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XIIL  .  .  g  =  txffi,      oder      XIV.  .  .  Ug  =  /,      To  =  ip  /, 

eine  reelle,  endliche  und  ebne  geschlossene  Curve  darstellt, 
die  wir  im  Allgemeinen  ein  Oval  nennen  wollen,  und  welche 
die  beiden  folgenden  Eigenschaften  hat:  1)  jede  grade  Linie, 
oder  jeder  Strahl,  der  von  dem  Anfangspunkt  O  aus  in  irgend 
einer  beliebigen  Richtung  in  der  Ebne  gezogen  wird,  trifft  die 
Curve  einmal,  aber  nur  einmal;  und  2),  mcht  einer  der  n  —  m 
anderen  gegebenen  Punkte  A,  B,..  liegt  auf  dem  Oval,  denn 
es  ist  (p  a  =  (f  ß  =  .  .  =  0. 

252.  Nachdem  wir  die  vorigen  Sätze  aufgestellt  haben, 
denken  wir  uns  einen  Punkt  P,  der  sich  in  positiver  Richtung 
in  Bezug  auf  den  gegebenen  inneren  Punkt  O  bewegt,  und  der 
einen  Umlauf  des  Ovals  beschreibt;  wie  auch  die  gegebene 
Richtung  der  Linie  OS  sein  mag,  die  Amplitude  am  (p:<x), 
die  wir  uns  als  continuirlich*  veränderlich  denken,  wird  in 
Folge  dieses  einen  positiven  Umlaufs  um  vier  rechte  Winkel, 
oder  um  2ji,  anwachsen;  und  folglich  wird  die  Amplitude  des 
Factors  linker  Hand  (p  :  <t)",  von  <p g,  zu  gleicher  Zeit  um2m» 
anwachsen.  Wenn  dann  der  Punkt  A  auch  im  Innern  des 
Ovals  liegt,  so  dass  die  Linie  OA  verlängert  werden  muss, 
um  die  Curve  zu  treffen,  so  wird  der  Strahl  AP  ebenfalls 
einen  positiven  Umlauf  gemacht  haben,  und  die  Amplitude 
des  Factors  (g  —  a) :  a  wird  um  2  n  angewachsen  sein.  Wenn 
dagegen  A  ein  äusserer  Punkt  ist,  so  dass  die  endliche  Linie 
OA  die  Curve  in  einem  Punkte  M  schneidet,  und  sie  daher 
nicht  mehr  trifft,  wenn  sie  weiter  verlängert  wird,  obwohl  die 
Verlängerung  der  entgegengesetzten  Linie  AO  sie  einmal  In 
einem  gewissen  Punkte  N  treffen  muss,  so  hat  der  Strahl 
APj  während  der  Punkt  P  zuerst  den,  wie  wir  ihn  nennen 
können,  positiven  Halbumlauf  von  M  nach  N  vollfuhrt  und 
danach  den  weiteren  positiven  Halbumlauf  von  N  wieder 
nach  M,  um  seine  Anfangs-  und  Endlage,  nämlich  um  die 
Linie  AO,  nur  oscillirt,  ohne  die  entgegengesetzte  Richtung 
jemals  zu  erreichen;  in  diesem  Falle  hat  dalier  die  Amplitude 
am  (AP:  O  A),  wenn  wir  sie  wieder  als  continuirlich  veränder- 

*  Das  heisst,  sie  soll  keine  plötzliche  Zunahme,  oder  Abnahme,  um 
einen  oder  mehrere  ganze  Umlaufe  [vergl.  235,  (1.)]  erfahren. 
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lieh  annehmen,  nur  in  ihrem  Werthe  hin  und  hergesehwaukt,  und 
(im  Ganzen)  überhaupt  keine  Veränderung  erlitten.  Und  da 
genau  gleiche  Betrachtungen  auf  die  anderen  gegebenen  Punkte, 
B,  u.  s.  w. ,  anwendbar  sind,  so  folgt,  dass  die  Amplitude, 
am  (f  p,  des  Productes  (VIII.)  aller  dieser  Faetoren,  einen  Ge- 
sammtzuwachs  =  2  (m  +  t)  n  erhalten  hat  (nach  236),  wenn  t 
die  Anzahl  (die  null  sein  kam»)  der  gegebenen  inneren  Punkte, 
A,  B,  .  .  ist;  während  die  Zahl  m  (nach  249 j  wenigstens  =  1 
ist.  Daher  hat  die  Amplitude  am  ff  p,  während  P  (wie  vorher) 
einen  positiven  Umlauf  vollführt,  wenigstens  m  mal,  und  daher 
wenigstens  einmal,  einen  Werth  von  der  Form  2p  n  ange- 
nommen; und  folglich  ist  die  Bedingung  X.  wenigstens  einmal 
erfüllt  worden.  Dagegen  wird  die  weitere  Bedingung,  IX,  durch- 
weg erfüllt,  in  Folge  der  angenommenen  Constructionsweise 
des  Ovals;  es  giebt  daher  wenigstens  eine  reelle  Lage  von  P 
auf  der  Curve,  für  welche  <jr  g  oder  y>y  =  1  ist;  so  dass  für 
diese  Lage  des  Punktes  die  Gleichung  249,  III.,  und  daher 
auch  die  Gleichung  248,  I.  befriedigt  wird.  Der  Satz  des 
Art.  248,  und  folglich  auch  (nach  247)  der  Satz  des  Art.  244, 
und  seine  Umformungen  245  und  246,  sind  daher  damit  bewiesen. 

Fl(r.  6-,.  253.  Dieser  Schluss  ist  so 

p  wichtig,  dass   es  mir  nützlich 

scheint,  die  allgemeine  Betrach- 
&-*  '      tjZ*'  tung  dadurch  zu  erläutern,  dass 

wir   sie  auf  den  Fall  einer 
quadratischen  Gleichung  anwenden,  von  der  Form, 

oder 

n  «  {  v       t\      0P  A  P  1 


Wir  haben  jetzt  zu  beweisen  (vergl.  250,  VIII.),  dass  ein 
(reeller)  Punkt  P  existirt,  der  die  vierte  Proportionale  (226) 
zu  den  drei  Linien  OA,  OP,  A  P  gleich  einer  gegebenen  Linie 
08,  oder  AB,  macht,  wenn  die  letztere  =  ()$  gezogen  wird; 
oder  welcher  der  folgenden  Bedingung  der  Aehnlichkeit  von 
Dreiecken  (118)  genügt, 

III...  JAOPQCPAB] 
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und  das  schliesst  die  Gleichung  zischen  den  Rechtecken  ein, 

IV...  OP.A~P  =  OA.AB. 
Fi?.  55,  bb.  (Vergleiche    die    beiden    Figuren  55 

und  55,  bis.)  Denken  wir  uns  also, 
dass  eine  continuirliche  Curve*  be- 
schrieben wird,  als  ein  Ort  (oder  ein 
Theil  des  Ortes)  von  Pf  nach  der  Glei- 
chung IV.,  und  dass  die  weitere  Be- 
dingung, wenn  nöthig,  erfüllt  ist,  dass 
O  innerhalb  derselben  liegt;  der  Art,  dass,  wenn  (wie  in  Fig.  56) 
eine  gerade  Linie  von  O  aus  den  allgemeinen  oder  Gesammt- 
ort in  verschiedenen  Punkten,  3f,  AT,  N',  trifft,  wir  sie  alle 
mit  Ausnahme  des  Punktes  M,  der  O  am  nächsten  ist,  nicht 
beachten,  als  nicht  zu  dem  hier  betrachteten  Oval  gehörig 
(vergl.  251,  XII.);  dann  wird,  wenn  P  sich  auf  diesem  Oval 
von  M  nach  N,  in  der  positiven  Richtung  in  Bezug  auf  O  be- 
wegt, und  dann  wieder  von  N  nach  M.  so  dass  der  Strahl  OP 

einen  positiven  Umlauf  aus- 
führt, und  die  Amplitude 
des  Factors  OP.OS  all- 
mählig  um  2  n  anwächst,  der 
Strahl  A  P  ebenfalls  einen 
positiven  Umlauf  ausfuhren, 
oder  sich  (im  Ganzen)  über- 
haupt nicht  umdrehen,  und  die  Ampütude  des  Factors  AP.OA 
wächst  um  2»  oder  um  0,  je  nachdem  der  Punkt  A  im  Innern 
oder  ausserhalb  des  Ovals  liegt.  In  dem  einen  Falle  wächst 
daher  die  Amplitude  am  tp  p  des  Productes  um  4  n  (wie  in 
Fig.  55.  bis),  und  in  dem  anderen  Falle  wächst  sie  um  2* 
(wie  in  Fig.  56);  so  dass  sie  in  jedem  Falle  wenigstens  einmal 
einen  Werth  von  der  Form  2  p  n  annimmt,  was  auch  ihr  An- 
fangswerth gewesen  sein  mag.  Daher  haben  wir  wenigstens 
für  eine  reelle  Lage  P,  auf  dem  Oval, 

*  Diese  Curve  vierten  Grades  ist  die  wohlbekannte  Cassini'sche 
Curve;  wenn  sie  dagegen,  wie  in  Fig.  56,  in  zwei  getrennte  Ovale 
zerfällt,  so  behalten  wir  hier,  als  das  im  Beweise  gebrauchte,  nur  das 
uin  O  beschriebene  Oval  bei,  und  verwerfen  für  jetzt  dasjenige,  in  dem 
Ä  liegt. 
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V. . .  am  <p  g  =  1 , 

und  daher 

vi . .  Uye-i] 

dagegen  ist  durchweg 

vn. ..  7><>  =  i, 

nach  der  Construction,  oder  nach  der  Gleichung  des  Ortes  IV. ; 
die  geometrische  Bedingung  rp  g  =  1  (II.)  wird  daher  wenigstens 
durch  einen  reellen  Vector  g  erfüllt;  und  folglich  wird  die 
quadratische  Gleichung  fq  =  1  (L)  wenigstens  durch  eine  reelle 
Quaternionwurzel,  q  «=  p :  K  (250,  VII.),  befriedigt.  Dagegen  hat 
die  vorige  Form  I.  dieselbe  Allgemeinheit,  wie  die  frühere  Form, 

Vm.  .  .  F2  q  =     +  fh  q  +  qt  =  0     (vergl.  245), 

wo  ql  und  q2  irgend  zwei  gegebene,  reelle,  wirkliche  und  com- 
planare  Quaternionen  sind;  es  giebt  daher  stets  einen  reellen 
Quaternion  q  in  der  gegebenen  Ebne,  welcher  der  Gleichung, 

Vitt'.  .  F2q'=  q  >  +  qlq'  +  qi  =  0      (vergl.  247), 
genügt;  subtrahirt  man  daher  und  dividirt  mit  q—q\  wie  in 
der  Algebra  (vergl.  224),  so  erhält  man  die  folgende  reducirte, 
oder  lineare,  Gleichung  für  q, 

IX.  . .  q  +  q  +  y,  =  0, 

oder 

IX. .  .q  =  q"=  -  q  —qx    (vergl.  246). 

Die  quadratische  Gleichung  VUL  hat  daher  eine  zweite  reelle 
quaternion  Wurzel,  q ",  die  in  der  vorigen  Beziehung  zur  ersten 
steht ;  und  da  die  quadratische  Function  q  (vergL  wieder  245) 
sonnt  in  zwei  lineare  Factoren  zerlegbar  ist,  oder  auf  die  Form, 

X.  .  .  F.,q  =  (q  -  q')(q  -  q"), 

gebracht  werden  kann,  so  kann  sie  nicht  für  irgend  einen 
dritten  reellen  Quaternion  q  verschwinden ;  so  dass  (vergl.  244) 
die  quadratische  Gleichung  nicht  mehr  als  zwei  solche  reellen 
Wurzeln  hat. 

(1.)  Die  cubische  Gleichung  kann  daher  auf  die  Form 
(vergl.  248)  gebracht  werden, 

XL..F,q  =  q'+  qrf+  q2q  -J-      =  q  {q  -  q*)  {q  -  q  ')  +  q,  =  0; 

sie  hat  daher  eine  reelle  Wurzel,  nennen  wir  sie  q ,  nach  dem 
allgemeinen  Beweise  (252),  den  wir  vorher  für  den  Fall  der 
quadratischen  Gleichung  erläutert  haben;  subtrahiren  wir  daher 
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(vergl.  247)  die  Gleichung  F3q  =  0,  und  dividiren  mit  q  —  q\ 
so  können  wir  die  eubische  Gleichung  auf  eine  quadratische 
reduciren,  die  zwei  neue  reelle  Wurzeln,  9"  und  7",  haben 
wurde;  und  somit  kann  die  eubische  Function  auf  die  Form 
gebracht  werden, 


und  diese  Form  kann  nicht  für  irgend  einen  vierten  reellen 
Werth  von  7  verschwinden;  die  eubische  Gleichung  XL  hat 
daher  nicht  mehr  als  drei  reelle  quaternion  Wurzeln  (vergl. 
244)  ;  und  ähnliches  gilt  für  Gleichungen  von  höheren  Graden. 

(2.)  Die  Existenz  zweier  reellen  Wurzeln  q  der  quadra- 
tischen Gleichung  L,  oder  zweier  reellen  Vectoren  g  und  p', 
die  der  Gleichung  II.  genügen,  hätte  auch  durch  geometrische 
Betrachtung  von  vornherein  angenommen  werden  können  wegen 
der  vorher  bewiesenen  Zunahme  =  4  %  der  Amplitude  u  g  im 
Verlauf  eines  Umlaufs  für  den  Fall  von  Fig.  55,  bis;  denn  in 
Folge  derselben  muss  es  zwei  reelle  Lagen,  P  und  P,  auf 
dem  einen  Oval  dieser  Figur  geben,  von  denen  jede  der 
Aehnlichkeitsbedingung  III.  genügt;  und  auch  für  den  Fall 
von  Fig.  56,  nach  der  Betrachtung,  dass  das  zweite  (oder 
schwächer  gezeichnete)  Oval,  das  in  diesem  Falle  vorhanden 
ist,  wenn  wir  es  auch  vorher  nicht  benutzt  haben,  zu  A  genau 
in  derselben  Beziehung  steht,  in  der  das  erste  (oder  stärker 
gezeichnete)  Oval  der  Figur  zu  O  steht;  so  dass  der  reellen 
Lage  P  auf  dem  ersten  eine  andere  reelle  Lage  P  auf  dem 
zweiten  entsprechen  muss. 

(3.)  Was  das  Gesetz  dieses  Zusammenhangs  betrifft,  so 
können  wir,  wenn  die  Gleichung  LT.  auf  die  Form, 


zur  Vergleichung  mit  der  Form  VIII.;  und  dann  nimmt  die 
vorige  Beziehung  IX.'  (oder  246)  zwischen  den  beiden  Wurzeln 
die  Form  der  folgenden  Beziehung  zwischen  Vectoren  an, 


XU...F3y  =  (7-V)(y-7')(y-r), 


gebracht  wird,  und  wenn  wir  jetzt  setzen, 


..  =  —  0 :  u, 
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XVL  .  .  g  +  q  ^  a\ 

oder 

XVL..  OP=g'=a-Q  =  PA; 

so  dass  der  Punkt  P  (wie  in  den  angeführten  Figuren)  das 
Parallelogramm  OPAP  vervollständigt,  und  die  Linie  PP 
durch  den  Mittelpunkt  C  von  OA  halbirt  wird.  Demnach 
haben  wir  bei  dieser  Lage  von  P'  (vergl.  IEL)  die  Aehnlichkeit, 
und  (vergl.  IL  und  226)  die  Gleichung, 

XVII. . .  A  AOP'  oc  P  AB; 
XVIII.  .  .  qpp'—  <p{a—  g)  —  tpg  —  1. 

(4.)  Die  weitere  Beziehung  zwischen  den  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  VIII.,  nämlich  (vergl.  246), 

XIX.  .  .  fj '  q  "  , 

ergicbt 

XX.  .  .  9no '—  —  <r; 

und  demnach  ist  die  Linie  <r,  oder  O  S,  eine  vierte  Proportionale 
zu  den  drei  Linien  OA,  OP  und  AP,  oder  a,  g  und  —  q. 

(5.)  Die  «irkliche  Lösung  der  quadratischen  Gleichung 
VIII.  in  complanaren  Quaternionen  durch  Berechnung  wird 
grade  so  wie  in  der  Algebra  ausgeführt;  die  Formel  ist, 

XXL  . .  q  -  -  | ?1  ±  1  (U* -  7sr; 

in  ihr  ist  indessen  die  Quadratwurzel  nach  den  schon  aus- 
gesprochenen Sätzen  als  ein  reeller  Quateinion  zu  deuten. 

(6.)  Cubische  und  biquadratische  Gleichungen  mit  quateraion 
Coefficienten  von  der  in  244  betrachteten  Art  werden  gleich- 
falls durch  die  bekannten  Formeln  der  Algebra  aufgelöst;  aber 
wir  haben  jetzt  (wie  bewiesen  wurde)  drei  reelle  (quaternion) 
Wurzeln  für  die  erstere,  und  vier  solche  reellen  Wurzeln  fUr 
die  letzteren. 

254.  Im  Folgenden  gebe  ich  eine  andere  Art,  die  geo- 
metrischen Betrachtungen  des  vorhergehenden  Artikels  darzu- 
stellen, ohne  ausdrücklich  die  Bezeichnung  oder  den  Begriff 
der  Amplitude  einzuführen.  Schreibt  man  die  Gleichung 
rp  q  =  1  in  253  in  folgender  Weise, 
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L..6  =  XQ=>  i  ($ 


oder 


und 


IL  .  .  Ta  =  Tx{>, 
LLL..  67*r=  £"/«. 


so  können  wir  den  Vector  <r  als  eine  bekannte  Function  dos 
Vectors  g  ansehn,  oder  den  Punkt  S  als  eine  Function  des 
Punktes  P,  in  dem  Sinne,  dass  P  und  S  sich  zusammen  . 
ändern,  während  O  und  A  fest  sind;  doch  dabei  kann  es  vor- 
kommen (und  kommt  auch  wirklich  vor),  dass  S  in  eine  frühere 
Lage  zurückkehrt,  ohne  dass  P  ebenfalls  zurückgekelirt  ist. 
Die  wesentliche  Eigenschaft  des  Ovals  (253)  können  wir  jetzt 
in  folgender  Weise  aussprechen,  dass  es  der  Ort  der  O  am 
nächsten  befindlichen  Punkte  P  ist,  für  welche  der  Tensor  T%g 
einen  gegebenen  Werth  hat,  nennen  wir  ihn  b;  nämlich  den 
gegebenen  Werth  von  Ta,  oder  OS,  wenn  der  Punkt  S,  ebenso 
wie  O  und  A,  gegeben  ist.  Wenn  wir  uns  daher  den  Punkt 
P,  wie  vorher,  auf  dem  Oval  entlang  bewegt  denken,  und  den 
Punkt  .S'  ebenfalls  in  Bewegung  denken,  nach  dem  Gesetz, 
welches  durch  die  vorige  Formel  I.  ausgedrückt  wird,  so  muss 
sich  der  letztere  Punkt  (nach  IL)  auf  dem  Umfange  eines  ge- 
gebenen Kreises  bewegen  (vergl.  wieder  Fig.  56),  dessen  Mittel- 
punkt der  gegebene  Anfangspunkt  O  ist  ;  und  es  gilt  der  Satz, 
dass  S  bei  dieser  Bewegung  wenigstens  einmal  durch  jede 
Lage  auf  dem  Kreise  gehn  muss,  wenn  P  einen  Umlauf  des 
Ovals  beschreibt.  Man  kann  es  beweisen,  wenn  man  (nach  LH.) 
beachtet,  dass  die  Winkelbeweguug  des  Radius  O  S  gleich  der 
Summe  der  Winkelbewegungeu  der  beiden  Strahlen  OP  und 
A  P  ist ;  aber  die  letztere  Summe  beträgt  acht  rechte  Winkel 
für  den  Fall  von  Fig.  55,  bis,  und  vier  rechte  Winkel  für  den 
Fall  von  Fig.  56;  der  Radius  OS,  und  der  Punkt  S,  müssen 
daher  im  ersten  Falle  zwei  Mal,  und  im  zweiten  Falle  einmal 
umgelaufen  sein;  und  das  beweist  den  erwähnten  Satz. 

(1.)  In  dem  ersten  von  diesen  beiden  Fällen,  nämlich 
wenn  A  ein  innerer  Punkt  ist,  ist  jede  von  den  drei  Winkel- 
geschwindigkeiten durchweg  positiv,  und  die  mittlere  Winkel- 
geschwindigkeit des  Radius  OS  ist  das  Doppelte  derjenigen 
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eines  jeden  der  beulen  Strahlen  OP,  AP.  Dagegen  ist  im 
zweiten  Falle,  wenn  der  Punkt  A  ein  äusserer  ist,  die  mittlere 
Winkelgeschwindigkeit  des  Strahles  AP  null;  und  wir  könnten 
für  einen  Augenblick  zweifelhaft  sein,  ob  nicht  die  bisweilen 
negative  Geschwindigkeit  dieses  Strahles,  für  Theile  des  Um- 
laufs, die  stets  positive  Geschwindigkeit  des  Strahles  OP  über- 
steigt, und  so  bewirkt,  dass  sich  der  Radius  OS  eine  Zeit 
lang  rückwärts  bewegt.  Das  kann  indessen  nicht  stattfinden; 
denn  wenn  wir  uns  vorstellen,  dass  P  ebenso  wie  F  einen  Umlauf 
des  anderen  (schwächer  gezeichneten)  Ovals,  in  Fig.  56,  be- 
schreibt, so  würde  der  Punkt  8  (wenn  er  wieder  von  jenem 
nach  dem  Gesetz  L  abhängt)  wieder  den  ganzen  selben  Um- 
lauf durchlaufen,  wie  vorher;  wenn  er  daher  jemals  in  seiner  Be- 
wegung vor-  und  zurückgehn  konnte,  so  würde  er  mehr  als 
zweimal  durch  gewisse  gegebene  Reihen  von  reellen  Lagen 
auf  diesem  Kreise  gehn,  während  P  der  Reihe  nach  die  beiden 
Ovale  beschreibt;  und  somit  würde  die  quadratische  Gleichung, 
zwischen  gewissen  Grenzwerthen  ihrer  Coefficienten,  mehr  als 
zwei  reelle  Wurzeln  haben ;  ein  Resultat,  dessen  Unmöglichkeit 
bewiesen  worden  ist. 

(2.)  Während  also  S  einen  Kreis  um  O  beschreibt,  wird 
der  mit  ihm  verbundene  Punkt  B  einen  gleichen  Kreis  um  A 
beschreiben;  und  wenigstens  in  dem  Falle  von  Fig.  56  ist  aus 

der  beständigen  Gleichheit  (253,1V.)  der  Rechtecke  OP.AP 
und  OÄ.ÄB  leicht  geometrisch  zu  beweisen,  dass  die  beiden 
Kreise  (deren  Durchmesser  T  U  und  7" £7'  sind),  und  die 
beiden  Ovale  (mit  den  Achsen  MN  und  MN)  zwei  gemein- 
same Tangenten  haben,  welche  parallel  zur  Linie  OA  sind, 
einer  Linie,  welche  —  wie  wir  sagen  können  —  die  beiden  ge- 
gebenen Brennpunkte  (oder  Focalpunkte)  O  und  A  verbindet  ; 
der  neue  oder  dritte  Kreis,  der  über  dem  Focalabstand  OA 
als  Durchmesser  beschrieben  wird,  geht  durch  die  vier  Be- 
rührungspunkte auf  den  Ovalen,  wie  die  Figur  erläutern  mag. 

(3.)  Um  dieselben  Sätze  durch  Quaternionen  zu  beweisen, 
scheint  es  mir  angemessen,  den  Anfangspunkt  (18),  der 
Symmetrie  halber,  mit  dem  Mittelpunkt  C  zu  vertauschen; 
und  folglich  CP  jetzt  mit  o  zu  bezeichnen,  und  CA  mit  «; 
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auch  CA  =  Ta  =  a  zu  schreiben,  und  wieder  den  Radius  eines 
jeden  der  beiden  gleichen  Kreise  durch  b  darzustellen.  Wir 
haben  dann,  als  die  Verbindungsgleichung  des  Systems  der 
beiden  Ovale,  die  folgende  Gleichung: 

IV.  . .  T(q  +  u).T(o-a)  =  2ab; 

oder 

V.  .  .  T(72-l)  =  2  c;    wenn  q  =  9    und  c  = 

Da  wir  aber  allgemein  (nach  199,  204,  u.  s.  w.)  die  Trans- 
formationen haben, 

vi. . .  s.f  =  2 *sy-  iy  =  iy  +  2iy 

=  2  iV.SVy  -  N<j  =  Nq-2  NVq, 

so  kann  das  Quadrat  der  Gleichung  V.  [nach  210,  (8.)]  unter 
einer  der  beiden  folgenden  Formen  geschrieben  werden: 

VII. . .  {N</  -  1)!  +  4  NVq  =  4  c*; 
VLLT.  . .  [Nq+  \y-AN8q  =  4cs; 
die  erste  von  ihnen  zeigt,  dass  der  Maximalwerth  von  TVq 
gleich  c  ist,  wenigstens  wenn  2  c  <  1,  wie  es  grade  für  den 
Fall  der  Fig.  56  stattfindet;  und  dass  dieses  Maximum  dem 
Wert  he  Tq=l,  oder  T(>  =  a  entspricht;  Ergebnisse,  die,  wenn 
sie  gedeutet  werden,  wieder  die  Resultate  des  vorhergehenden 
Nebenartikels  zur  Folge  haben. 

(4.)  Wenn  2  c  >  1  ist,  so  ist  es  erlaubt,  Sq  *=0,NVq  =  Nq 
=  2c  —  1  anzunehmen;  und  dann  haben  wir  nur  ein  ununterbrochen 
fortlaufendes  Oval,  wie  in  dem  Falle  von  Fig.  55,  bis;  wenn 
dagegen  c  <  1  ist,  wenn  auch  >  |,  so  besteht  eine  gewisse 
wellenförmige  Biegung  in  der  Form  der  Curve  (die  in  der  Figur 
nicht  dargestellt  ist),  und  TVq  wird  ein  Minimum  für  Sq  =  0, 
oder  wenn  g  ±  a;  er  wird  dagegen  ein  Maximum  (wie  vorher), 
wenn  Tq  =  1  ist,  und  verschwindet,  wenn  Sqz=2c+lf 
nämlich  an  den  beiden  Kuppen  M,  N,  wo  das  Oval  die  Achse 
schneidet 

(5.)  In  dem  dazwischenliegenden  Falle,  wenn  2  c  =  1  ist,  wird 
die  Cassini'sche  Curve  IV.  (wie  bekannt  ist)  eine  Lemniscate; 
ihre  quatemion  Gleichung  kann,  nach  V.,  unter  irgend  einer 
der  folgenden  Formen  geschrieben  [vergl.  200,  (8.)]  werden: 
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IX...  2V-1)=  1; 


oder 


oder 


oder  endlich, 


X.  ..  AV  =  2S.?»; 
XL  ..Tq*  =  2SU.q*\ 

XH.  .  .  Tq*-  =  2T«-  cos  2  Z_ 


und  wenn  man  die  letztere  Form  schreibt, 

XII.'.  .  .  CP1-  =  2  C\4S.  cos  2  ACP> 
so  stimmt  sie  augenscheinlich  mit  bekannten  Resultaten  überein. 
(6.)  Das  Vorige  entspricht  dem  Fall,  weun 


die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  sind  somit  gleich; 
und  im  Allgemeinen  ent>prechen,  bei  Gleichungen  von  allen 
Graden,  Fällen,  in  denen  die  Wurzeln  gleich  sind,  gewisse 
interessante  Eigenthümlichkeiten  in  der  Form  der  Ovale,  bei 
denen  wir  hier  nicht  verweilen  können. 

(7.)  Es  mag  indessen  in  Kürze  bemerkt  werden,  dass 
wenn  wir  die  Beschränkung  fallen  lassen,  dass  der  Vector  p, 
oder  CP,  in  einer  gegebenen  Ebne  (225)  liegen  soll,  die  durch 
die  Linie  geht,  welche  die  beiden  Brennpunkte  O  und  A 
verbindet,  dass  dann  die  vorige  Gleichung  V.  die  Oberfläche 
(oder  die  Oberflächen)  darstellt,  welche  durch  die  Umdrehung 
des  Ovals  (oder  der  Ovale),  oder  der  Lemniscate,  um  die  Linie 
OA  als  Achse  entsteht. 

255.  Wenn  wir,  für  einen  Augenblick,  auf  die  Formel  für 
die  Aehnlichkeit,  253,  III.,  zurückblicken,  so  sehn  wir,  dass  sie 
nicht  nur  eine  Gleichheit  zwischen  Rechtecken,  253,  IV'.,  ent- 
hält, sondern  auch  eine  Gleichheit  zwischen  Winkeln,  nämlich 
AOP  und  PAB\  so  dass  der  Winkel  OAB  (in  den  Figuren 
55)  eine  gegebene  Differenz  der  Basiswinkel  AOP,  PAO  des 
Dreiecks  OAP  darstellt;  aber  ein  Dreieck  aus  einer  solchen 
gegebenen  Differenz  in  Verbindung  mit  einer  gegebenen  Basis 


XIII.  . .  a  =    4*  , 


und 


XIV. . .  Q  =  <>'=  +  l  ,    in  253,  XIIL, 
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und  einem  gegebenen  Rechteck  der  Seiten  zu  construiren,  ist 
eine  bekannte  Aufgabe  der  elementaren  Geometrie.    Um  sie 
fi«.  67.  in  Kürze,  alseine  Uebungsaufgabe,  durch 

Quaternionen  zu  lösen,  möge  die  gegebene 
Basis  die  Linie  AÄ  sein,  O  sei  ihr  Mittel- 
punkt, wie  in  der  nebenstehenden  Figur 
57 ;  es  möge  B  A  A '  die  gegebene  Differenz 
der  Basiswinkel,  PA  Ä  —  A  AT,  darstellen; 
und  es  sei  OA.AB  gleich  dem  gegebenen 

Rechteck  der    Seiten,   AP.  AT.  Wir 
haben  dann  die  Aehnlichkeit  und  die  Gleichung, 

l...AOATcc  PAB\ 

fl  Q  —  ft 

und  daraus  folgt  durch  die  einfachste  Rechnung,  dass 

HI.  . .  U)*  =fi+l)(i-l)+U^"+l=-'i; 

p  ist  mithin  eine  mittlere  Proportionale  (227)  zwischen  u  und  ß. 
Ziehn  wir  daher  eine  Linie  OP,  die  ihrer  Länge  nach  ein 
geometrisches  Mittel  zwischen  den  beiden  gegebenen  Linien 
OA,  OB  ist  und  auch  ihren  Winkel  AGB  halbirt,  so  ist  ihr 
Endpunkt  die  gewünschte  Spitze  P  des  gesuchten  Dreiecks 
AA  P;  und  dies  Ergebuiss  der  quaternion  Analyse  bestätigt 
die  geometrische  Synthese*  leicht. 

(1.)  Die  Gleichung  HL  wird  indessen  auch  (vergl.  227) 
durch  den  entgegengesetzten  Vector,  O  F  —  PO,  oder  q  —  —  q 
befriedigt;  und  da  ß  —{q:u).q  ist,  so  haben  wir 


m  JL  .  1  .  «L 

«       p  n 

PB 

OP      OB  OP\ 

PA  ~ 

OA  ~  OP  ~  OA' ' 

oder 

IV. 

so  dass  die  folgenden  vier  Dreiecke  ähnlich  sind  (die  beiden 
ersten  von  ihnen  sind  auch  gleich): 

*  In  der  That  sind  die  beiden  Dreiecke  I.  ähnlich,  wie  gefordert 
wird,  donn  ihre  Winkel  bei  0  und  P  sind  gleich,  und  die  sie  einschlies- 
senden  Seiten  proportional. 
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V. .  .  JAOr  oc  AOPcc  POBccAPB; 
und  das  kann  man  wiederum  auf  geometrischem  Wege  be- 
stätigen. 

(2.)  Die  Winkel  APB,  BPA  sind  daher  Supplement- 
winkel, ihre  Summe  ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  im 
Dreieck  OAP\  daraus  folgt,  dass  die  vier  Punkte  A,PfBtP 
auf  demselben  Kreise  liegen  oder  concircular*  sind;  oder  mit 
anderen  Worten,  das  Vierseit  APB1*  ist  einem  Kreise  ein- 
geschrieben, der  —  wie  wir  hinzufügen  können  —  durch  den 
Mittelpunkt  C  des  Kreises  OA  B  (siehe  wieder  Fig.  57)  geht, 
denn  der  Winkel  AOB  ist  das  Doppelte  des  Winkels  A PB, 
nach  dem,  was  schon  bewiesen  worden  ist 

(3.)  Quadratische  Gleichungen  in  Quaternionen  können 
auch  zur  Auflösung  vieler  anderen  geometrischen  Aufgaben 
verwendet  werden;  zum  Beispiel,  einen  gegebenen  Vector  in 
zwei  andere  zu  zerlegen,  die  ein  gegebenes  geometrisches  Mittel 
haben  sollen,  u.  s.  w. 

Sechster  Abschnitt. 

Ueber  die  n 1  —  n  imaginären  (oder  symbolischen)  Wurzeln 
einer  quaternion  Gleichung  n-ten  Grades,  deren  Coäffloienten 
von  der  in  dem  vorhergehenden  Abschnitt  betrachteten 

Art  sind. 

256.  Die  vielgliedrige  Function  F%q  (245)  kann  ebenso, 
wie  die  Quaternionen  q,  qx,  . .  y„.  von  denen  sie  abhängt,  stets 

•  Auf  geometrischem  Wege  ergiebt  die  Conatruction  sofort  die 
Aehnlichkeit, 

JAOPcc  POB, 

und  danach  ist 

L.  BPA  m  OPA  +  PAO  =  POA  ; 

und  wenn  wir  das  Parallelogramm  APA'P'  vervollständigen,  so  ergiebt 
sich  die  neue  Aehnlichkeit, 

A  OÄPcc  OP  B, 

und  danach  ist 

Z_  APB  m  OAP  +  APO  =  AOP; 

die  gegenüberliegenden  Winkel  BPA,  AP'B  sind  somit  Supplement- 
winkel, und  um  das  Vierseit  AP  BP'  lasst  sich  ein  Kreis  beschreiben. 
Ich  werde  in  einem  sogleich  folgenden  Abschnitte  zeigen,  dass  die  vier 
Pimkte  A,  P,  B,  P'  eine  harmonische  Gruppe  auf  dem  ihnen  gemein- 
samen Kreise  bilden. 
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auf  die  Form  eines  Paares  (228)  gebracht  werden;  und  wir 
können  somit  die  Umformung  (vergl.  239)  aufstellen, 

L  .  .  Fnq  =  Fn  (x  +  iy)  =  Xn+  il\  =  Gn  {x,y)  +  i  Hn  {x,y), 

A'B  und  l'„,  oder  Gn  und  Hn  sind  zwei  bekannte,  reelle,  end- 
liche und  skalar  Functionen  der  beiden  gesuchten  Skalare 
x  und  y;  diese  Functionen  sind,  in  Bezug  auf  sie,  jede  von 
der  n-ten  Dimension;  aber  sie  enthalten  auch  die  2n  gegebenen 
und  reellen  Skalare,  xx ,  yx , . .  xn ,  yn ,  wenn  auch  nur  in  der  ersten 
Dimension.  Und  da  die  eine  quaternion  (oder  paar)  Gleichung, 
F*q  =  0,  gleichbedeutend  (nach  228,  IV.)  mit  dem  System  der 
beiden  skalar  Gleichungen, 

II. .  .  X,  =  0,   r„  =  0, 

oder 

JH. . .  Gn  fojf)  =  0,      IIn  (*,y)  -  0, 

ist,  so  sehn  wir  (nach  dem,  was  wir  in  244  ausgesprochen  und 
in  252  bewiesen  haben),  dass  ein  solches  System  von  zwei 
Gleichungen  von  der  n-ten  Dimension  stets  durch  n  Systeme 
(oder  Paare)  von  reellen  Skaiaren,  und  durch  nicht  mehr  als 
n,  befriedigt  werden  kann,  wie 

IV.  ..x\y'\         y";  .  .    a«,  y<">; 

wenn  es  auch  vorkommen  kann,  dass  zwei  oder  mein:  von 
diesen  Systemen  mit  einander  zusammenfallen  oder  einander 
gleich  werden. 

(1.)  Wenn  x  und  y  als  Coordinaten  [vergl.  228,  (3.)]  be- 
handelt werden,  so  stellen  die  beiden  Gleichungen  IL  oder  III. 
ein  System  von  zwei  Curven  in  der  gegebenen  Ebne  dar;  und 
dann  sagt  der  Satz  aus,  dass  sich  die  beiden  Curven  (im  All- 
gemeinen*) in  n  reellen  Punkten  schneiden,  und  in  nicht  mehr; 


*  Fälle  von  gleichen  Wurzeln  können  zur  Folge  haben,  dass  Durch- 
schnittspuukte,  die  im  Allgemeinen  imaginär  sind,  reell  werden,  doch  mit 
einander  und  mit  früheren  reellen  Wurzeln  zusammenfallen ;  zum  Beispiel 
die  Hyperbel,  x*  —  y1  =»  a,  wird  in  zwei  reellen  und  verschiedenen  Punkten 
durch  das  Paar  von  graden  Linien  xy  =  0  geschnitten,  wenn  der  Skalar 
a  >  oder  <  0  ist;  dagegen  kann  man  für  den  Fall  a  =  0  es  so  ansehn, 
als  ob  sich  die  beiden  Linienpaare,  x*  —  y*  =  0  und  xy  —  0,  in  vier  zu- 
sammenfallenden Punkten  im  Anfangspunkte  schnitten. 
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wenn  auch  zwei  oder  nielir  von  diesen  »  Punkten  im  beson- 
deren Falle  mit  einander  zusammenfallen  können. 

(2.)  Es  möge  h,  als  eine  augenblicklich  gebrauchte  Ab- 
kürzung, die  frühere  oder  gewöhnliche  Imaginäre,  V—  1,  der 
Algebra  bedeuten,  die  wir  als  ein  nicht  gedeutetes  Symbol  ansehn, 
und  als  nicht  irgend  einem  reellen  Versor  gleich,  wie  es  zum 
Beispiel  i  [vergl.  181,  und  214,  (3.)]  ist,  der  dagegen  die 
Rechnungsregeln  für  Skalare  befolgt,  besonders  was  die  commu- 
tative  Eigenschaft  der  Multiplication  (126)  betrifft;  so  dass 

V...  A2+1  =  0, 

und 

VI. . .  Ai  =  ih, 

dagegen 

VII. . .  h  nicht  =  ±i. 

(3.)  Es  möge  y  wieder  einen  reellen  Quaternion  bedeuten, 
oder  ein  reelles  Paar,  x  +  ty;  und  mit  der  eben  jetzt  vorgeschla- 
genen Bedeutung  von  h  möge  [y]  die  mit  ihm  in  Verbindung 
stehende  aber  imaginäre  algebraische  Grösse,  oder  den  Biskalar 
[214,  (7.)]  x  -f  hy,  bedeuten;  so  dass 

VJH.  .  .  y  =  i  +  ijfi 

aber 

IX.  ..[?]  =  *  +  hy\ 

und  wir  wollen  irgend  einen  Biquaternion  [214,  (8.)],  oder  (wie 
wir  es  hier  nennen  können)  irgend  ein  Doppelpaar  von  der 
Form  [</']  +  1  ['/"],  nüt  i  complanar  nennen;  die  Bezeichnung 
(123)  der  Complanarität  soll  die  frühere  sein. 

(4.)  Dann  können  wir  dazu  gelangen,  für  die  vielgliedrige 
Gleichung  in  reellen  und  complanaren  Quaternionen,  F*q  =  0 
(244,  245),  die  folgende  mit  ihr  in  Verbindung  stehende  alge- 
braische Gleichung  von  demselben  Grade  n  zu  setzen,  die  in 
ähnlicher  Weise  reelle  Skalare  enthält: 

X.  .  .  [Fn9]  =  fo]  [7»-i]  +  . .  +  [?Ä]  =  0; 

sie  nimmt  nach  den  Reductionen,  die  von  der  Ersetzung  V. 
von  h-  durch  —  1  abhängen,  die  Form  an, 

XI...  [/%,'/]  =  2-n  +  /iYB  =  0; 

hier  sind  Xn  und  Tn  dieselben  reellen  skalar  Functionen  wie 
in  I. 
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(5.)  Wir  haben  aber  in  II.  gesehn,  dass  man  diese  beiden 
reellen  Functionen  zusammen  zum  Verschwinden  bringen  kann, 
wenn  man  irgend  eines  der  n  reellen  Paare  IV.  für  die  skalar 
Werthe,  x  und  y,  auswählt;  die  allgemeine  algebraische  Glei- 
chung X.,  vom  n  -  ten  Grade,  hat  daher  n  reelle  oder  imaginäre 

Wurzeln*,  von  der  Form  x  +  y  V—  1;  und  sie  hat  nicht  mehr 
als  n  solche  Wurzeln. 

(6.)  Die  Elimination  von  y,  aus  den  beiden  Gleichungen  II. 
oder  III.,  fuhrt  im  Allgemeinen  zu  einer  algebraischen  Glei- 
chung in  x,  vom  Grade  ns;  diese  Gleichung  hat  daher  n- 
algebraische  Wurzeln  (5.),  reelle  oder  imaginäre;  nämlich  — 
nach  dem,  was  wir  kürzlich  bewiesen  haben  —  n  reelle  und 
skalar  Wurzeln,  /, . .  .rto,  denen  reelle  und  skalar  Werthe 
y  1 '  •  y{n)  (vergL  IV.)  von  y  entsprechen;  und  n  (n  —  l)  weitere 
Wurzeln,  mit  der  gleichen  Anzahl  entsprechender  Werthe  von 
y,  die  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden  können, 

XII.  ..  [*<•+«],..  [*<*]i 
Xin... 

und  sie  sind  entweder  selbst  imaginär  [oder  biskalar,  2 1 4,  (7.)], 
oder  entsprechen  wenigstens,  nach  der  angenommenen  Elimina- 
tion, imaginären  oder  biskalaren  Werthen  von  y  \  denn  wenn 
j-'n+1>  und  zum  Beispiel,  beide  reell  sein  könnten,  so 

würde  die  quaternion  Gleichung  Fng  =  0  eine  {n  -f-  l)ste  reelle 
Wurzel  von  der  Form,  7  »+1>=  *<»+»)  +  iyin+v  haben,  und  das 
'würde  schon  Bewiesenem  (252)  widersprechen. 

257.  Im  Ganzen  ergiebt  sich  mithin,  dass  die  Gleichung 
Faq=*0  in  complanaren  Quaternionen,  vom  n- ten  Grade,  mit 
reellen  Coefficienten,  die  nur  n  reelle  quaternion  Wurzeln, 

L  .  .  f/',  q'\  .  .  '/">        (244,  u.  s.  w.), 

zulässt,  in  symbolischer  Weise  auch  [vergl.  214,  (3.)]  durch 

•  Dieser  berühmte  Satz  der  Algebra  ist  seit  langer  Zeit  bekannt, 
nnd  auf  anderen  Wegen  bewiesen  worden;  aber  es  schien  für  den  Zweck 
des  vorliegenden  Buches  nothwendig,  oder  wenigstens  nützlich,  ihn  von 
Neuem,  in  Verbindung  mit  Quaternionen,  zu  beweisen;  oder  besser  den 
Satz  (244,  252)  aufzustellen,  dem  er  in  unserer  Rechenart  entspricht.  Ver- 
gleiche die  Anmerkung  zu  Seite  357. 

Hamilton,  yu»t«rnion«n.  25 
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n{n — 1)  imaginäre  quaternion  Wurzeln,  oder  durch  71  * — n 
Biquaternionen  [214.  (8.)",  oder  Doppelpaare  [256,  (3.)],  be- 
friedigt wird,  die  in  folgender  Weise  bezeichnet  werden  können. 

n. . .  [f . .  [f*»ii 

die  erste  von  ilinen  hat,  zum  Beispiel,  die  Form, 

KI.  .  .  [?(»+»>]  =  [*<»+D]  + 

=  x jm  + 1  +  h  xju  + 1)  4.  j  (y  ^ + 1)  +  ä  yM<«  + 1>) ; 

hier  sind  jf/t"+1J,  x  ,(n+1>,  y}H+h,  und  yj*  +1»  vier  reelle  Skalare, 
Ii  ist  dagegen  die  Imaginäre  der  Algebra  [256,  (2.)]. 

(1.)  Es  muss  daher,  zum  Beispiel,  n(n — 1)  imaginäre 
n-te  Wurzeln  der  Einheit,  in  der  gegebenen  Ebne  von  i 
[vergl.  256,  (3.)],  ausser  den  n  reellen  schon  bestimmten  (233, 
237)  Wurzeln  geben;  und  demnach  haben  wir,  für  den  Fall 
n  =  2,  die  folgenden  vier  Quadratwurzeln  von  1 1 1  j  i,  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre: 

IV. +1,  — 1;  +hu  —  AI; 

denn,  nach  256,  (2.),  haben  wir, 

V. . .  (±  Alp  =  A»l"  =  ( -  1}  ( -  1)  =  +  1. 

Und  die  beiden  imaginären  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung Ftq  =  0,  die  im  Allgemeinen,  wenigstens  in  Zeichen, 
[214,  (3.)],  bestehen,  können  durch  Multiplication  der  Quadrat- 
wurzel in  der  Formel  253,  XX.  mit  A  i*  erhalten  werden;  so 
dass  in  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Wurzel  verschwindet, 
die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  reell  und  gleich  werden;  die 
Null  hat  folglich  nur  sich  selbst  als  Quadratwurzel. 
(2.)    Wenn  wir  ferner  schreiben  [vergl.  237,  (3.)], 

VI...  ,-1,1.-«**'»,  j.-i.U-iH'«' 

so  dass  1,  g,  q*  die  drei  reellen  Cubikwurzeln  der  positiven  Ein- 
heit in  der  gegebenen  Ebne  sind;  und  wenn  wir  auch  schreiben, 

vn...ö- [,]  =  =i±*H ,    ö'= w« = -'-»y* 

so  dass  6  und  ßi  (wie  üblich)  die  beiden  gewöhnlichen  (oder 
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algebraischen)  imaginären  Cubikwurzeln  der  Einheit  sind;  dann 
sind  die  neun  Cubikwurzeln  von  1  (!  |i)  die  folgenden: 

VHL..1;      q,  q'l      0,0*]      Oq,  0*q\      0*q,  0*q*; 

die  erste  von  ihnen  ist  ein  reeller  Skalar;  die  beiden  nächsten 
sind  reelle  Paare,  oder  Quaternipnen  |  j  1 t;  die  beiden  folgenden 
sind  imaginäre  Skalare,  oder  Biskaiare;  und  die  vier  übrig- 
bleibenden sind  imaginäre  Paare,  oder  Doppelpaare,  oder 
Biquaternionen. 

(3.)  Die  sechzehn  vierten  Wurzeln  der  Einheit  (  |  i)  sind: 

IX...  ±1;     ±i;     ±h;     ±Ai;     ±J(1  ±Ä)(1  ±i); 

die  drei  doppelten  Vorzeichen  in  dem  letzten  Ausdruck  sind 
alle  von  einander  unabhängig. 

(4.)  Imaginäre  Wurzeln,  wie  die  vorher  angegebenen,  sind 
bisweilen  nützlich,  oder  besser  noth wendig,  bei  Berechnungen, 
weiche  ideale  Durchschnitte*,  oder  ideale  Berührungen,  in  der 
Geometrie  betreffen;  wenn  wir  auch  in  dem  übrigen  Theile 
dieses  Werkes  wenig  oder  keine  Gelegenheit  haben  werden,  sie 
anzuwenden. 

(5.)  Wir  können  indessen  hier  bemerken,  dass,  wenn  wir 
die  Beschränkung  (225)  des  Quaternions  q  fallen  lassen,  die 
allgemeine  quaternion  Gleichung  n-ten  Grades,  nach  den 
vorhergehenden  Sätzen,  nicht  weniger  als  n*,  reelle  oder 
imaginäre,  Wurzeln  zulässt;  denn  wenn  wir  die  allgemeine 
Gleichung,  nach  221,  auf  die  viergliedrige  Grundform, 

X.  .    Fnq  =  fVm  +  iXn  +j  Yn  +  kZn  =  0, 

bringen,  so  zerfällt  sie  (vergl.  221,  VI.)  in  ein  System  von  vier 
Skalar-Gleichungen,  von  denen  jede  (im  Allgemeinen)  von  der 
w-ten  Dimension  in  Bezug  auf  w,  x,  y,  z  ist;  nämlich  in 

XI. .  .  Wn  =  0,    Xn  =  0,    !'„  =0,    Zn  =  0; 

und  wenn  r,  y,  z  aus  diesen  vier  Gleichungen  ehminirt  wird, 
so  ist  das  Resultat  (im  Allgemeinen)  eine  skalar  (oder  alge- 
braische) Gleichung  vom  ;i*-ten  Grade  in  Bezug  auf  den 
übrigbleibenden  Constituenten  »r;  sie  hat  daher  n4  (algebraische) 


•  Vergleiche  Art.  214,  und  die  auf  ihn  bezüglichen  Anmerkungen. 
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Werthc,  die  reell  oder  imaginär  sein  können;  und  ähnliches 
gilt  für  die  drei  anderen  Constituenten,  r,  y,  z,  des  gesuchten 
Quaternions  g. 

(6.)  Es  kann  auch  vorkommen,  grade  wenn  keine  Ebne 
gegeben  ist,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  (oder  Lösungen) 
einer  endlichen*  Gleichung  in  Quaternionen  unendlich  wird; 
wie  wir  das  sahn  bei  der  Gleichung  q%  =  —  1  (149,  154),  auch 
wenn  wir  uns  auf  das  beschränken,  was  wir  als  reelle  Wurzeln 
betrachtet  haben.  Wenn  wir  imaginäre  Wurzeln  zulassen,  so 
können  wir  wieder  allgemeiner,  ausser  den  beiden  biskalaren 
Werthen,  ±A,  den  Ausdruck  hinschreiben, 

XII.  .  .  (—  l)i  =  v  +  hv,      Sv  =  Sv  =  Svv'  =  0, 
Nv-N»'  =  l\ 

v  und  v  sind  somit  irgend  zwei  reelle  und  rechte  Quaternionen 
in  rechtwinkligen  Ebnen,  vorausgesetzt,  dass  die  Norm  des 
ersten  diejenige  des  zweiten  um  die  Einheit  übertrifft 

(7.)  Und  ebenso  haben  wir,  ausser  den  beiden  reellen  und 
skalar  Werthen,  ±1,  denselben  allgemeinen  symbolischen 
Ausdruck  für  eine  Quadratwurzel  der  positiven  Einheit,  mit 
dem  einzigen  Unterschiede,  dass  die  Normen  vertauscht  sind: 

Xm.  ..    l^  =  v  +  hv',       Sv  =  Sv  =  Svv'  =  0, 
yv'  -  yv  =  i. 


Siebenter  Abschnitt. 

Ueber  den  Reciproken  eines  Vectors,  und  über  Harmonische 
Mittel  vonVectoren;  Bemerkungen  über  den  Anhannonischen 
Quaternion  einer  Gruppe  von  vier  Punkten,  und  über  die 
Bedingungen  der  Concircularitat. 

258.  Wenn  zwei  Vectoren,  a  und  in  solcher  Beziehung 
zu  einander  stehn,  dass 

L. .  a '=  -  üa:  Ta, 

und  daher 

II.  .  .  a  =  -  ücc  '  :  Ta, 
•  Vergleiche  die  erate  Anmerkung  zu  Seite  355. 
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oder  dass 

III.  .  .  Tu.  Tu  =  1. 

und 

IV.  .  .  Ute  +  Ute'  —  0, 

so  wollen  wir  sagen,  dass  jeder  von  diesen  beiden  Vectoren 
der  Reciproke*  des  anderen  ist;  und  wollen  (wenigstens  für 
jetzt)  diese  Beziehung  zwischen  ihnen  dadurch  ausdrücken,  dass 
wir  schreiben, 

V. .  .  te'  =  Rte,      oder      VI. . .  te  =  Ra'\ 

so  dass  wir  für  jeden  Vector  te,  und  jeden  rechten  Quotienten 
v,  haben, 

VII.  . .  Ä«=  -  Ua:Tce] 
VIII.  .  .  Rlte  =  RRu  =  «; 

und 

IX. . .  Rh  =  IRv    [vergl.  161,  (3.),  und  204,  XXXV'.]. 

259.  Eine  der  wichtigsten  Eigenschaften  solcher  Reciproken 
ist  in  dem  folgenden  Satze  enthalten: 

Wenn  irgend  zwei  Vectoren  OA,  OB  zu  ihren  Reciproken 
OA,  OB',  haben,  dann  ist  (vergl.  Fig.  58)  die  grade  Linie 
AB  der  Tangente  OD  parallel,  die  im  Anfangspunkt  O 
an  den  Kreis  0  A  B  gelegt  ist;  und  die  beiden  Dreiecke, 
OAB,  OHA,  sind  umgekehrt  ähnlich  (118).  Oder  in  Zeichen, 

I.  ..wenn  OA'  =  R.OA,    und    OB  =  R.OB, 
dann  ist 

AOABoc'  OBA. 

(1.)  Folglich  ist,  unter  denselben  Bedingungen,  die  Tangente 
in  0  an  den  Kreis  OAB  parallel  zur  Linie  AB. 

(2.)  Die  Winkel  BAO  und  OBA  oder  B  OD  sind  gleich, 
und  folglich  hat  die  vierte  Proportionale  (226)  zu  AB,  AO 


•  Demgemä&s  werden  wir,  unter  diesen  Bedingungen,  später  den 
Reciproken  eines  Vectors  «  durch  das  Symbol  a— 1  bezeichnen;  aber  ich 
verschiebe  den  Gebrauch  dieser  Bezeichnung,  bis  wir  darauf  vorbereitet 
sein  werden,  sie  mit  einer  allgemeinen  Theorie  der  Producte  und  Potenzen 
von  Vectoren  zu  verbinden.  Vergleiche  234,  V.,  und  die  Anmerkung  auf 
Seite  157.  Und  was  den  augenblicklichen  Gebrauch  der  Charakteristik 
R  betrifft,  so  vergleiche  man  die  zweite  Anmerkung  zu  Seito  336. 
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und  OB,  oder  zu  BA,  OA,  und  OB,  die  Richtung  von  OD, 
oder  die  zu  A  B'  entgegengesetzte  Richtung;  und  es  lässt  sich 

Fi».  6«.  leicht  beweisen,   dass   ihre   Länge  der 

— .  reeiproke  (oder  umgekehrte)  Werth  der 

\^  Länge  derselben  Linie  A  B  ist,  denn  die 

\  E]\f\  ähnlichen  Dreiecke  ergeben, 

\  /  Alk   

H  .  .  {OA :  SÄ).  OB  =  (OB  :A  B  ) .  OB 
11  =  1 :  AB; 

denkt  man  daran,  dass 

m. .  .~ÖÄ.ÖA '  =  OB.  OB '=  1, 
so  können  wir  schreiben, 

IV.  .  .  {OA :  BA) .  OB  =  R .  A  B', 

oder 

V...  a"jß  =  R{Rß-Ra), 

was  für  zwei  Vectoren  auch  u  und  ß  sein  mögen. 

(3.)  Ersetzt  man  u  und  ß  durch  ihre  Reciproken,  so  wird 
die  letzte  Formel 

oder 

Vn.  ..{OA:  BA) .  OB  —  R.AB. 

(4.)  Die  umgekehrte  Aehnlichkeit  I.  ergiebt  auch,  im  All- 
gemeinen, die  Beziehung 

VIII. . .  K{  =  * 

(5.)  Daher  ist  denn,  da  nach  195,  IL,  oder  207,  (2.), 

IX.  . .        ±  1  =  K'^, 


n 


~rr        Rn±  Rß  _  Ra 
'  '  ~~Bß  R(ß±a)> 

und  das  untere  Vorzeichen  stimmt  mit  VI.  tiberein. 

(6.)  Im  Allgemeinen  sind  die  Reciproken  entgegengesetzter 
Vectoren  selbst  entgegengesetzt;  oder  in  Zeichen. 

XL.,  /?(-«)  =  —/?«. 
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(7.)  Allgemeiner, 

XII.  .  .  Rxu  —  x-lRa, 
wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist. 

(8.)  Nimmt  man  in  X.  die  unteren  Vorzeichen,  vertauscht 
«  mit  dividirt  und  nimmt  die  Conjugirten,  so  finden  wir  für 
irgend  drei  Vectoren  u,  ß,  y  (die  complanar  oder  diplanar  sein 
mögen)  die  Formel: 

™-  ■  •  *§E%  -  "  fr  ■  ■=* 

OA  BC 
~ AB'  CO  1 

wenn  u  =  OA,  ß  —  OB,  und  y  =  OC  ist,  wie  gewöhnlich. 
(9.)  Wenn  wir  nun  die  Bezeichnung  (25), 

xiv...  (4*ciQ 

auf  irgend  vier  Punkte  im  Räume  ausdehnen,  jeden  dieser  beiden 
Factorquotienten  als  einen  Quaternion  deuten  und  die  Definition 
aufstellen,  dass  ihr  Product  (in  der  vorigen  Reihenfolge)  die 
anharmonische  quaternion  Function,  oder  einfach  die  Anharmo- 
nische ,  der  Gruppe  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D,  oder  des  (ebnen 
oder  windschiefen)  Vierseits  AB  CD  ist,  so  erhalten  wir  die 
folgende  allgemeine  und  nützliche  Transformationsformel: 

in  der  OA',  OB,  OC  als  reciprok  zu  OA,  OB,  OC  an- 
genommen ist. 

(10.)  Mit  der  Bezeichnung  XIV.  haben  wir  allgemein,  und 
nicht  nur  für  collineare  Gruppen  [So),  die  Beziehungen: 

XVI.  .  .  (A B CD)  +  (ACBD)  =  1; 
XVII.  .  .  {ABCD).(ADCBS  =  1. 
(11.)  Es   seien  0,A,B,C,D  irgend  fünf  Punkte,  und 
OÄ,...OD  die  Reciproken  Ton  OA,...OD;  so  haben  wir, 
nach  XV., 

XVIQ. . .  §^  =  K(OCBA),  =  K{OADC); 

und  wir  erhalten  daher, 
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XIX.  . .  K{AB  CD)  =  (OADC)  (OCBA)  =  -  (OADCBA), 

wenn  wir  übereinkommen  allgemein,  für  irgend  sechs  Punkte, 
die  Formel*, 

XX...{ABCDEF)  = 

zu  schreiben. 

(12.)  Wenn  dann  die  fünf  Punkte  O . .  D  complanar  (225) 
sind,  so  haben  wir,  nach  226,  und  nach  XIV.. 

XXL  . .  K{ÄBCD)  =  {AB CD), 

oder 

XXL  .  .  {A  B  CD)  =  K{ABCD); 

der  anharmonische  Quaternion  {AB CD)  wird  somit  in  den 
ihm  conjugirten  verwandelt,  wenn  die  vier  Strahlen  OA, . .  OD 
mit  ihren  Reciproken  vertauscht  werden. 

260.  Eine  weitere  sehr  wichtige  Folgerung  aus  der  De- 
finition (258)  der  Reciproken  von  Vectoren,  oder  aus  dem 
vorigen  Satze  (259),  kann  in  folgender  Weise  ausgedrückt 
werden: 

Wenn  irgend  drei  coinitiale  Vectoren,  OA,  OB,  OC,  Sehnen 
ein  und  desselben  Kreises  sind,  dann  sind  (siehe  wieder  Fig.  58) 
ihre  drei  coinitialen  Reciproken,  OÄ,  OB,  OC,  terminocollinear 
(24) ;  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  die  vier  Punkte  O,  A,  B,  C 
auf  demselben  Kreise  liegen,  oder  concircular  sind,  dann  liegen 
die  drei  Punkte  Ä,  B,  C  auf  einer  graden  Linie. 


•  Man  kann  übereinkommen,  allgemein,  das  Product  dreier  Quo- 
tienten {ABCDEF)  den  evolutionären  Quaternion,  oder  einfach  die 
Evolutionäre,  der  Gruppe  der  sechs  Punkte,  A  .  .  F,  oder  (weuu  sie  nicht 
collinear  sind)  des  ebnen  oder  windschiefen  Sechsecks  ABCDEF  zu 
nennen,  denn  die  Gleichung, 

{ABC ABC)  m  -1, 

drückt  entweder  erstens  aus,  dass  die  drei  Paare  von  Punkten  AÄ,  BB  , 
CC  eine  coUineare  Involution  (26)  von  einer  wohlbekannten  Art  bilden; 
oder  zweitens,  dass  die  drei  Paare,  oder  die  drei  entsprechenden  Diagonalen 
des  Sechsecks,  eine  complanare  oder  eine  homosphärische  Involution 
neuer  Art  bilden,  auf  die  wir  durch  Quaternioueu  [vergl.  261,  (11.)]  ge- 
führt wurden. 
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Und  umgekehrt,  wenn  drei  coinitiale  Vectoren,  OÄ,  OB, 
OC,  in  einer  graden  Linie  endigen,  dann  sind  ihre  drei 
coinitialen  Reciproken,  OA,  OB,  OC,  Sehnen  eines  Kreises; 
die  Tangente  zu  diesem  Kreise,  im  Vectorenanfangspunkte,  ist 
der  graden  Linie  parallel;  und  die  anharmonische  Function 
[259,  (9.)]  des  eingeschriebenen  Vierseite  OABC  reducirt  sich 
auf  einen  skalar  Quotienten  der  Abschnitte  dieser  Linie  (der 
daher,  nach  139,  sein  eigner  Conjugirter  ist),  nämlich, 

I.  . .  {OABC)  =  BC.B'A  =  (oo  A  BC)  =  {0.0  ABC), 

lüer  ist  das  Symbol  oo  benutzt,  um  den  im  Unendlichen  auf 
der  graden  Linie  ABC  gelegenen  Punkt  zu  bezeichnen;  und 
wir  sehn  die  null  Sehne  00  so  an,  als  ob  sie  die  Richtung* 
der  Tangente  OD  habe,  wenn  wir  hierbei  die  Bezeichnung 
(35)  für  die  Anharmonische  eines  ebnen  Büschels  anwenden. 

(1.)  Wenn  g  =  O  P  der  variable  Vector  eines  Punktes 
P  auf  dem  Kreise  OAB  ist,  so  kann  die  quaternion  Gleichung 
dieses  Kreises  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

II.  .  .  Rq  =  Rß  +  x  {Ra-Rß), 

wo 

HL  . .  .r  =  {OABP); 

der  Coefficient  r  ist  somit  ein  variabler  Skalar  (vergl.  99,  I.), 
der  von  der  veränderlichen  Lage  des  Punktes  P  auf  dem 
Kreisumfange  abhängt. 

(2.)  Oder  wir  können  schreiben, 

und  das  wäre  eine  weitere  Form  der  Gleichung  desselben 
Kreises  OAB;  man  stellt  ihr  mit  Nutzen  die  frühere  Form 
(vergl.  25)  der  Gleichung  der  Linie  AB  gegenüber, 


*  Vergleiche  die  Bemerkungen  in  der  zweiten  Anmerkuug  zu 
Seite  178,  in  Betreff  der  möglichen  Bcatimmungsweise  der  Bedeutung  des 
Zeichens  {70,  wenn  die  Null  eine  Linie  bezeichnet,  die  nach  einem  be- 
stimmten Gesetz  verschwindet. 
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(3.)  Oder,  wenn  man  das  zweite  Glied  von  IV.  durch  das 
erste  dividirt,  und  die  Conjugirten  nimmt,  so  erhalten  wir  für 
den  Kreis, 

VI. . .  -  +  -f  =  '-f- 

■  p 

während  für  die  grade  Linie  die  Gleichung  besteht, 

vn...  ^  +  "1  =  1+11. 

(4.)  Oder  wir  können,  nach  IL,  schreiben, 

vin...r£-^  =  o; 

oder 

vm  •  •  r_,0i 

das  letzte  Symbol  bezeichnet,  nach  204,  (18.),  irgend  einen 
Skalar. 

(5.)  Oder  noch  kürzer, 

IX...  V{OABP)  =  0; 

oder 

IX.  .  .(OABP)  =  r-»o. 

(6.)  Wenn  die  vier  Punkte  O,  A,  B,  C  wieder  concircular 
sind,  und  wenn  P  irgend  ein  fünfter  Punkt  in  ihrer  Ebne 
ist,  POlf  .  .  P(\  dagegen  reeiprok  zu  PO,  .  .  PC  sind,  dann 
haben  wir,  nach  259,  XXI.,  die  Beziehung, 

X.     (0,^5,^)  =  K(OABC)  ^(OABC)  =  V-*0; 

die  vier  neuen  Punkte  Ox  .  .  Cx  sind  daher  im  Allgemeinen 
concircular. 

(7.)  Wenn  der  Punkt  P  indessen  ebenfalls  auf  dem  Kreise 
OABC  liegt,  so  sind  die  vier  neuen  Punkte  (nach  dem  gegen- 
wärtigen Artikel)  collinear;  sie  sind  die  Durchschnitte  des 
Büschels  P.OABC  mit  einer  Parallelen  zur  Tangente  durch 
P.    In  diesem  Falle  haben  wir  daher  die  Gleichung, 

XI. . .  (P.  OABC)  ={ÜXAX  Bx  Cx)  =  (OABQ; 

und  somit  sehn  wir,  dass  die  anharmonische  Constante  des 
Büschels  (35)  gleich  dem  ist,  was  wir  [259,  (9.)J  als  die  Anhar- 
monische der  Gruppe  definirt  haben. 
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(8.)  Und  da  die  Anharmonische  einer  kreisförmigen  Gruppe 
ein  Skalar  ist,  so  ist  sie  [nach  187,  (8.)]  ihrem  eignen  Tensor 
gleich,  letzterer  entweder  positiv  oder  negativ  genommen;  wir 
können  daher,  für  irgend  ein  eingeschriebenes  Vierseit,  OA  B(\ 
die  Formel  hinschreiben, 

XIL  .  .  (OABC)  =  T  T(OABC) 

=  ^  (OA.  BC):(AB.cU). 

=  7  einem  Quotienten  aus  den  Rechtecken  der  gegenüber- 
liegenden Seiten;  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je 
nachdem  der  Punkt  B'  zwischen  die  Punkte  A'  und  C  fällt 
oder  nicht;  das  heisst,  je  nachdem  die  Seiten  des  Vi?rseits 
OABC  sich  schneiden  oder  nicht. 

(9.)  Daher  ist  es  leicht,  daraus  zu  schliessen,  dass  wir 
für  irgend  eine  kreisförmige  Gruppe  O,  A,  B,  CJ  die  Gleichung 
haben, 

XIII...  I^.ipggj 

das  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  die  Aufeinanderfolge  OABC 
eine  directe  ist,  das  heisst,  wenn  sich  die  Seiten  des  Vierseits 
OABC  nicht  schneiden;  und  das  untere  Vorzeichen  gilt  im 
entgegengesetzten  Falle,  nämlich  wenn  die  Aufeinanderfolge 
eine  (wie  wir  sie  nennen  können)  indirecte  ist,  oder  wenn  sich 
die  Seiten  des  Vierseits  schneiden;  und  umgekehrt  die  Gleichung 
XIII.  reicht  aus  zu  beweisen,  wenn  sie  irgendwo  vorkommt, 
dass  die  Anharmonische  (OABC)  ein  negativer  oder  ein  po- 
sitiver Skalar  ist,  und  dass  daher  nach  (5.)  die  Gruppe  kreis- 
förmig (wenn  nicht  gradlinig)  ist,  wie  vorher. 

(10.)  AVenn  A,  B,  C,  D,  E  irgend  fünf  homosphärische 
Punkte  (oder  Punkte  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel)  sind, 
und  wenn  O  irgend  ein  sechster  Punkt  im  Räume  ist,  OA  ,  .. 
OE  dagegen  die  Reciproken  zu  OA,  .  .  OE  sind,  dann  sind 
die  fünf  neuen  Punkte  A ' .  .  E'  im  Allgemeinen  (zu  einander) 
homosphärisch;  aber  wenn  O  zufällig  auf  der  Kugel  ABC  DE 
liegt,  dann  sind  Ä  .  .  E  complanar;  ihre  gemeinsame  Ebne 
ist  parallel  zur  Tangentialebne  an  die  gegebene  Kugel  in  0\ 
und  wir  haben  anharmonische  Beziehungen,  bei  denen  wir  hier 
nicht  verweilen  können. 
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261.  Ein  interessanter  Fall  der  vorhergehenden  Theorie  ist 
derjenige,  wenn  die  im  Allgemeinen  skalar  Anharmonische  einer 
kreisförmigen  Gruppe  gleich  der  negativen  Einheit  wird;  in 
diesem  Falle  (vergl.  26)  heisst  die  Gruppe  harmonisch.  Einige 
wenige  Bemerkungen  über  solche  kreisförmige  und  harmonische 
Gruppen  mögen  hier  in  Kürze  hinzugefügt  werden;  es  mag 
dem  Leser  überlassen  bleiben,  die  Hinweise  selbst  weiter  aus- 
zuführen, was  ihm  ja  jetzt  eine  leichte  Rechenübung  sein  muss. 

(1.)  Für  eine  solche  Gruppe  (vergl.  wieder  Fig.  58)  haben 
wir  also  die  Gleichung, 

I.  ..  {OABC)  =  -1; 

und  daher 

II.  ..  AB'  =  B'C, 

oder 

III...  Rß  =  \{Ra  +  Ry)\ 

und  unter  dieser  Bedingung  wollen  wir  den  Vector  ß  das 
harmonische  Mittel  zwischen  den  beiden  Vectoren,  u  und 
nennen  [vergl.  216,  (5.)]. 

(2.)  Dividirt  man  und  nimmt  die  Conjugirten  [vergl.  260, 
(3.\  und  216,  (5.)],  so  erhalten  wir  somit  die  Gleichung. 

IV...  Ä.+  ±  =  2; 

oder 
oder 

VL..  ß  =  -«  r=f  «, 

wenn 

VII...  «  =  + 

e  bezeichnet  somit  hier  den  Vector  OE  (Fig.  58)  des  Mittel- 
punktes der  Sehne  AC  Wir  können  daher  sagen,  dass  das 
harmonische  Mittel  zwischen  irgend  zwei  Linien  (wie  in  der 
Algebra)  die  vierte  Proportionale  zu  ihrer  halben  Summe  und 
zu  ihnen  selbst  ist. 

(3.)  Geometrisch  haben  wir  .somit  die  ähnlichen  Dreiecke: 
VIII..  AAOBzcEOC, 
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VIH...  AAOEacBOC; 

und  daraus  können  wir  schliessen,  da  entweder  die  Winkel 
OBA  und  OCA,  oder  die  Winkel  OAC  und  OBC  gleich 
sind,  dass  [vergl.  260,  (5.)],  wenn  die  Gleichung  L  erfüllt  ist, 
die  vier  Punkte  O,  A,  B,  C,  concircular  sind,  wenn  nicht 
collinear. 

(4.)  Wir  haben  also  die  Aehnlichkeiten, 
IX. . .  A  OECoc  CEB, 

und 

IX.'.  .  A  OEA  oc  AEB\ 
oder  die  Gleichungen, 

X.  . .  t      =  r  ~  • 

f—e        —  e 

und 

x.  ..  tf  =  "-f; 

«  —  e       —  * 
in  der  That  haben  wir,  nach  VI.  und  VEL, 

XI.  -^  =  2; 

m..fct(-.-f:'-i-f..)-(i-f)'. 

(5.)  Daher  ist  die  Linie  EC,  in  Fig.  58,  die  mittlere  Propor- 
tionale (227)  zwischen  den  Linien  EO  und  EB\  oder  in 
Worten,  die  halbe  Summe  {OE),  die  halbe  Differenz  (EC), 
und  der  Ueberschuss  (BE)  der  halben  Summe  über  das  har- 
monische Mittel  {OB),  bilden  (wie  in  der  Algebra)  eine  stetige 
Proportion  (227). 

(6.)  Umgekehrt,  wenn  irgend  drei  coinitiale  Vectoren  EO, 
EC,  EB  in  dieser  Weise  eine  stetige  Proportion  bilden,  und 
wenn  wir  EA  =  CE  machen,  dann  bilden  die  vier  Punkte 
O ABC  eine  kreisförmige  und  harmonische  Gruppe;  zum  Bei- 
spiel, die  Punkte  APBP'  in  Fig.  57  sind  so  angeordnet,  dass 
sie  eine  solche  Gruppe*  bilden. 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  255,  (2.).  In  diesem  Nebenartikel 
würde  der  Text  somit  haben  lauten  können:  dessen  Mittelpunkt  C  (wie 
wir  hinzufügen  können)  auf  dem  Kreise  OAB  liegt,  u.  s.  w.  In  Fig.  58 
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(7.)  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  in  dem  eingeschriebenen 
Vierseit  GAB  C  der  Figur  58  die  Rechtecke  aus  den  gegen- 
überliegenden Seiten  einzeln  gleich  der  Hälfte  des  Rechtecks 
aus  den  Diagonalen  sind;  diese  geometrische  Beziehung  ent- 
spricht jeder  der  beiden  anharmonischen  Gleichungen  [vergl. 
259,  (10.)]: 

XIIL  ..{ODAC)=  +  2; 
XIII.  ..  {OCAB)*=  +\. 

(8.)  Daraus,  oder  auf  anderen  Wegen,  kann  man  schliessen, 
«lass  die  Diagonalen,  OB,  AC,  conjugirte  Sehnen  des  Kreises 
sind,  zu  dem  sie  gehören;  in  dem  Sinne,  dass  jede  durch  den 
Pol  der  anderen  geht,  und  dass  daher  die  Linie  D  B  die  zweite 
Tangente  vom  Punkte  D  aus  ist,  in  dem  die  verlängerte  Sehne 
AC  die  Tangente  in  0  schneidet. 

(9.)  Unter  denselben  Bedingungen  haben  wir,  wie  leicht 
entweder  durch  Quaternionen  oder  durch  geometrische  Be- 
trachtung zu  beweisen  ist,  die  harmonischen  Gleichungen: 

XIV...  {ABCO)  =  {BCOA)  =  (COAB)  =  -1; 

so  dass  A  C  das  harmonische  Mittel  zwischen  A  B  und  A  O 
ist;  BO  ist  ein  solches  Mittel  zwischen  BC  und  B A;  und 
CA  zwischen  CO  und  CB. 

(10.)  In  irgend  einer  solchen  Gruppe  kann  man  irgend 
zwei  gegenüberliegende  Punkte  (oder  gegenüberliegende  Ecken 
des  Vierseit  s),  wie  zum  Beispiel  O  und  B,  zu  einander  harmo- 
nisch conjugirt  nennen,  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen  Punkte 
A  und  C;  und  wir  sehn,  dass  wenn  die  beiden  Punkte  A  und 
C  gegeben  sind,  dann  jedem  dritten  Punkte  O  (mag  er  in 
einer  gegebenen  Ebne  oder  im  Räume  liegen)  dabei  stets  ein 
vierter  Punkt  B  entspricht,  der  in  diesem  Sinne  zu  jenem 
dritten  Punkte  conjugirt  ist;  dieser  vierte  Punkt  ist  stets  com- 
planar  mit  den  drei  Punkten  A,  C,  O,  und  er  ist  auch  con- 
circular  mit  ihnen,  wenn  er  nicht  grade  collinear  mit  jedem 
anderen  ist;  in  diesem  äussersten  (oder  Grenz-)  Falle  ist  der 

ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises  OABC  mit  den  drei  Punkten  0,E,  Bcon- 
circular. 
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vierte  Punkt  B  noch  bestimmt,  aber  er  ist  jetzt  mit  den  anderen 
(wie  in  26,  u.  s.  w.)  collinear. 

(11.)  Wenn  wir,  nachdem  wir  so  zwei*  Punkte,  A  und 
Q  ausgewählt  haben,  oder  sie  als  gegebene  oder  feste  be- 
handeln, die  harmonisch  conjugirten  B,  B',  B",  in  Bezug  auf 
sie,  von  irgend  drei  angenommenen  Punkten,  O,  0',  O",  be- 
stimmen (10.),  so  kann  man  sagen,  die  drei  Punktpaare,  O,  B; 
(y,  B'\  0",B"\  bilden  eine  Involution**,  entweder  auf  der 
graden  Linie  ACy  (in  diesem  Falle  ist  sie  nur  von  einer 
schon  wohlbekannten  Art),  oder  in  einer  Ebne  durch  diese 
Linie,  oder  auch  allgemein  im  Baume;  und  die  beiden  Punkte 
A,  C  können  in  allen  diesen  Fällen  die  beiden  Doppelpunkte 
(oder  Brennpunkte)  der  Involution  heissen.  Doch  das  Feld, 
das  hiermit  der  geometrischen  Forschung  durch  Quaternionen 
eröffnet  ist,  ist  viel  zu  ausgedehnt,  um  hier  mehr  als  erwähnt 
zu  werden. 

(12.)  Wir  werden  daher  jetzt  nur  hinzufügen,  dass  der 
Begriff  des  harmonischen  Mittels  zwischen  zwei  Vectoren  leicht 
auf  irgend  eine  Anzahl  derselben  ausgedehnt  werden  kann, 
und  nicht  auf  die  Ebne  beschränkt  zu  werden  braucht;  wir 
können  daher  die  Definition  aufstellen,  dass  r;  das  harmonische 
Mittel  der  «  beliebigen  Vectoren  «v  .  .  «„,  ist,  wenn  es  der 
Gleichung  genügt, 

XV.  . .  Rtj  =  -j-  (ili,  + . .  +  Rccn) ; 

oder  der  Gleichung, 

XVL  .  .  nRij  =  ZRu. 

(13.)  Was  endlich  die  Bezeichnung  Ree  und  die  Definition 
(258)  des  Reciproken  eines  Vectors  betrifft  ,  so  mag  bemerkt 
werden,  dass,  wenn  wir  vorgezogen  hätten,  reeiproke  Vectoren 
als  solche  zu  definiren,  welche  gleiche  (anstatt  entgegengesetzte) 
Richtungen  haben,  wir  in  der  That  das  positive  Vorzeichen 

•  Es  giebt  einen  Sinn,  in  welchem  das  hier  besprochene  geometrische 
Verfahren  angewandt  werden  kann,  auch  wenn  die  beiden  ersten  Punkte, 
oder  Brennpunkte,  imaginär  sind.  Vergleiche  die  Geometrie  Superieure 
von  Chasles,  Seite  136. 

*•  Vergleiche  die  Anmerkung  zn  259,  (11.). 
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in  der  Gleichung  258,  VII.  erhalten  hätten;  aber  wir  würden 
gezwungen  gewesen  sein,  anstatt  258,  IX.,  die  viel  weniger 
einfache  Formel, 

RIv  =  -  IRv, 

zu  schreiben. 


Kapitel  III. 

lTeber  diplanare  Quaternionen,  oder  Quotienten  von  Vectoren 
im  Räume;  und  besonders  über  das  associative  Princip  der 
Multiplikation  solcher  Quaternionen. 


Erster  Abschnitt. 

Ueber  einige  Entwickelungen  der  assooiativen  Eigenschaft, 
oder  des  assooiativen  Prinoips,  der  Multiplication  diplanarer 

Quaternionen. 

262.  In  dem  vorhergehenden  Kapitel  haben  wir  uns  fast 
völlig,  wie  wir  beabsichtigt  hatten  (224,  225),  auf  die  Betrach- 
tung von  Quaternionen  in  einer  gegebenen  Ebne  (derjenigen 
von  i)  beschränkt;  und  wir  haben  nur  in  einigen  Beispielen 
auf  mögliche  Ausdehnungen*  der  dort  erhaltenen  Resultate 
Bezug  genommen.  Aber  wir  müssen  jetzt,  wie  im  ersten  Kapitel 
des  zweiten  Theils,  zur  Betrachtung  allgemeiner  Quotienten 
von  Vectoren  zurückkehren,  und  besonders  zu  ihrer  associativen 
Multiplication  (223),  die  bisher  nur  in  Verbindung  mit  dem 
distributiven  Princip  (212),  und  den  Gesetzen  der  Symbole  i, 
j9  k  (183)  bewiesen  worden  ist.  Und  zuerst  werden  wir  eine 
neue  geometrische  Entwicklung  des  associativen  Princips  geben, 
die  unabhängig  vom  distributiven  ist,  und  bei  der  es  genügen 


•  f?o  in  227,  (3.);  242,  (7.);  254,  (7.);  257,  (6.)  und  (7.);  259,  (8.), 
(9.),  (10.),  (IL);  260,  (10);  und  261,  (11.)  und  (12.). 
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wird,  die  Multiplication  von  Versoren  in  Betracht  zu  ziehn 
(vergl.  191);  denn  die  Multiplication  von  Tensoren  ist  augen- 
scheinlich eine  associative  Operation,  da  sie  einfach  der 
arithmetischen  Multiplication  entspricht,  oder  der  Zusammen» 
setzung  von  Verhältnissen  in  der  Geometrie.*  Wir  werden 
daher  in  diesem  ganzen  Kapitel  annehmen,  dass  q,  r,  s  gewisse 
drei  gegebene,  aber  willkürliche  Versoren,  in  drei  gegebenen 
und  verschiedenen  Ebnen**  seien;  und  unser  Zweck  wird  sein, 
einiges  weitere  Licht  durch  neue  Entwicklungen  in  diesem 
Abschnitt,  und  durch  neue  Beweise  im  nächsten  auf  die  sehr 
wichtige,  wenn  auch  sehr  einfache,  associative  Formel  (223,  II.) 
zu  werfen,  die  so  geschrieben  werden  kann: 

L  .  .  sr.q  =  s.rq; 

oder  vollständiger  in  dieser  Weise, 

IL  . .  q'q  «*  4    wenn  q  =  sr,    s'  =  rq,  und  t  =  ss'; 

q  ,  .«',  und  t  sind  hier  drei  neue  und  abgeleitete  Versoren,  in 
drei  neuen  und  abgeleiteten  Ebnen. 

263.  Wir  können  schon  übersehn,  dass  der  associative 
Lehrsatz  der  Multiplication,  in  allen  seinen  Formen,  eine 
wesentliche  Beziehung  zu  einem  System  von  sechs  Ebnen  hat, 
nämlich  zu  den  Ebnen  der  sechs  Versoren, 

HI...  7,    r,    s ,    rq,    sr,  srq, 

oder 

IV.  .  .  </,    r,    s,    s',    q,  t\ 
von  der  verständigen  Auswahl  und  Anordnung  derselben  muss 


'  Oder  allgemeiner,  für  irgend  drei  Paare  von  Grössen,  von  denen 
jedes  im  Besonderen  homogen  ist. 

•*  Wenn  die  Factoren  q,  r,  *  complanar  würden,  so  könnten  wir 
sie  stets  (nach  120)  auf  die  Formen  bringen, 

r-1,  .-1, 
a  p  f 

und  dann  hätten  wir  [vergl.  183,  (1.)]  die  beiden  gleichen  Prodncte  von 

je  dreien, 

,r.?=4£  =  A  =  Ü-,.r„ 

ß   «        n        f  u 

so  dass  sich  in  diesem  Falle  (vergl.  224)  die  associative  Eigenschaft  ohne 
irgend  welche  Schwierigkeit  beweißen  Hesse. 

Himiltuo,  Qu*t«nHonen.  26 
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die  Klarheit  und  Eleganz  jeder  geometrischen  Begründung 
oder  jedes  geometrischen  Beweises  des  Satzes  in  hohem  Grade 
abhängen;  und  der  versor  Charakter  der  Factoren  (allein  in 
dem  Theil  des  Satzes,  für  den  ein  Beweis  erforderlich  ist)  führt 
uns  dazu,  auf  eine  Kugel  Bezug  zu  nehmen,  nämlich  auf  die- 
jenige, welche  wir  die  Einheitskugel  (128)  genannt  haben.  Und 
die  drei  folgenden  Anordnungen  der  sechs  Ebnen  scheinen 
die  natürlichsten  und  einfachsten,  die  man  in  Betracht  ziehn 
kann;  nämlich  erstens  die  Anordnung,  bei  der  die  Ebnen  alle 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehn;  zweitens  diejenigen, 
bei  der  sie  sämmtlich  ihre  Oberfläche  berühren;  und  drittens 
diejenige,  bei  der  sie  die  sechs  Flächen  eines  eingeschriebenen 
Körpers  sind.  Wir  gehn  jetzt  dazu  über,  diese  drei  Anord- 
nungen der  Reihe  nach  der  Betrachtung  zu  unterziehn. 

264.  Wenn  die  erste  Anordnung  (263)  angenommen  wird, 

so  ist  es  natürlich.  Bogen  von 
grössten  Kreisen  als  Dar- 
stellungen der  Versoren  anzu- 
wenden, im  Sinne  des  Artikels 
162.  Stellen  wir  also  den 
Factor  q  durch  den  Bogen 
AB  dar,  und  r  durch  den  dar- 
auf folgenden  Bogen  BC,  so 
wird  (167)  ihr  Product  rq,  oder  *',  durch  AC  dargestellt;  oder 
durch  irgend  einen  gleichen  Bogen  (165),  als  welchen  wir,  zum 
Beispiel,  DE,  in  Fig.  59,  annehmen  können.  Stellen  wir  s 
durch  EF  dar,  so  haben  wir  ferner  DF  als  den  darstellenden 
Bogen  des  ternären  Productes  s.r<j,  oder  s$',  oder  t,  in 
seiner  einen  Anordnung  der  Association.  Um  das  andere 
temäre  Product  sr.q,  oder  y'y,  darzustellen,  können  wir  zu- 
erst drei  neue  Punkte,  G,  H,  I,  durch  Bogengleichungen  (165) 
zwischen  Gll,BC,  und  zwischen  JII,EF7  bestimmen,  so  dass 
sich  BC,  EF  in  //schneiden,  wie  sich  die  Bogen,  welche  s 
und  s  darstellen,  in  E  schnitten;  und  dann  können  wir,  nach- 
dem wir  auf  diesem  Wege  einen  Bogen  Gl  gefunden  haben, 
der  sr,  oder  q,  darstellt,  drei  weitere  Punkte,  K,  L,  M,  durch 
Gleichungen  zwischen  KL,  AB,  und  zwischen  LM,  Gl,  be- 
stimmen, so  dass  die  beiden  neuen  Bogen,  KL,  L  M,  q  und  q 
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darstellen,  und  dass  sich  AB,  Gl  in  L  schneiden;  auf  diesem 
Wege  werden  wir  aber  einen  Bogen,  nämlich  KM,  erhalten, 
der  q  q  darstellt,  wie  gewünscht  wurde.  Und  es  gilt  dann  der 
Satz,  dass  dieser  letztere  Bogen  KM  gleich  dem  vorigen  Bogen 
DF,  im  vollen  Sinne  des  Art.  165,  ist;  oder  dass,  wenn  (wie  es 
unter  den  vorhergehenden  Constructionsbedingungen  der  Fall 
ist)  die  fünf  Bogengleichungen  bestehn, 

L  ..  *AB**  n  KL,        rs  BC=  r\  GH, 
-  EF  =  -  HI,  ~AC=~DE, 
n  GI  =  ^  L  M, 

dann  auch  die  sechste  Gleichung  von  derselben  Art  befriedigt 
wird, 

n. . .  *DF=  r>  KM; 

die  beiden  Punkte,  K  und  M,  hegen  beide  auf  demselben  grössten 
Kreise,  wie  die  beiden  vorher  bestimmten  Punkte  D  und  F; 
oder  D  und  M  Hegen  auf  dem  grössten  Kreise ,  der  durch  F 
und  K  geht,  und  die  beiden  Bogen,  DF  und  KM,  dieses 
grössten  Kreises,  oder  die  beiden  punktirten  Bogen  DK,  FM 
in  der  Figur,  sind  gleich  lang  und  gleich  gerichtet  (165). 

(1.)  Oder  nach  der  Bestimmung  der  neun  Punkte  A. .  I 
in  der  Weise,  dass  sie  die  drei  mittleren  Gleichungen  L  be- 
friedigen, könnten  wir  die  drei  weiteren  Punkte  K,  L,  M,  ohne 
irgend  welche  weiteren  Bogengleichungen  als  Durchschnitte  der 
drei  Bogenpaare  AB,  D F\  AB,  Gl;  DF,  Gl  bestimmen. 
Und  dann  würde  der  Satz  lauten,  dass  (wenn  die  drei  letzten 
Punkte  in  passender  Weise  von  den  ihnen  auf  der  Kugel 
gegenüberliegenden  unterschieden  werden)  die  beiden  äusseren 
Gleichungen  L,  und  die  Gleichung  IL,  gelten. 

(2.)  Derselbe  geometrische  Satz  kann  auch  in  folgender 
Weise  ausgesprochen  werden:  Wenn  die  erste,  dritte  und 
fünfte  Seite  (KL,  GH,  ED)  eines  sphärischen  Sechsecks 
KLGHED  bezüglich,  in  dem  für  Bogen  geltenden  Sinne  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Seite  (AB,  BC,  CA)  eines  sphä- 
rischen Dreiecks  ABC  gleich  sind,  dann  sind  die  zweite,  vierte 
und  sechste  Seite  (LG,  HE,  DK)  desselben  Sechsecks  den 

26* 
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drei  aufeinanderfolgenden  Seiten  {MI,  IF,  FM)  eines  anderen 
sphärischen  Dreiecks  MIF  gleich. 

(3.)  Man  kann  auch  sagen,  dass  wenn  fünf  aufeinander- 
folgende Seiten  {KL, . .  ED)  eines  sphärischen  Sechsecks  be- 
züglich in  dem  für  Bogen  geltenden  Sinne  gleich  den  fünf  auf- 
einanderfolgenden Diagonalen  {AB,  MI,  BC,  IF,  CA)  eines 
anderen  solchen  Sechsecks  {AMBICF)  sind,  dann  die  sechste 
Seite  {DK)  des  ersten  der  sechsten  Diagonale  {FM)  des  zweiten 
gleich  ist. 

(4.)  Oder,  wenn  wir  den  in  180,  (3.)  erwähnten  Begriff 
einer  Bogensumme  annehmen,  und  eine  solche  Summe  dadurch 
bezeichnen,  dass  wir  +  zwischen  den  Symbolen  der  beiden  Sum- 
manden einfügen,  und  denjenigen  Bogen,  der  hinzuaddirt  werden 
soll,  linker  Hand  schreiben,  so  können  wir  den  Satz,  in  Ver- 
bindung mit  der  vorigen  Fig.  59,  durch  die  Formel  darstellen: 

III. . .  -  DF+     BA  =  ~  EF  +  o  BC, 

wenn 

n  DA  =  n  EC\ 

hier  mögen  B  und  F  irgend  zwei  Punkte  auf  der  Kugel  be- 
zeichnen. 

(5.)  Wir  können  auch  dasselbe  Princip,  wenn  auch  etwas 
weniger  einfach,  in  folgender  Weise  [siehe  wieder  Fig.  59,  und 
vergleiche  den  Nebenart.  (2.)]  ausdrücken*  ■ 

IV...    wenn    rs  ED  +  rs  GH+  r>  KL  =  0, 

dann  ist 

rv  DK+     HE  +  r,  LG  =  0. 

(6.)  Wenn  wir,  für  einen  Augenblick,  übereinkommen,  zu 
schreiben  (vergl.  Art.  1), 

V. . .  f  AB  =  B —  A, 


*  Einige  von  diesen  Formeln  und  Figuren,  in  Verbindung  mit  dem 
asßociativen  Princip,  sind,  wenn  auch  meistenteils  mit  Abänderungen, 
der  sechsten  Vorlesung  des  Verfassers  über  Quaternionen  entnommen,  in 
welcher  der  ganze  Gegenstand  sehr  ausführlich  behandelt  ist  Vergleiche 
die  Anmerkung  auf  Seite  205. 
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so  können  wir  die  vorige  Fassung  IV.  ein  wenig  klarer  in 
folgender  Weise  ausdrucken: 


dann  ist 


VI...  wenn  D- E  +  H-  G  +  L- K  =  0, 


K-D+  E-H  +  G—L  =  0. 


(7.)  Oder  noch  einfacher,  wenn  r*,  r>',  r>"t  irgend  drei 
diplanare  Bogen  bezeichnen,  die  nach  der  Regel  [180,  (3.)] 
addirt  werden,  auf  die  wir  uns  vorher  bezogen  haben,  so  kann 
der  Satz  so  ausgesprochen  werden,  dass 

VII. . .  +  -')+  r>  =  ^"  +  (-'+  r,)- 

oder  in  Worten,  dass  die  Addition  von  Bogen  auf  einer  Kugel 
eine  associative  Operation  ist 

(8.)  Umgekehrt,  wenn  irgend  ein  unabhängiger  Beweis 
von  der  Wahrheit  irgend  eines  der  vorhergehenden  Sätze  ge- 
geben wird,  wenn  man  sie  als  den  Ausdruck  von  Sätzen  be- 
trachtet, die  in  der  sphärischen  Geometrie*  gelten,  so  wird 
dadurch  ein  neuer  Beweis  der  associativen  Eigenschaft  der 
Multiplication  von  Quaternionen  geliefert. 

265.    Bei  der  zweiten  Anordnung  (263)  der  sechs  Ebnen 
ist  es  naturgemäss,  anstatt  die  drei  gegebenen  Versoren,  und 
die  Producte  aus  einzelnen  von  ihnen  oder  aus  allen,  durch 
Flf  w  Bogen  darzustellen,  sie 

(174,  II.)  durch  Winkel 
auf  der  Kugel  darzu- 
stellen. Denken  wir  uns 
daher,  dass  die  beiden 
Versoren,  q  und  r,  durch 
die  beiden  sphärischen 
Winkel,  EAB  und 
ADE,  in  Fig.  60  dar- 
^  ™    gesteiltwerden ;  und  dass 

daher  (175)  ihr  Product,  rq  oder      durch  den  Aussenwinkel  an 


*  Ein  solcher  Beweis,  nämlich  eine  Ableitung  der  Gleichung  II.  aus 
den  fünf  Gleichungen  L,  durch  bekannte  Eigenschaften  der  sphärischen 
Kegelschnitte  wird  in  Kürze  im  folgenden  Absctinitt  gegeben  werden. 
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der  Spitze  des  Dreiecks  ABEbei  E  dargestellt  wird.  Es  möge 
der  zweite  Vcrsor  r  auch  durch  den  Winkel  FB  C  dargestellt 
werden,  und  der  dritte  Versor  *  durch  BCF;  dann  wird  das 
andere  binäre  Product,  sr  oder  q,  durch  den  Aussenwinkel 
des  neuen  Dreiecks  B  CF  bei  F  dargestellt  Um  ferner  das 
erste  ternäre  Product,  t  =  ss  =  s.rq,  darzustellen,  haben  wir 
nur  den  Aussenwinkel  des  Dreiecks  ECD  bei  D  zu  nehmen, 
wenn  D  ein  Punkt  ist,  der  durch  die  beiden  Bedingungen 
bestimmt  wird,  dass  der  Winkel  ECD  gleich  BCF,  und  DEC 
supplementär  zu  BEA  sein  soll  Wenn  wir  uns  andererseits 
einen  Punkt  D'  denken,  der  durch  die  Bedingungen  bestimmt 
ist,  dass  DA  F  gleich  EA  B  sein  soll,  und  A  FD'  supplementär 
zu  CFB,  so  stellt  der  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AFD'  bei 
D'  das  zweite  ternäre  Product,  q  q  =  sr.q,  dar,  das  (nach  dem 
associativen  Princip)  gleich  dem  ersten  sein  muss.  Denken 
wir  uns  nun  ED  bis  G,  und  FD  bis  H  verlängert,  so  müssen 
die  beiden  sphärischen  Winkel,  GDC  und  A D  U,  in  jeder  Hin- 
sicht gleich  sein;  ihre  Scheitel  D  und  D'  fallen  zusammen, 
und  die  Drehungen  (174,  177),  welche  sie  darstellen,  müssen 
nicht  nur  von  gleichem  Betrag,  sondern  auch  gleich  gerichtet 
sein.  Oder,  um  dieselbe  Sache  in  anderer  Weise  auszudrücken, 
wir  können  das  associative  Princip  in  der  Form  ausdrücken 
(262),  dass  wir  sagen,  wenn  die  drei  Winkelgleichungen, 

I...  ABE=FBC,     BCF  =  ECD, 
DEC  —  n  —  BEA, 

erfüllt  sind,  so  sind  auch  die  drei  weiteren  Gleichungen, 

II...  DAF=  EAB,     FD  A  =  CD  E, 
AFD  =  ?r—  CFB, 

erfüllt.  Denn  es  ist  nicht  nur  dieser  Satz  der  sphärischen 
Geometrie  eine  Folgerung  aus  dem  associativen  Princip  der 
Multiplikation  von  Quatenüonen,  sondern  umgekehrt  irgend  ein 
von  ihnen  unabhängiger  Beweis*  des  Satzes  ist  zu  gleicher 
Zeit  ein  Beweis  des  Princips. 

*  Wie  wir  es  im  folgenden  Abschnitt  mit  Hülfe  der  bekannten 
Eigenschaften  der  sphärischen  Kegelschnitte  in  Kürze  ausführen  werden. 
Vergleiche  die  Anmerkung  zum  vorhergehenden  Artikel. 


Digitized  by  Google 


Kap.  III.]  Dritte  Anordnung,  sphärisches  Sechseck 


395 


266.  Die  dritte  Anordnung  (263)  der  sechs  Ebnen  kann 
dadurch  erläutert  werden,  dass  man  sich  ein  windschiefes 
Sechseck,  ABC  ABC,  in  eine  Kugel  eingeschrieben  denkt, 
der  Art,  dass  der  Durchschnitt  D  der  drei  Ebnen,  CAB, 
B'CÄ,  ABC,  auf  der  Oberfläche  liegt;  und  dass  daher  die  drei 
kleinen  Kreise,  welche  durch  die  drei  letzten  aus  drei  Buchstaben 

bestehenden  Symbole  bezeichnet  werden, 
in  einem  Punkte  D  zusammentreffen; 
der  zweite  Durchschnittspunkt  der  beiden 
anderen  kleinen  Kreise,  ABC,  CÄB, 
mag  durch  den  Buchstaben  D  bezeichnet 
werden,  wie  es  in  der  nebenstehenden 
Fig.  61  geschehn  ist.  Wir  wollen  auch 
der  Einfachheit  wegen  zuerst  annehmen, 
dass  (wie  in  der  Figur)  die  fünf  kreis- 
förmigen Gruppen, 

L  . .  CA  BD,  AB' CD,  B'CÄD,  CA  BD,  AB  CD, 

sämmtlich  direct  sind;  oder  dass  die  fünf  eingeschriebenen 
Vierseite,  welche  durch  die  Symbole  L  bezeichnet  werden, 
sämmtlich  nicht  gekreuzt  sind.  Dann  ist  es  [nach  260,  (9.)] 
erlaubt,  drei  Versoren,  q,  r,  s,  einzuführen,  von  denen  jeder 
in  zweifacherWeise,  wie  folgt,  ausgedrückt  werden  kann: 


U...q  =  U 
r-  U 

im  ü 


Ii  l) 

DC 
DA' 
BD 
CD 
CA' 


-  +  V 

=  +  u 


+  Ei 


CA 
CB> 

AB' 


und  (nach  dem  erwähnten  Nebenartikel)  würden  die  letzten 
Glieder  der  drei  Formeln  das  negative  Vorzeichen  annehmen, 
wenn  die  erste,  dritte  und  vierte  der  Gruppen  I.  indirect  werden 
würden,  oder  wenn  die  entsprechenden  Vierseite  gekreuzte 
wären.  Wir  haben  somit  (nach  191)  die  abgeleiteten  Aus- 
drücke: 

III. .  .  i* 


r,j 


[/DA  =[JAB. 

BC1 


DC 


TT  CD      ,TD  A 

q  =  ,r=  ü  cv=  U^-,; 


AB' 
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hierbei  würden  indessen  die  beiden  Versoren  in  der  ersten 
Formel  verschiedene  Vorzeichen  haben,  wenn  die  fünfte 
Gruppe  L  eine  indirecte  wäre;  und  ebenso  die  in  der  zweiten 
Formel,  wenn  die  zweite  Gruppe  es  wäre.    Daher  ist, 

IV.  ../  =  **'=  *.r7  = 

und  da  die  beiden  letzten  Versoren.  nach  dem  associativen 
Princip,  gleich  sind,  so  folgt,  dass  die  vier  Punkte  B,C,, 4, D, 
unter  den  angenommenen  Constructionsbedingungen,  eine  kreis- 
förmige und  directe  Gruppe  bilden;  oder  dass  das  Vierseit 
BC'AD  eben,  einem  Kreise  eingeschrieben,*  und  nicht  ge- 
kreuzt ist. 

267.  Es  ist  leicht,  durch  passende  Wahl  der  Vorzeichen, 
die  letzte  Betrachtung  dem  Falle  anzupassen,  wenn  einige  oder 
alle  Gruppen  L  indirecte  sind;  und  so,  aus  dem  associativen 
Princip,  den  folgenden  Satz  der  sphärischen  Geometrie  zu 
schliessen:  Wenn  ABCÄBC  ein  sphärisches  Sechseck  ist, 
so  dass  die  drei  kleinen  Kreise  C'AB,  B'CÄ,  ÄBC  in  einem 
Punkte  D  zusammentreffen,  dann  treffen  erstens  die  drei  ande- 
ren kleinen  Kreise  ABC,  CA'B,  BCA  in  einem  anderen 
Punkte,  D',  zusammen;  und  zweitens,  ist  die  Anzahl  derjenigen 
von  den  sechs  kreisförmigen  Gruppen,  226,  L,  und  BC'AD, 
welche  indirecte  sind,  stets  grade  (mit  Einschluss  der  Null). 
Und  umgekehrt,  irgend  ein  unabhängiger  Nachweis**  dieses 
geometrischen  Satzes  würde  ein  neuer  Beweis  des  associativen 
Princips  sein. 

268.  Dasselbe  fruchtbare  Princip  der  associativen  Multi- 
plication  kann  auf  andere  Weise  ausgesprochen  werden,  ohne 


*  Folglich  würde,  da  die  vier  Punkte  B'C  AD ,  wie  bekannt,  homo- 
sphärisch [vergl.  260,  (10.)]  sind,  die  Möglichkeit,  um  das  Vierseit  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  daraus  folgen,  dass  es  eben  ist,  wenn  letzteres  auf 
andere  Weise  bewiesen  worden  wäre;  aber  es  ist  hier  aus  der  Gleichheit 
der  beiden  Versoren  IV.,  im  Sinne  von  260,  (9.),  abgeleitet. 

*•  Einen  elementaren  Beweis,  durch  stereographische  Projection, 
werde  ich  im  folgenden  Abschnitt  gelien. 
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die  Factoren  auf  Versoren  zu  beschränken,  und  ohne  den  Be- 
griff einer  Kugel  einzuführen.  So  können  wir  sagen  [vergl. 
264,(2.)],  dasswenn  O.  ABCDEF{vergl  35)  irgend  ein  Büschel 
aus  sechs  Strahlen  im  Räume  ist,  und  O.ÄBC  irgend  ein 
Büschel  aus  drei  Strahleu,  und  wenn  die  drei  Winkel  AGB, 
COD,  EOF  des  ersten  Büschels  bezüglich  den  Winkeln 
ROC,  COÄ,  A'OB'  des  zweiten  gleich  sind,  dann  ein 
anderes  Büschel  aus  drei  Strahlen,  O .  Ä'B"C,  angegeben 
werden  kann,  so  dass  die  drei  anderen  Winkel  BOC,DOE, 
FOA  des  ersten  Büschels  den  Winkern  B'OC,  C"OA", 
A  'OB  des  dritten  gleich  sein  werden;  Gleichheit  von  Win- 
keln (die  denselben  Scheitelpunkt  haben)  wird  hier  so  ver- 
standen (vergl.  165),  dass  sie  die  Complanarität  und  gleiche 
Richtung  der  Drehungen  einschliesst. 

(1.)  Wir  können  ferner  [vergl.  264,  (4.)]  die  folgende 
Formel  aufstellen,  in  der  die  vier  Vectoren  aßyS  eine  compla- 
nare  Proportion  (226)  bilden,  aber  «  und  £  irgend  zwei 
Linien  im  Räume  sind: 

t    LA -A.A. 

X.  .  •  —  , 

Y    e        a  e 

wenn 

A-  L. 

r     ■  ' 

denn  unter  der  letzten  Bedingung  haben  wir  (vergl.  125), 

TT         t   i  C    «      &  _   ;      ß  d 

xx.  .  .  —  —  =  •  —  —  —  •   ,     ~  * 

f    s        a    y      e         a      d  s 

(2.)  Eine  andere  Fassung  des  associativen  Princips  ist  die 
folgende : 

HI.  ..wenn  ±i  =  :, 

dann  ist 

denn  wenn  wir  sechs  neue  Vectoren,  it0t  und  x).p,  bestimmen 
(120),  so  dass 


IV... 


-  =  — ,  --  =  '  ,  wonach  —  =  — , 
rj       y      *       n  «  • 

und 


i         f  X  ß 

—     i         —  » 

x        a  fi  r 

so  haben  wir  die  Transformationen, 
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oder 


VI     —  =  _£ 

ö 


3.)  Umgekehrt,  die  Behauptung,  dass  die  letzte  Gleichung 
oder  Proportion  VL  wahr  ist,  stets  wenn  die  zwölf  Vectoren 
a  .  .  ju  durch  die  fünf  Proportionen  IV.  verbunden  sind,  ist 
eine  Form  des  Ausspruchs  des  associativen  Princips;  denn  sie 
fuhrt  (vergl.  IV.  und  V.)  zu  der  Gleichung, 

VTT       -     L  1  —  1  1  i 

*  •  •  —  •  TT  —  —  •  -TT  y 

e      ij   9         e   q  9 

wenigstens  wenn 

■  Uli.* 

aber  auch  mit  dieser  letzten  Beschränkung  können  die  drei 
Factor-Quotienten  in  VII.  irgend  welche  drei  Quaternionen 
vorstellen. 


Zweiter  Abschnitt. 

Ueber  einige  geometrische  Beweise  der  assooiativen  Eigen- 
schaft der  Holtiplioation  von  Quaternionen,  welche  unab- 
hängig vom  distributiven*  Prinoip  sind. 

269.  Wir  beabsichtigen  in  diesem  Abschnitt  drei  geo- 
metrische Beweise  des  associativen  Princips  im  Zusammenhang 
mit  den  drei  Figuren  (59  —  61)  zu  geben,  die  im  letzten  Ab- 
schnitt angewandt  wurden,  um  verschiedene  Fassungen  dieses 
Princips  auszusprechen;  und  im  Zusammenhang  mit  den  drei 
Anordnungen  der  sechs  Ebnen,  die  in  Art.  263  beschrieben 
wurden.  In  den  beiden  ersten  Beweisen  werde  ich  die  Kennt- 
niss  einiger  wenigen  Eigenschaften  der  sphärischen  Kegel- 
schnitte [196,  (11.)]  voraussetzen;  in  dem  dritten  werde  ich 
dagegen  nur  die  Lehre  von  der  stereographischen  Projection 
anwenden,  und  er  ist  daher  von  einem  mehr  ausschliesslich 


•  Vergleiche  224  und  262;  und  die  zweite  Anmerkung  zu  Seite  313. 
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elementaren  Charakter.  Das  Princip  selbst  ist  indessen  von 
solch  grosser  Wichtigkeit  in  unserer  Rechnung,  dass  sein 
Wesen  und  seine  augenscheinliche  Richtigkeit  von  kaum  zu 
vielen  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  ins  rechte  Licht  ge- 
setzt werden  kann. 

270.  Die  einzigen  Eigenschaften,  welche  wir  in  diesem 
Artikel  von  einem  sphärischen  Kegelschnitt  als  bekannt* 
voraussetzen  wollen,  sind  die  drei  folgenden:  erstens,  dass  durch 
irgend  drei  gegebene  Punkte  auf  einer  gegebenen  Kugel,  die 
nicht  auf  einem  grössten  Kreise  liegen,  ein  Kegelschnitt  be- 
schrieben werden  kann  (der  im  Allgemeinen  aus  zwei  ent- 
gegengesetzten Ovalen  besteht),  der  einen  gegebenen  grössten 
Kreis  zu  einem  seiner  beiden  cyklischen  Bogen  hat;  zweitens, 
dass,  wenn  ein  transversaler  Bogen  diese  beiden  Bogen  und 
den  Kegelschnitt  schneidet,  die  in  passender  Weise  gemessenen 
Abschnitte  auf  dem  transversalen  Bogen  gleich  sind;  und 
drittens,  dass,  wenn  der  Scheitel  eines  sphärischen  Winkels 
sich  auf  dem  Kegelschnitte  entlang  bewegt,  während  seine 
Schenkel  stets  durch  zwei  feste  Punkte  desselben  gehn,  diese 
Schenkel  einen  konstanten  Zwischenraum  auf  jedem  besonders 
genommenen  cyklischen  Bogen  umfassen.  Wenn  wir  diese  drei 
Eigenschaften  als  bekannt  voraussetzen,  so  sehn  wir,  dass,  wenn 
wir  uns,  in  Fig.  59,  einen  sphärischen  Kegelschnitt  so  be- 
schrieben denken,  dass  er  durch  die  drei  Punkte  B,  F,  H 
geht  und  den  grössten  Kreis  DAEC  zu  einem  cyklischen 
Kreise  hat,  dann  die  zweite  und  dritte  Gleichung  L  in  264 
beweisen,  dass  der  Bogen  GL1M  der  andere  cyklische  Bogen 
zu  diesem  Kegelschnitt  ist;  die  erste  Gleichung  L  beweist  zu- 
nächst, dass  der  Kegelschnitt  durch  Ä'  geht;  und  wenn  man 
die  Bogensehne  FK  zieht  und  verlängert,  so  beweisen  die  beiden 
übrigen  Gleichungen,  dass  er  die  cyklischen  Bogen  in  D  und 
M  trifft;  und  daraus  ergiebt  sich  die  Gleichung  II.  desselben 


•  Der  Leser  mag  die  Uebersetzung  (Dublin,  1841,  pp.  46,  50,  55) 
zweier  Abhandlungen  von  Chasles,  über  Kegel  zweiten  Grades, 
und  über  sphärische  Kegelschnitte,  vom  jetzigen  Dekan  Graves  zu 
Ratbe  ziehn. 
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Art.  264  unmittelbar,  wenigstens  bei  der  in  der  Figur  ange- 
nommenen Anordnung.* 

(1.)  Die  erste  Eigenschaft  entspricht,  wie  man  leicht  sieht, 
der  Möglichkeit,  um  ein  gegebenes  ebnes  Dreieck  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  nämlich  um  das  Dreieck,  dessen 
Ecken  die  Durchschnittspunkte  einer  zu  der  Ebne  des  ge- 
gebenen cyklischen  Bogens  parallelen  Ebne  mit  den  drei  Radien 
sind,  die  zu  den  drei  gegebenen  Punkten  auf  der  Kugel  gehn; 
dagegen  mag  es  von  Werth  sein,  die  zweite  Eigenschaft,  der 
Uebung  wegen,  hier  durch  Quaternionen  zu  beweisen. 

(2.)  Man  nehme  daher  die  Gleichung  eines  cyklischen 
Kegels,  196,  (8.),  die  (nach  196,  XII.)  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden  kann: 

I.  .  .  S  S.  s  -J-  =  X  J  ; 

und  es  sei 

(f  und  g'  sind  somit  zwei  Strahlen  (oder  Seiten)  des  Kegels, 
die  auch  als  die  Vectoren  der  beiden  Punkte  P  und  P'  eines 
sphärischen  Kegelschnitts  angesehn  werden  können,  wenn  man 
annimmt,  dass  die  Länge  eines  jeden  gleich  der  Einheit  sei. 
Es  seien  r  und  t'  die  Vectoren  der  b?iden  Punkte  7*  und  T 
auf  den  beiden  cyklischen  Bogen,  in  denen  die  Bogensehne  PP" 
sie  trifft;  so  dass 

HI...  .S'-l  =  0, 

und 

IV.  .  .  Tx  =  Tr  =  l. 

Der  Satz  kann  dann  in  folgender  Weise  aufgestellt 
werden:  dass 

V.  .  .  wenn  q\—  xt  + 

dann 

VI...(/=  x'T+xr'i 

oder  dass  der  Ausdruck  VL  die  Gleichung  IL  befriedigt,  wenn 

*  Man  kann  sich  Aenderungen  denken,  denen  sich  indessen  die 
vorige  Betrachtung  leicht  anpassen  Hesse. 
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die  Gleichungen  L,  III.,  IV.,  V.  erfüllt  werden.  Nun  haben  wir, 
nach  III.,  V.,  VI., 

VII..  sri.  =      ^. - ari, 

«  O  X         u  ' 

daraus  folgt,  dass  die  ersten  Glieder  von  I.  und  II.  gleich 
sind,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  zu  beweisen,  dass  ihre 
zweiten  Glieder  ebenfalls  gleich  sind,  oder  dass  Tg'  =  Tg, 
wenn  Tx Tr. 

Wir  haben  demgemäss,  nach  V.  und  VI., 

VIII. .  .  9JZL^  *'-»  .  LT«;  «  5-i0, 

9  +  p       x  +x    r  +  r 

nach  200,  11.),  und  204,  (19.);  und  die  fragliche  Eigenschaft 
ist  bewiesen. 

271.  Um  das  associative  Princip  mit  Hülfe  der  Fig.  60 
zu  beweisen,  sollen  drei  andere  Eigenschaften  eines  sphärischen 
Kegelschnitts  als  bekannt*  vorausgesetzt  werden:  erstens,  dass 
für  jede  solche  Curve  zwei  Focalpunkte  existiren,  die  ver- 
schiedene wichtige  Beziehungen  zu  ihm  haben;  eine  von  ihnen 
ist,  dass  wenn  diese  beiden  Brennpunkte  und  ein  berührender 
Bogen  gegeben  sind,  der  Kegelschnitt  construirt  werden  kann; 
zweitens,  dass  wenn,  von  irgend  einem  Punkte  auf  der  Kugel 
aus,  zwei  Tangenten  zum  Kegelschnitt  gezogen  werden,  und  auch 
zwei  Bogen  zu  den  Brennpunkten,  dann  der  eine  Focalbogen 
mit  der  einen  Tangente  denselben  Winkel  macht,  wie  der  andere 
Focalbogen  mit  der  anderen  Tangente ;  und  drittens,  dass  wenn 
ein  sphärisches  Viereeit  einem  solchen  Kegelschnitt  umschrieben 
wird  (den  wir  hier  der  Einfachheit  wegen  als  eine  sphärische 
Ellipse  annehmen,  oder  bei  dem  wir  die  entgegengesetzte  Ellipse 
vernachlässigen),  gegenüberliegende  Seiten  supplementäre  Winkel 
umspannen,  in  jedem  der  beiden  (inneren)  Brennpunkte.  Lässt 


•  Der  Leser  mag  wieder  die  Seiten  46  und  50  der  kürzlich  ange- 
führten Uebersetzung  zu  Rathe  ziehn.  Streng  genommen  giebt  es  daher 
vier  Brennpunkte,  von  denen  sich  je  zwei  gegenüberliegen. 
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man  diese  bekannten  Eigenschaften  zu  und  nimmt  an,  dass  die 
Anordnung  so  wie  in  Fig.  60  sei,  so  können  wir  uns  einen 
Kegelschnitt  beschrieben  denken,  der  E  und  F  zu  seineu  beiden 
Brennpunkten  hat  und  den  Bogen  B  C  berührt :  und  dann  be- 
weisen die  beiden  ersten  von  den  Gleichungen  L,  in  265,  dass 
er  auch  die  Bogen  AB  und  CD  berührt,  und  die  dritte  von 
diesen  Gleichungen  beweist,  dass  er  AD  berührt,  sodass  AB  CD 
ein  umschriebenes*  Vierseit  ist;  und  danach  sind  die  drei 
Gleichungen  II.  desselben  Artikels  Folgerungen  aus  denselben 
Eigenschaften  der  Curve. 

272.  Um  endlich  dasselbe  wichtige  Princip  auf  einem  voll- 
ständigeren elementaren  Wege  zu  beweisen,  vermittelst  der 
Anordnung,  die  in  Fig.  61  dargestellt  ist,  oder  um  den  Satz 
der  sphärischen  Geometrie  zu  beweisen,  der  in  Art.  267  aus- 
gesprochen ist,  können  wir  den  Punkt  D  als  den  Pol  einer 
stereographischen  Projection  annehmen,  in  welcher  die  drei 
kleinen  Kreise  durch  diesen  Punkt  durch  grade  Linien  dar- 


eines  ebnen  Dreiecks  sind,  oder  auf  den  Verlängerungen  der- 
selben, dann  treffen  erstens,  die  drei  Kreise, 


in  einem  Punkte  D  zusammen;  und  zweitens,  ist  eine  grade 
Anzahl  (wenn  überliaupt  eine)  der  sechs  (gradlinigen  oder  kreis- 
förmigen) Gruppen: 


*  Der  Verfasser  hat  an  anderem  Orte  die  Bezeichnung  EF  (. .) 


AB  CD  vorgeschlagen,  um  die  Beziehung  der  Brennpunkte  E,F  zu  dem 
umschriebenen  Vierseit  zu  bezeichnen. 


gestellt  werden,  aber  die  drei 
anderen  durch  Kreise,  die  alle  in 
ein  und  derselben  Ebne  liegen. 
Und  dann  kann  der  Satz  (indem 
man  die  Accente  vertauscht)  in 
folgender  Weise  ausgesprochen 
werden:  Wenn  A',  B\  C  irgend 
drei  Punkte  (vergl.  Fig.  62)  auf 
den  Seiten  BC,  CA,  AB  irgend 


L..  C'AB',     ABC,  BGA, 


II.  ..ABC,     BC'A,  GAB, 
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und 

IL' .  .  C'AB'Dj     A'BCD,  B'CA'D 

eine  directe;  eine  grade  Anzahl  derselben  (wenn  überhaupt 
eine)  ist  daher  auch  eine  indirecte.  Aber  unter  dieser  Form* 
kann  der  Satz  durch  sehr  elementare  Betrachtungen  bewiesen 
werden  und  ohne  irgend  wie  das  distributive  Princip  (224,  262) 
anzuwenden. 

(1.)  Der  erste  Theil  des  Satzes,  wie  er  oben  aufgestellt 
wurde,  erhellt  aus  dem  dritten  Buche  des  Euklid;  doch 
um  beide  Theile  zusammen  zu  beweisen,  scheint  es  mir  nütz- 
lich, in  folgender  Weise  vorzugehn,  mit  Hülfe  des  Begriffs  (235) 
der  Amplituden,  oder  von  Winkeln,  welche  Drehungen  darstellen, 
diese  mögen  irgend  welche  Werthe,  positive  oder  negative,  haben 
und  zu  einander  mit  Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen  addirt  werden. 

(2.)  Wir  können  also  die  drei  Gleichungen  hinschreiben: 

DL  .  .  AB'C=nn, 
B C  A  —  u'  n, 
CA'B  =  n"n, 

um  die  drei  Collineationen  AB' C,  u.  s.  w.  der  Hg.  62  auszu- 
drücken; die  ganze  Zahl  n  ist  grade  oder  ungrade,  je  nachdem 
der  Punkt  B'  auf  der  begrenzten  Linie  AC  oder  auf  deren 
Verlängerung  liegt;  oder  mit  anderen  Worten,  je  nachdem 
die  erste  Gruppe  IL  direct  oder  indirect  ist;  und  gleiches  gilt 
für  die  beiden  anderen  Co&fficienten  n  und  »". 

(3.)  Wenn  ferner  OPQR  irgend  vier  Punkte  in  einer 
Ebne  sind,  so  können  wir  die  Formel  aufstellen: 

*  Das  associative  Princip  der  Multiplicatiou  wurde  fast  unter  dieser 
Form  in  Paragraph  XXII.  einer  Mittheilung  des  Verfassers  aufgestellt  und 
durch  dieselbe  einfache  Zeichnung  erläutert,  einer  Mittheilung,  welche  den 
Titel  „Briefe  über  Quaternionen"  führt,  und  in  der  ersten  und  «weiten  Aus- 
gabe der  Cyclopaedia  of  the  Physieal  Science8  (London  und  Glasgow,  1857 
und  1860)  des  verstorbenen  Dr.  Nichol  abgedruckt  ist.  Dieselbe  MittheUung 
enthält  weitere  Erläuterungen  und  Folgerungen  aus  demselben  Princip, 
die  ich  nicht  für  nöthig  gehalten  habe,  hier  noch  einmal  anzuführen  (ver- 
gleiche indessen  Anmerkung  C);  und  andere  kann  man  in  der  sechsten 
der  schon  erwähnten  Vorlesungen  des  Verfassers  über  Quatcmionen 
(  Dublin,  1853)  finden,  aus  der  (wie  schon  bemerkt  wurde)  einige  von  den 
Formeln  und  Figuren  dieses  Kapitels  entnommen  worden  sind. 
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IV...  POQ  +  QOÄ=  POR  +  2mn\ 

hier  haben  wir  denselben  Begriff  der  Addition  von  Amplituden. 
Wenn  dann  D  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebne  des  Dreiecks 
ABC  ist,  so  können  wir  schreiben, 

V. .  .  AB'  D  -f-  DB'C  —  nn> 
BCD+  DC  A  =  zt'jr, 
CA  D  +  DA'B  =  n"n; 

und  daher, 

VI.  . .  (AB  D  +  DC'A)  +  (BC  D  +  DA'B) 
+  (CA  D  +  DB'  C)  -  (n  +  n  +  n'  )  n. 

(4.)  Wenn  ferner  irgend  vier  Punkte  OPQR  nicht  nur 
complanar,  sondern  auch  concircular  sind,  so  haben  wir  die 
allgemeine  Formel, 

VH. ..  OPQ  +  QRO  =  pn, 

die  ganze  Zahl  p  ist  grade  oder  ungrade,  je  nachdem  die 
Gruppe  OPQR  eine  directe  oder  indirecte  ist;  wenn  wir  dann 
mit  D  den  zweiten  Durchschnittspunkt  de3  ersten  und  zweiten 
Kreises  I.  bezeichnen,  deren  erster  Durchschnittspunkt  C  ist, 
so  erhalten  wir 

VIII.  . .  AB  D  +  DC'A  =  pn, 

BCD  +  DA'B  =  p'n\ 

p  und  p'  sind  ungrade,  wenn  die  beiden  ersten  Gruppen  II.' 
directe  sind,  im  entgegengesetzten  Falle  dagegen  grade. 
(5.)  Daher  haben  wir,  nach  VI., 

IX.  ..  CA'D  +  DB'C  =  p'n, 

wo 

X.  .  .  p  +  p'  +  p"  =  n  +  n'  +  n"\ 

die  dritte  Gruppe  II.'  ist  daher  stets  kreisförmig,  oder  der 
dritte  Kreis  I.  geht  durch  den  Durchschnittspunkt  D  der  beiden 
ersten;  und  sie  ist  direct  oder  indirect,  das  heisst,  p"  ist  un- 
grade oder  grade,  je  nachdem  die  Anzahl  der  graden  Coeffi- 
cienten  unter  den  fünf  vorher  betrachteten  selbst  grade  oder 
ungrade  ist;  oder  mit  anderen  Worten,  je  nachdem  die  Anzahl 
der  indirecten  Gruppen  unter  den  fünf  vorher  betrachteten 
grade  (mit  Einschluss  der  Null),  oder  ungrade  ist 
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(6.)  In  jedem  Falle  ist  daher  die  Gesammtaiizahl  der 
Gruppen  von  jeder  Art  grade,  und  beide  Theile  des  Satzes  sind 
bewiesen;  die  Wichtigkeit  des  zweiten  Theils  desselben  (in  Be- 
treff der  graden  Theilung,  wenn  überhaupt  einer,  der  sechs 
Gruppen  EL  H')  entspringt  aus  der  Notwendigkeit  zu  be- 
weisen, dass  wir  stets,  wie  in  der  Algebra,  haben, 

XI.  .  .  sr.g      +  s.rq, 

und  niemals 

XIT.  ..  sr.q  m  —  s.rq, 

wenn  q,  r,  s  irgend  drei  wirkliche  Quaternionen  sind. 

(7.)  Das  associative  Princip  der  Multiplication  kann  auch, 
ohne  das  distributive  Princip,  durch  gewisse  Betrachtungen 
über  Drehungen  eines  Systems  bewiesen  werden,  auf  die  wir 
hier  nicht  eingehn  können. 


Dritter  Abschnitt. 

Uober  einige  zusätzliche  Formeln. 

273.  Bevor  ich  den  zweiten  Theil  abschüesse,  mögen 
einige  wenige  zusatzliche  Bemerkungen  hinzugefügt  werden,  in 
Betreff  einiger  der  Bezeichnungen  und  Umformungen,  die  uns 
schon  begegnet  sind,  oder  anderer,  die  ihnen  entsprechen. 
Und  was  zuerst  die  Bezeichnung  betrifft,  so  sind  wir,  obwohl 
wir  die  Deutung  von  Ausdrücken,  wie  ßce,  oder  dem 
dritten  Theile  vorbehalten  haben,  doch  in  210,  (9.)  überein- 
gekommen, das  häufig  vorkommende  Symbol  (7V)3  in  Ta% 
abzukürzen;  und  ich  schlage  jetzt  vor,  es  noch  weiter  in  Na 
abzukürzen,  und  dies  Quadrat  des  Tensors  (oder  der  Länge) 
eines  Vectors,  a,  die  Norm  dieses  Vectors  zu  nennen;  so  wie 
wir  (in  190,  u.  8.  w.)  die  Gleichung  Tql=  JVq,  hatten  und  Nq 
die  Norm  des  Quaternions  q  [in  145,  (11.)]  nannten.  Wir 
werden  daher  jetzt  allgemein,  für  irgend  einen  Vector  a,  die 
Formel  schreiben, 

L..  (T«)»«  Ta*  =  Na. 

H.mUUn.  QMUrnlon«.  27 
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(1.)  Die  Gleichungen  [vergl.  186,  (l.)(2.)  (3.)  (4)J 

H.  .  .  Ng  =  1 ; 
HL  .  .  Ng  =»  Na; 
IV.  ..N{g-a)=*Na\ 

V...N{g-«)=*N(ß-a), 


stellen,  bezüglich,  die  Einheitskugel  dar;  und  zwar  die  Kugel 
durch  A  mit  dem  Mittelpunkt  0;  die  Kugel  durch  O  mit 
dem  Mittelpunkt  A\  und  die  Kugel  durch  B,  mit  demselben 
Mittelpunkt  A. 

(2.)  Die  Gleichungen  [vergl.  186,  (6.)  (7.)], 

VL  . .  N{g  +  u)  =  N{g  -  a); 
VH. . .  N{ß  -  ß)  =  N(g  -  «), 

stellen,  bezüglich,  die  Ebne  durch  O  senkrecht  zur  Linie  OA 
dar;  und  die  Ebne,  die  senkrecht  zur  Linie  AB  ist  und  sie 
halbirt. 

274.  Was  die  Transformationen  betrifft,  so  mögen  die 
wenigen,  welche  folgen,  hier  hinzugefügt  werden;  sie  beziehen 
sich  zum  Theil  auf  die  quaternion  Formen  (204,  216,  u.  s.  w.) 
der  Gleichung  des  Ellipsoids. 

(1.)  Vertauscht  man  K{x:q)  mit  Rq  .Rx,  nach  259,  VTH, 
in  der  Gleichung  217,  XVI.  des  Ellipsoids,  und  beachtet,  dass 
die  drei  Vectoren  q,  Rg,  und  Rx  complanar  sind,  während 
1 :  Tg  =  TRg  nach  258,  so  wird  die  Gleichung,  wenn  sie 
durch  TRg  dividirt  wird,  und  wenn  der  Werth  217,  (5.)  für 
t-  genommen,  und  die  Bezeichnung  273  angewendet  wird: 


das  erste  Glied  derselben  lässt  sich,  wie  wir  bald  sehn  werden, 
schreiben*  T{tg  +  gx),  und  das  zweite  Glied  x*  -  t*. 

(2.)  Wenn  wir,  in  Verbindung  mit  den  früheren  Formen 
•  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  309. 
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(204,  216)  der  Gleichung  derselben  Oberfläche,  einen  neuen 
Htilfsvectqr,  a  oder  OS,  einfuhren,  so  dass  (vergl.  216,  VIEL) 

so  kann  die  Gleichung,  nach  204,  (14.),  auf  die  folgende  ausser- 
ordentlich einfache  Form  gebracht  werden: 

III.  . .  To  =  Tß; 

sie  drückt  aus,  dass  der  Ort  des  neuen  Hülfspunktes  S  die, 
wie  wir  sie  genannt  haben,  mittlere  Kugel,  216,  XIV.,  ist; 
während  die  Linie  PS,  oder  a  -  q,  welche  irgend  zwei  ent- 
sprechende Punkte,  P  und  S,  auf  dem  EUipsoid  und  der 
Kugel  verbindet,  der  festen  Linie  ß,  wie  wir  sehn,  parallel  ist; 
und  das  ist  ein  Theil  der  Homologie,  die  in  216,  (10.)  er- 
wähnt wurde. 

(3.)  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass 
und  daher 

V...sf«f  -5f  Sf 

wenn  q  und  o'  die  Vectoren  zweier  neuen,  aber  correspon- 
direnden  Punkte,  P'  und  S",  auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel 
sind;  und  daraus  folgert  sich  leicht  der  zweite  Theil  der 
Homologie,  dass  irgend  zwei  entsprechende  Sehnen,  PP'  und 
SS',  der  beiden  Oberflächen  einander  auf  der  cyklischen  Ebne 
schneiden,  deren  cyklische  Normale  [vergl.  216,  (7.)]  ö  ist;  in 
der  That  schneiden  sie  sich  im  Punkte  T,  dessen  Vector  ist, 

VL..t=x<  +  ^  =  *^¥, 

X  +  X  X  +  X  ' 

wenn 

«  =  S^-,     und     *'=  -  S-4-; 

uud  dieser  Punkt  liegt  auf  der  eben  erwähnten  (vergl.  216,  XL) 
Ebne,  denn  es  ist 

VIL  . .  S  -J-  «=  0. 

27  • 
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(4.)  Ganz  ähnliche  Resultate  würde  man  erhalten  haben, 
"wenn  wir  angenommen  hätten, 

denn  das  hätte  wieder,  wie  in  ELL,  ergeben, 

IX. .  .  Ta  =  Tß, 

aber  ausserdem 

X...  Sa  =  -Sß  S*-; 

r         ■  r 

und  es  hätte  daher  [wie  in  216,  (10.)  behauptet  wurde]  die 
andere  cyklische  Ebne,  deren  Normale  y  anstatt  S  ist,  als 
eine  weitere  Ebne  der  Homologie  des  Ellipsoids  und  der 
Kugel  genommen  werden  können,  mit  demselben  Mittelpunkt 
der  Homologie  wie  vorher;  nämlich  dem  Punkte  in  der  Un- 
endlichkeit auf  der  Linie  ß,  oder  auf  der  Achse  [204,  (15.)] 
des  einen  der  beiden  umschriebenen  Umdrehungscylinder 
[vergl.  220,  (4.)]. 

(5.)  Dasselbe  Ellipsoid  ist,  auf  zwei  anderen  Wegen,  der- 
selben mittleren  Kugel  homolog,  wobei  dieselben  beiden 
cyklisehen  Ebnen  wieder  Ebnen  der  Homologie  sind,  aber  der 
Mittelpunkt  der  Homologie  ein  anderer  ist,  nämlich  der  unend- 
lich entfernte  Punkt  auf  der  Achse  des  zweiten  umschriebenen 
Cylinders  (oder  auf  der  Linie  AB  des  zuletzt  erwähnten 
Nebenartikels). 

(6.)  Die  folgenden  allgemeinen  Transformationen  mögen 
hier  (vergl.  199,  XII,  und  204,  XXXIV.')  angegeben  werden, 
obwohl  sie  mit  dem  Ellipsoid  in  keinem  besonderen  Zusammen- 
hang strhn: 

XI. . .  TVVi-  V{i(Tq-Sqjf 

XU  .  .  tan  |  L  9  =  [TV:  S)  Vf =  ]/^=|j- 

(7.)  Die  Gleichungen  204,  XVI.  und  XXXV.,  ergeben 
leicht, 

XIH. ..   UVq  =  UVUq\ 

XIV.  ..  UIVtJ  =  Kx.q, 

XV.  . .  TIVq  =  TVq; 
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oder  die  mehr  symbolischen  Formeln, 

xin.. .  uvu=  W\ 
xrv V..  uiv=Ax.; 

XV.'. .  77K=*  TV; 

und  die  Identität  200,  IX.  wird  einleuchtender,  wenn  man  be- 
achtet, dass 

XVI.  ..q-Nq  =  q{\-Kq). 

(8.)  Wir  haben  auch  allgemein  [vergl.  200,  (10.)  und 
218,  (10.)], 

(9.)  Die  Formel  * 

XVIU.  .  .  U{rq  +  Äyr)  =  tf(£r.     +  Fr.  F?)  =  r-1  (r*?1)* 

in  der  q  und  r  irgend  zwei  Quaternionen  sein  können,  ist  viel- 
leicht an  sich  selbst  nicht  von  so  grosser  Wichtigkeit,  aber 
wir  werden  finden,  dass  sie  dem  Leser  mehrfach  nützliche 
Hebung  in  Transformationen  verschafft 

(10.)  Wenn  ich,  in  257,  (1.),  sagte,  dass  die  Null  nur  sich 
selbst  zur  Quadratwurzel  hat,  so  war  (vergl.  225)  damit  gemeint, 
dass  kein  zweigliedriger  Ausdruck  von  der  Form  x  -f  iy  (228) 
der  Gleichung, 

XIX.  ..0  =  ?!  =  (i  +  iyY  =  (xJ-y2)  +  2ixy, 

genügen  würde,  mit  irgend  welchen  reellen  oder  imaginären 
Werthen  der  beiden  skalar  Coefficienten  x  und  y,  die  von 
null**  verschieden  wären;  denn  wenn  Biquaternionen  [214,(8.)] 
zugelassen  werden,  und  wenn  Ä  wieder,  wie  in  256,  (2.),  die 
Imaginäre  der  Algebra  bezeichnet,  dann  können  wir  [vergl. 
257,  (6.)  und  (7.)]  allgemein,  da  der  reelle  Werth  0*  =»  0  ist, 
den  imaginären  Ausdruck  hinschreiben, 

XX.  . .  0*  =  v  +  Ä»', 

wenn 


*  Diese  Formel  wurde ,  doch  ebenfalls  ohne  Beweis,  auf  Seite  587 
der  Vorlesungen  über  Quaternionen  vom  Verfasser  gegeben. 
Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  371. 
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Sv  =  Sv'  =  Svv'  m  AV  —  Nv  =  0; 

v  und  »'  sind  somit  irgend  zwei  reelle  rechte  Quaternionen,  in 
zu  einander  senkrechten  Ebnen,  deren  Nonnen  (oder  deren 
Tensoren)  gleich  sind. 

(11.)  Zum  Beispiel  haben  wir,  nach  256,  (2.)  und  nach 
den  Gesetzen  (183)  von  ijk,  die  Transformationen, 

XXI.  . .  (f  +  h ff  -  i»-/  +  Ä(y  + ji)  =  0  +  Ä0  =  0; 

so  dass  der  Biquaternion  i  +  hj  einer  der  imaginären  Werthe 
des  Symbols  05  ist. 

(12.)  Im  Allgemeinen  kann,  wenn  wir  Biquaternionen  in 
der  Rechnung  zulassen,  nicht  nur  das  Quadrat  eines  solchen, 
sondera  auch  das  Product  von  zwei  solchen  Factoren  ver- 
schwinden, ohne  dass  jeder  einzelne  Biquaternion  im  Beson- 
deren verschwindet;  ein  Umstand,  der  einiges  Licht  auf  die 
Existenz  derjenigen  imaginären  (oder  symbolischen)  Wurzeln 
der  Gleichungen  wirft,  die  in  257  behandelt  wurden. 

(13.)  Zum  Beispiel,  obwohl  die  Gleichung, 

XXII.  . .  q'-  1  =  {g  - 1)  (7+ 1)  =  0, 

keine  reellen  Wurzeln  ausser  ±  1  hat,  und  daher  nicht  durch 
die  Substitution  irgend  eines  anderen  reellen  Skalars,  oder 
reellen  Quaternions,  für  q  verificirt  werden  kann,  so  wird  doch 
die  Gleichung  XXIL  verificirt,  wenn  wir  für  q  den  Biquaternion* 
v  -f  hv  unter  den  Bedingungen  257,  XI IT.  einsetzen. 

(14.)  Wir  werden  indessen  finden,  dass,  wenn  zwei  imagi- 
näre, aber  nicht -verschwindende,  Factoren  in  voriger  Weise 
ein  Product  gleich  null  ergeben,  die  Norm  eines  jeden  null 
ist;  vorausgesetzt,  dass  wir  übereinkommen,  die  Formel  Nq 
=  Sq%  -  Vq*  (204,  XXII.)  auf  Biquaternionen  auszudehnen; 
oder  als  Definition  aufzustellen,  dass  die  Norm  eines  Biquaternions 
(ebenso  wie  die  eines  gewöhnlichen  oder  reellen  Quaternions) 
gleich  dem  Quadrat  des  skalar  Theils  ist,  weniger  dem  Quadrat 


•  Das  schliefst  den  Ausdruck  ±  Ai,  von  257,  (1.),  für  eine  symbo- 
lische Quadratwurzel  der  j>oaitiven  Einheit  ein.  Andere  solche  Wurzeln 
sind  ±  hj,  und  ±  h  k. 
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des  rechten  Theils;  jeder  von  diesen  beiden  Theilen  ist  im 
Allgemeinen  imaginär,  und  der  erstere  ist,  wie  wir  sagten,  ein 


(15.)  Mit  dieser  Definition  können  wir,  wenn  q  und  q 
irgend  zwei  reelle  Quaternionen  sind,  und  wenn  h,  wie  vorher, 
die  gewöhnliche  Imaginäre  der  Algebra  ist,  die  Formel  auf- 
stellen: 

XXIH.  .  .  iV(y  +  hq')  =  {Sq  +  hSqy~(Vq  +  hVqf  ; 

oder  (vergL  200,  VIL,  und  210,  XX.), 

XXIV.  .  .  N{q  +  hq')  -  Nq  -  Xq' +2h  S  .q  Kq '. 

(16.)  Was  die  Norm  der  Summe  irgend  zweier  reellen 
Quaternionen,  oder  reellen  Vectoren  ^273),  betrifft,  so  sind  die 
folgenden  Transformationen  gelegentlich  von  Nutzen  [vergl. 
220,  (2.)]: 

XXV.  .  .  N{q'+  q)  =  N{Tq'.Uq  +  Tq.Uq)\ 

XXVI. .  .  N(ß  +  u)  =  N{ Tß.Uu+Tu. Uß) ; 

in  jeder  von  ihnen  ist  es  erlaubt,  die  Normen  mit  den  Tensoren 
zu  vertauschen,  deren  Quadrate  sie  sind,  oder  T  für  N  zu 
schreiben. 
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Kapitel  L 


Ueber  die  Deutung  eines  Productes  von  Vectoren,  oder 
der  Potenz  eines  Vectors,  als  Quaterniou. 


Erster  Abschnitt. 

Art.  275.  Im  ersten  Theile  dieser  Elemente  habe  ich 
die  Bedeutung:  L  der  Differenz  irgend  zweier  graden  Linien 
im  Räume  von  bestimmter  Richtung  (4)  augegeben;  II.  die 
der  Summe  von  zwei  oder  von  mehreren  solchen  Linien  (5—9); 

III.  diejenige  des  Productes  einer  solchen  Linie,  welche  durch 
oder  in  eine  positive  oder  negative  Zahl  multiplieirt  wird  (15); 

IV.  die  Bedeutung  des  Quotienten  einer  solchen  Linie,  die 
durch  eine  solche  Zahl  (16),  oder  —  wie  wir  sie  allgemein  ge- 
nannt haben  —  durch  einen  Skalar(17)  dividirt  ist;  und  V. 
haben  wir  die  Bedeutung  der  Summe  eines  Systems  solcher 
Linien  angegeben ,  von  denen  jede  mit  einem  skalar  Coeffi- 
cienten  (99)  behaftet  ist  (97),  und  nach  der  sie  in  jedem  Falle 
selbst  (im  Allgemeinen)  eine  Linie*  von  bestimmter  Richtung 
im  Räume,  oder  ein  Vector  (1),  wie  wir  sie  genannt  haben,  ist 

276.  Im  zweiten  Theile  war  es  der  Hauptgruudsatz  oder 
der  leitende  Begriff,  dass  der  Quotient  zweier  solchen  Vectoren, 
allgemein,  ein  Quaternion  (112,  116)  ist  Es  ist  indessen 
daran  zu  erinnern,  dass  wir  unter  diesem  allgemeinen  Begriff, 
der  gemeiniglich  zu  einem  —  wie  wir  sagen  können  —  schiefen 
Quotienten  in  Beziehung  steht,  oder  zu  einem  Quotienten  zweier 

*  Wir  haben  seitdem  auch  die  vierte-  Proportionale  zu  irgend  drei 
complanaren  Linien  als  eine  andere  Linie  in  derselben  Ebne  ge- 
deutet (226). 
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Linien  im  Räume,  die  entweder  einen  spitzen  oder  einen  stum- 
pfen Winkel  mit  einander  machen  (130),  die  drei  folgenden  be- 
sonderen Fälle  einsehliessen :  L  den  Grenzfall,  wenn  der  Winkel 
null  wird,  oder  wenn  die  beiden  Linien  gleichgerichtet  sind;  in 
diesem  Falle  entartet  (131)  der  Quotient  zu  einem  positiven 
Skalar;  II.  den  anderen  Grenzfall,  wenn  der  Winkel  gleich 
zwei  rechten  Winkeln  ist,  oder  wenn  die  Linien  entgegen- 
gesetzt gerichtet  sind;  der  Quotient  entartet  in  Folge  dessen 
wieder,  aber  jetzt  zu  einem  negativen  Skalar;  und  III.  den 
zwischenliegenden  Fall,  wenn  der  Winkel  ein  Rechter  ist,  oder 
wenn  die  beiden  Linien  zu  einander  senkrecht  (132),  anstatt 
einander  parallel  (15)  sind,  und  wenn  daher  ihr  Quotient  das 
wird,  was  wir  einen  rechten  Quotienten,  oder  einen  rechten 
Quaternion,  genannt  haben  (132);  es  war,  wie  wir  gesehn 
haben,  ein  nicht  weniger  wichtiger  Fall  als  die  beiden  vor- 
hergehenden 

277.  In  keinem  der  beiden  vorhergehenden  Theile  haben 
wir  eine  Deutung  für  ein  Pro  du  et  von  zwei  oder  mehr  Vei- 
toren  angegeben;  oder  für  das  Quadrat,  oder  eine  andere 
Potenz  eines  Vectors.    Die  Symbole, 

L  .  .  ßa,  yßa,  .  .  und  IL  .  .  er,  «*,  .  .  a~l,  .  .  .  a', 
in  denen  a,  ß,  y  .  .  Vectoren  bezeichnen,  dagegen  /  einen  Ska- 
lar vorstellt,  bleiben  bis  jetzt  noch  völlig  ungedeutet;  und  wir 
haben  daher  vollkommene  Freiheit,  auf  dieser  Stufe  diesen 
neuen  Symbolen,  oder  neuen  Verbindungen  der  Symbole, 
irgend  welche  Bedeutungen  beizulegen,  die  einander  nicht 
widersprechen,  und  in  Uebereinstimniung  mit  dem  Herkömm- 
lichen und  mit  Analogem  zu  sein  scheinen.  Und  diese  Be- 
deutungen zu  geben,  wird  der  Hauptzweck  dieses  ersten  Ka- 
pitels des  dritten  und  letzten  Theils  des  ersten  Bandes  der 
Elemente  sein;  er  ist  bestimmt,  viel  kürzer  zu  werden  als 
einer  der  beiden  vorhergehenden. 

278.  Als  ein  Anfang  zu  solchem  Deutungsversuch  wollen 
wir  hier  als  Definition  aufstellen,  dass  ein  Vector  a  durch 
einen  anderen  Vector  ß  multiplicirt  wird,  oder  dass  mit  die- 
sem letzteren  Vector  in*  den  ersteren  multiplicirt  wird,  oder 

*  Vergleiche  die  Anmerkungen  auf  den  Seiten  188,  204. 
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dass  man  das  Product  ßa  erhält,  wenn  man  die  Multiplicator- 
linie  ß  durch  den  Reciproken  Ra  (258)  der  Multiplicandlinie  u 
dividirt;  grade  so,  wie  wir  bewiesen  (136)  hatten,  dass  mit 
einem  Quatemion  in  einen  anderen  multiplicirt  wird,  wenn  man 
ihn  durch  den  Reciproken  des  letzteren  dividirt.  In  Zeichen 
werden  wir  daher,  als  eine  erste  Definition,  die  Formel 
schreiben: 

I.  .  .  ßa  mm  ß:  Rcc\ 

wo 

n.  .  .  Ra  =  -  Ua :  Tu     (258,  VIL). 

Wir  wollen  jetzt  dazu  Übergehn,  im  folgenden  Abschnitt 
einige  von  den  allgemeinen  Folgerungen  aus  dieser  Definition, 
oder  Deutung,  eines  Productes  von  zwei  Vectoren,  nach  der  es 
einem  gewissen  Quotienten,  oder  Quatemion,  gleich  ist,  in  Be- 
tracht zu  ziehn. 


Zweiter  Abschnitt. 
Ueber  einige  Folgerungen  der  vorhergehenden  Deutung. 

279.    Die  Definition  (278)  ergiebt  die  Formel: 

L  = 

und  ebenso, 

r.  ..aß  =  -~  ; 

sie  ergiebt  dalier,  nach  259,  VIII.,  die  allgemeine  Beziehung, 

IL  .  .  ßu  =  Kaß\ 

oder 

IT. .  .  aß  mm  Kßa. 

Die  Producte  zweier  Vectoren,  die  in  zwei  entgegengesetzten 
Anordnungen  genommen  werden,  sind  daher  conjugirte  Quater- 
nionen;  und  die  Multiplication  von  Vectoren  ist,  ebenso 
wie  die  von  Quaternionen  (168),  eine  (im  Allgemeinen)  nicht- 
commutative  Operation. 

(!.)   Es  folgt  aus  IL  [nach  196,  vergl.  223,  (1.)],  dass 

III.  .  .  Sßa  =  +  Saß  =  \{ßa  +  aß). 

(2.)  Es  folgt  auch  [nach  204,  vergl.  ferner  223,  (1.)],  dass 

IV.  .  .  V ßa  =  -  Vaß  =  \{ß*  -  aß). 
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280.  Ferner  haben  wir,  nach  derselben  allgemeinen  Formel 
259,  VHL,  die  Transformationen, 

T  ß      —  v _  v  a    I  v  *   _  P    )  ß 

es  folgt,  daher,  nach  der  Definition  (278),  dass 

IL  .  .       +     =  ßct  +  ßa; 

und  daher  haben  wir  auch,  wenn  wir  die  Conjugirten  (279) 
nehmen,  die  weitere  allgemeine  Gleichung 

DI.  .  .  («  +  a^ß^aß  +  aß. 

Multiplication  von  Vectoren  ist  dalier,  ebenso  wie 
die  von  Quaterniouen  (212),  eine  doppelt  distributive 
Operation. 

281.  Da  wir  bis  jetzt  noch  keine  Bedeutung  für  ein  Pro- 
duet  je  dreier  Vectoren  angegeben  haben,  wie  y  ßa  eines  ist,  so 
sind  wir  noch  nicht  dazu  vorbereitet,  auszusprechen,  ob  sich  das 
associative  Princip  (223)  der  Multiplication  von  Quaterniouen 
auf  die  Vector-Multiplication  erstreckt  oder  nicht  Dagegen 
können  wir  schon  verschiedene  andere  Folgerungen  aus  der 
Definition  (278)  eines  binären  Productes,  ßa,  ableiten;  unter 
diesen  möge  man  die  Aufmerksamkeit  auf  den  skalar  Cha- 
rakter eines  Products  zweier  parallelen  Vectoren  lenken;  und 
auf  den  rechtwinkligen  Charakter  eines  Productes  zweier  senk- 
rechten Vectoren,  oder  zweier  Linien,  die  rechte  Winkel  mit 
einander  bilden. 

(1.)  Die  Definition  (278)  kann  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden, 

I...ßa=-~  Tß.  Ta.U{ß:a); 
sie  ergiebt  daher 

II.  .  .  Tßa  =  Tß.  Tu\ 
HL  .  .  Ußa  =  -  U{ß:a)  =  Uß.  Uu\ 
der  Tensor  und  Versor  des  Productes  zweier  Vectoren  ist  so- 
mit (wie  bei  den  Quaternionen,  191)  bezüglich  gleich  dem  Pro- 
duete  der  Tensoren,  und  gleich  dem  Producte  der  Versoren. 
(2.)    Schreiben  wir  zur  Abkürzung  (vergl.  208), 
IV.  .  .  «  =  Ta,  b  =  Tß, 

y  =  Ax.  (,*:«),     r  =  L.  (ß:a), 

so  haben  wir, 
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V.    .  Tßa  =  ba; 

VI...  Sßa^  Saß  =  -Aacosx; 
VH.  .  .  SUßa  -  Slfa/J  =  -  cos  x; 
VIIT.  .  .  /Lßa  =  *-*; 

so  dass  (vergl.  198)  der  Winkel  des  Productes  irgend  zweier 
Voctoren  das  Supplement  des  Winkels  ihres  Quotienten  ist 

(3.)  Wir  erhalten  zunächst  die  Transformationen  (vergl. 
wieder  208), 

IX.  .  .  TVßa  =  TVuß  =  ba  sin  x\ 
X.  .  .  T  VUßu  =  T  VUuß  =  sin  x  ; 

XI.  .  .  /  Vßtt  —  —  yba  sin  x; 

XI'.  .  .  IV aß  =--  +  y«A  sin  x\ 
XU.  .  .  WVßu     Ax.ßa  =  -y; 
XIT.  .  .  WVaß=-  Ax.aß  =  +  y, 

so  dass  die  Drehung  um  die  Achse  eines  Products  zweier 
Vectoren,  vom  Multiplicator  zum  Multiplicandus,  positiv  ist. 

(4.)  Es  folgt  auch,  nach  IX.,  dass  der  Tensor  des  rechten 
Theils  eines  solchen  Productes,  ßa,  gleich  dem  Parallelogramm 
aus  den  Factoren  ist;  oder  gleich  dem  Doppelten  der  Fläche 
des  Dreiecks  OAB,  in  dem  die  beiden  Factoren  a,  ß,  oder 
OA,  OB,  zwei  coinitiale  Seiten  sind;  so  dass  wir,  wenn  wir 
die  hier  zuletzt  erwähnte  Fläche  durch  das  Symbol 

AOAB 

bezeichnen,  die  Gleichung  hinschreiben  können, 

XIII.  .  .  TVßa  =  dem  Parallelogramm  von  a,  ß, 

=  2AOAB; 

und  der  Index,  1  Vßa,  ist  eine  grade  Linie  senkrecht  zur 
Ebne  dieses  Parallelogramms,  und  ihre  Länge  stellt  seinen 
Flächeninhalt  in  dem  Sinne  dar,  dass  sie  beide  in  demselben 
Verhältniss  zu  ihren  respectiven  Einheiten  (der  Längen-  und 
Flächeneinheit)  stehu. 

(5.)  Daher  ist,  nach  279,  IV., 

XIV.  .  .  T(ßa  -aß)^  2  x  dem  Parallelogramm 

^AAOAB. 
(6.)  Für  irgend  zwei  Vectoren,  a,  ß,  ist 
XV.  .  .  Sßa  -  -  Na.  S(ß:a) ; 
XVL..  Vßa=  -Na.V{ß:a); 
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oder  kurz*,   

Xm,.^-  -Na.{ß:a), 

und  Na  hat  hierbei  die  Bedeutung  (273),  dass  es  (7V)1  be- 
zeichnet 

(7.)  Wenn  die  beiden  Factor-Linien  zu  einander  senk- 
recht sind,  so  dass  x  ein  rechter  Winkel  ist,  so  wird  das  Pa- 
rallelogramm (4.)  ein  Rechteck,  und  das  Product  ßa  wird  ein 
rechter  Quatcmion  (132);  so  dass  wir  schreiben  können, 

XVIH  . .  Sßa  =  Saß  =  0, 

wenn  ß  ±  a,  und  umgekehrt 

(8.)   Unter  derselben  Bedingung  der  Rechtwinkligkeit  ist, 

XIX.  .  .  L.  ßa  -  L  aß  =  J-, 

XX.  .  .  Ißa=  -yba; 
XXI  ..Iaß=  +yab. 

(9.)  Wenn  andrerseits  die  beiden  Factor-Linien  parallel 
sind,  so  verschwindet  der  rechte  Theil  ihres  Productes,  oder 
das  Product  reducirt  sich  auf  einen  Skalar,  der  negativ  oder 
positiv  ist,  je  nachdem  die  beiden  mit  einander  multdplicirten 
Vectoren  gleiche  oder  entgegengesetzte  Richtungen  haben ;  wir 
können  daher  die  Formel  aufstellen, 

XXII. . .  wenn  ß\\a,    dann  ist    Vßa  =  0,     Vaß  =  0; 

und  unter  derselben  Bedingung  des  Parallelismus  ist 

XXIII.  ..ßa  =  aß  =  Sßa  t*  Saß  =  :f 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wird  genommen,  je  nachdem 
.r  =  0,  oder  =  n  ist 

(10.)  Wir  können  auch  [nach  279,  (1.)  und  (2.)]  die  fol- 
gende Formel  tur  Rechtwinkligkeit,  und  die  Formel  für  Pa- 
rallelismus hiuschreibeu: 

XXIV.  .  .  wenn  ß  _L  a, 

dann  ist 

ßa=-aß, 

und  umgekehrt; 

•  Alle  Folgerungen  der  Deutung  (278),  des  Productes  ßa  zweier 
Vectoren ,  hätten  aus  der  Formel  XVII.  abgeleitet  werden  können ;  es 
würde  indessen  nicht  so  naturgemass  gewesen  sein ,  sie  als  eine  Defi- 
nition dieses  Symbols  anzunehmen,  als  es  natürlich  war,  die  Formel  278, 1. 
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XXV. . .  wenn  ß  a, 

dann  ist 

ßa=+aß, 

und  rückbezüglich. 

(11.)  Wenn  a,  ß,  y  irgend  drei  Einheitslinien  sind,  die 
miiu  als  die  Vectoren  der  Eiken  A,  Ii,  C  eines  sphärischen 
Dreiecks  ansehn  kann ,  dessen  Seiten  drei  neuen  positiven 
Skalaren  a,  b,  c  gleich  sind,  dann  erlauben  uns,  da,  nach 
XVII.,  ßa  =  ß:a,  und  yß  =  —  y:ß,  die  Nebenartikel  zu 
208  zu  schreiben, 

XXVI.  .  .  S{  Vyß.  Vßa)  m  sin  a  sin  c  cos  B; 
XXVIL      IV{  Vyß.  Vßa)  =  ±  ß  sin  a  sin  c  sin  B; 
XXVHI.  .  .  (/  V:  S)  ( Vyß.  Vßa)  =  ±  ,9  tan  Ii; 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  werden,  in  den  beiden 
letzten  Formeln,  genommen,  je  nachdem  die  Drehung  um  ß 
von  a  nach  y,  oder  die  um  B  von  A  nach  C,  positiv  oder 
negativ  ist. 

(12.)  Die  Gleichung  274,  L,  des  Ellipsoids  kann  jetzt  in 
folgender  Weise  gesclirieben  werden: 

XXIX. . .  T{tg  +  ftx)  =  7V  -  T&\ 

oder 

XXX. . .  T(tg  +  gm)  =  Nt  -  Nx. 
282.  Unter  der  allgemeinen  Rubrik  eines  Productes  zweier 
parallelen  Vectoren  finden  sich  zwei  interessante  Fälle,  welche 
zwei  erste  Beispiele  von  Potenzen  von  Vectoren  liefern :  näm- 
lich L  der  Fall,  wenn  die  beiden  Factoren  gleich  sind;  er 
ergiebt  das  bemerkenswerthe  Resultat,  dass  das  Quadrat  eines 
Vectors  stets  gleich  einem  negativen  Skalar  ist;  und  II.  der 
Fall,  wenn  die  Factoren  (in  dem  schon  definirten  Sinne,  258) 
zu  einander  reeiprok  sind;  in  diesem  Falle  folgt  aus  der  De- 
finition (278),  dass  ilir  Product  gleich  der  positiven  Einheit  ist. 
so  dass  jeder ,  in  diesem  Falle ,  betrachtet  werden  kann  als 
gleich  der  Einheit  dividirt  durch  den  anderen,  oder  gleich  der 
Potenz  des  andern,  welche  die  negative  Einheit  zu  ihrem  Ex- 
ponenten hat. 

(1.)  Wenn  ß—a  ist,  so  reducirt  sich  das  Product  ßa  selbst 
auf  das  Quadrat  von  u.  wie  wir  es  nennen  können;  und  wir 
können  es  durch  er  bezeichnen;  und  somit  können  wir,  als 


422 


Elemente  der  Quaternioncn. 


[Theil  III. 


einen  besonderen  aber  wichtigen  Pull  von  281,  XXTTT.,  die 
Formel  (vergl.  273)  hinschreiben, 

I.         =  -a!=  -(7V)'  =  -Na; 
so  dass  das  Quadrat  irgend  eines  Vectors  u  gleich  der  negativ 
genonimenen  Norm  (273)  dieses  Vectors  ist;  oder  gleich  dem 
negativ  genommenen  Quadrat  der  Zahl  Ta,  welche  die  Länge 
desselben  Vectors  ausdrückt  (185). 

(2.)   Unmittelbarer  ergiebt  die  Definition  (278), 

IL  .  .  a2  =  aa  -  a.Ru  =     {Tay-  =  Na, 
wie  vorher. 

(3.)  Daher  ist  (vergleiche  die  Bezeichnungen  161,  190, 
199,  204), 

HL.  .  .  S.a*-  -  Na; 
IV...  Ir.as^0; 

und 

V.  .  .  T.a-  =  T(a!)  =  -1-  Na  =  (Ta)»  =  TV ; 
die  Fortlassung  der  Parenthesen,  oder  des  Punktes,  in  dem 
letzten  Symbol  eines  Tensors*  ist  somit  für  das  Quadrat  eines 
Vectors  sowohl,  wie  für  das  Quadrat  eines  Quaternions  (190', 
gerechtfertigt;  und  ebenso  können  wir  schreiben, 

VI.  .  .  U.a*  =  */(«*)  m  -  1  -  {Ua)*  -  Ua\ 

das  Quadrat  eines  Einheitsvectors  (129)  ist  stets  gleich  der 
negativen  Einheit,  und  Klammern  (oder  Punkte)  können  wieder 
ausgelassen  werden. 

(4.)  Die  Gleichung, 

VII.  «», 

ergiebt 

VIT. . .  2V>  -  Na, 

oder 

VIT.  ..  Tq  =  Ta  ; 
sie  stellt  daher,  nach  186,  (2.),  die  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte 
O  dar,  welche  durch  den  Punkt  A  geht 
(5.)  Die  allgemeinere  Gleichung, 

VIII.  .  .  (p  -  «)!  =  [ß  -  a)*,    [vergl.**  186,  (4.)] 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  271. 
'*  Vergleiche  auch  die  Nebenartikel  eu  273. 
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stellt  die  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  A  dar,  welche  durcli 
den  Punkt  B  geht. 

(6.)  Zum  Beispiel,  die  Gleichung, 

IX.  .  .  (p  -  «)*  =  a2,    [vergl.  186,  (3.)] 
stellt  die  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  A  dar,  welche  durch 
den  Anfangspunkt  ü  geht. 

(7.)  Die  Gleichungen  [vergl.  186,  (6.),  (7.)], 

X.  . .  (?  +  «)*  =  (P  -  «)', 

xi.  ..(<>- =  (?  -  «)», 

stellen,  bezüglich,  die  Ebne  durch  O,  senkrecht  zur  Linie  OA, 
dar;  und  die  Ebne,  welche  zur  Linie  AB  senkrecht  ist,  und 
sie  halbirt. 

(8.)  Das  distributive  Princip  der  Vector-Multiplication  (280), 
und  die  Formel  279,  IIL,  befähigen  uns,  allgemein  [vergl.  210, 
(9.)]  die  Formel  aulzustellen, 

XII.  .  .  (ß  ±  af  =  ß1  ±  2Sßa  +  a-  \ 
die  vorigen  Gleichungen  IX.  und  X.  können  daher  in  folgen- 
der Weise  transformirt  werden: 

IX'.  .  .  p2  =  2Sap; 

und 

X'.  . .  Sag  =  0. 
(9.)  Die  Gleichungen, 

XI LI  .  .  p2  +  «2  =  0, 
XIV. . .  p2  +  1  =0, 
stellen  die  Kugeln  mit  dem  Mittelpunkte  O  dar,  deren  Radien 
bezüglich  n  und  1  sind ;  so  dass  die  so  einfache  Formel, 

e2  +  i=o, 

eine  Form  der  Gleichung  der  Einheitskugel  (128)  ist  [vergl. 
186,  (1.)],  und  sie  ist,  als  solche,  von  grosser  Wichtigkeit  in 
unserer  Rechenart. 

(10.)  Die  Gleichung, 

XV.  .  .  (>2  -  2  Sag  +  c  =  0, 

kann  in  die  folgende  Gleichung  umgewandelt  werden, 

XVI.  .  .  N(g  -  a)  =  -  (p  -  a)1  =  c  -  a*  =  c  +  Na; 

oder 

XVI'.  .  .  T(p  -  a)  =  V(r  -  «2)  =  |/(c  +  Na); 
sie  stellt  daher  eine  (reelle  oder  imaginäre)  Kugel  dar,  deren 
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Mittelpunkt  A  ist,  und  deren  Radius  die  letzte  Wurzel  ist,  wenn 
sie  reell  ist. 

(11.)  Diese  Kugel  ist  daher  nothwendig  reell,  wenn  e  ein 
positiver  Skalar  ist;  oder  wenn  die  skalar  Constante  c,  ob- 
wohl negativ,  (algebraisch)  grösser  als  a-  ist,  oder  grösser  als 
—  Na ;  sie  wird  dagegen  imaginär,  wenn  c  -f  Nu  <  ü. 

(12.)  Die  radical  Ebne  der  beiden  Kugeln. 

XVII.  ..f  + 

gt-2  Sa'(j  +  c  =  0, 

bat  zur  Gleichung, 

XVIII.  .  .  2  S(a  -  0)  p  =  c  -  c; 

sie  ist  daher  stets  reell,  wenn  die  gegebenen  Vectoren  a,  u 
und  die  gegebenen  Skalare  ct  c  es  sind,  auch  wenn  die  eine 
oder  die  beiden  Kugeln  selbst  imaginär  sind. 

(13.)  Die  Gleichung  281,  XXIX.,  oder  XXX.,  des  Cen- 
tral- El lipsoids  (oder  des  Ellipsoids,  dessen  Mittelpunkt  als  An- 
fangspunkt der  Vectoren  genommen  ist)  kann  jetzt  noch  weiter 
vereinfacht*  werden,  wie  folgt: 

XIX.  .  .  T(iq  +  ox)  =  x2~  r. 

(14.)  Die  Definition  (278)  ergiebt  auch, 
XX.  .  .  aRa  —  u:a  =  1 ; 

oder 

XX'.  .  .  Ra.a—  Ra-.Ra  —  1 ; 
und  daher  ist  es  natürlich  zu  schreiben**, 

XXI.  . .  Ra  =  1 :—  =  a~K 

wenn  wir  die  allgemeine  Theorie  der  Potenzen  von  Vectoren,  auf 
die  wir  vorher  hingedeutet  haben  (277),  soweit  vorwegnehmen, 
dass  wir  das  letztere  Symbol  benutzen ,  um  den  Quotienten 
aus  der  Einheit  dividirt  durch  den  Vector  a  /.u  bezeichnen; 
so  dass  wir  als  Identität,  oder  für  jeden  Vector,  die  Glei- 
chung haben, 

XXII. .  .  «.et-*  =  «-1  .<*  =  !. 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  309. 
*•  Vergleiche  die  zweite  Anmerkung  auf  Seite  377 
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(15.)  Es  folgt,  nach  258,  VII.,  dass 

XXIT1.  ..«-'=-  Uu.Ta, 

und 

XXIV.  ..ßa  =  ,i:a~l. 
(16.)  Wenn  wir  die  Uleichung  XXII 1.  als  eine  Definition* 
des  Symbols  er-1  angenommen  hätten,  so  hätten  wir  die  Formel 
XXIV.  als  eine  Formel  rar  die  Deutung  des  Symbols  ßa 
gebrauchen  können.  Doch  wir  wollen  dazu  übergchu ,  eine 
völlig  verschiedene  Methode  in  Betracht  zu  ziehn,  um  zu  der- 
selben (oder  einer  gleichbedeutenden)  Deutung  dieses  letzteren 
Symbols  zu  gelangen;  oder  eines  binären  Productes  von  Vec- 
toren,  das  einem  Quatcrnionen  gleich  aufgefasst  wird. 

Dritter  Abschnitt 

Ueber  eine  zweite  Methode,  zu  derselben  Deutung 
binären  Productes  von  Veotoren  zu 


283.  Ein  aufmerksamer  Leser  des  zweiten  Theils  wird 
sicher  bemerkt  haben,  wie  eng  und  innig  der  Zusammenhang** 
zwischen  einem  rechten  Quaternion  (132)  und  seinem  In- 
dex, oder  Index- Vector  (133),  war,  dessen  Vorhandensein 
wir  aufgefunden  hatten.  So  haben  wir  schon  gesehn ,  dass, 
wenn  v  und  v  [wie  in  223,  (1.),  u.  s.  w.]  irgend  zwei  rechte 
Quaternionen  bezeichnen,  und  wenn  Iv,  Iv,  wie  üblich,  ihre 
Indices  bezeichnen, 

I.  .  .  Iv  =  Iv, 
ist,  wenn  v  =  »,  und  umgekehrt  (133); 

II.  .  .  /(»'  ±v)  =  iv  ±  Iv  (206); 
III.  .  .  Iv':Iv  =  v:v  (193); 
und  dazu  kann  die  neuere  Formel  hinzugefügt  werden, 
IV.  .  .  RIv=  IRv    (258,  IX.). 

284.  Es  hätte  daher  nicht  befremdüch  erscheinen  können, 
wenn  wir  vorgeschlagen  hätten,  die  neue  Formel  von  der- 
selben Art, 

L  .  .  Iv  .Iv  =  v'.v  =  v'v, 

*  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  420. 
**  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  223. 
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als  eine  Definition  aufzustellen  (wobei  wir  annehmen,  dass  uns 
die  vorige  Definition  278  nicht  begegnet  wäre),  und  nach  ihr 
das  Product  irgend  zweier  Indices  rechter  Quaternionen ,  als 
dem  Producte  dieser  beiden  Quaternionen  selbst  gleich,  zu 
deuten.  Und  dann  hätten  wir  uns,  um  das  Product  ßcc  irgend 
zweier  gegebenen  Vectoren,  in  einer  gegebenen  Anordnung  ge- 
nommen, zu  deuten,  nur  vorstellen  brauchen  (wie  wir  es  stets 
können),  dass  die  beiden  vorgeschlagenen  Factoren,  a  und  ß, 
die  Indices  zweier  rechten  Quatenüoneu,  v  und  v,  sind,  und 
diese  letzteren  in  derselben  Anordnung  nur  zu  multipliciren 
brauchen.  Denn  dann  würden  wir  zur  Aufstellung  der  Formel 
gelangt  sein, 

II.  .  .  ßa  =  v'vy 

wenn 

a  —  Iv ,      und      ß  —  /»'; 

oder  wir  würden  die  ein  wenig  mehr  symbolische  Gleichung 
erhalten  haben, 

III.  .  .  ßa  =  ß.u  =  l-1  ßj-i  a; 
in  der  die  Symbole, 

/-1  u      und       /->  ß, 
als  Bezeichnungen  der  beiden  rechten  Quaternionen  aufzufassen 
sind,  deren  Indices  die  beiden  Linien  a  und  ß  sind. 

(1.)  Um  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Deutungen,  278  und 
284,  eines  binären  Vectorenproducts  ßa  dem  Wesen  nach 
identisch  sind,  wenn  auch  die  Form  der  Definitionsgleichun- 
gen, durch  die  sie  ausgedrückt  wurden,  eine  verschiedene  ist, 
haben  wir  nur  zu  beachten,  dass  wir  den  Satz  (194)  gefunden 
hatten,  dass 

IV.  .  .  v'v  —  Iv':I(l:v)  =  Iv'ilRv; 
aber  die  Definition  (258)  von  Ree  ergab  uns  die  kurz  zuvor 
citirte  Gleichung,  RIv  =  IRv\  wir  haben  daher,  nach  der 
vorigen  Formel  IL,  die  Gleichung, 

V...  Iv.Iv  =  Iv  :RIv, 

oder 

VL  ../?.«  =  ß.Ra, 
wie  in  278,  L;  u  und  ß  bezeichnen  wieder  irgend  zwei  Vec- 
toren. Die  beiden  Deutungen  fallen  daher,  wenigstens  in  ihren 
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Resultaten,  zusammen,  wenn  sie  auch  durch  verschiedenes 
Verfahren,  oder  durch  verschiedene  Hülfsbetrachtungen,  er- 
halten worden  sind,  und  durch  zwei  verschiedene  Formeln  aus- 
gedrückt werden. 

(2.)  Das  Resultat  279,  IL,  in  Betreff  conjugirter  Pro- 
ducte  von  Vectoren,  entspricht  somit  dem  Resultat  191,  (2.), 
oder  der  ersten  Formel  von  223,  (1.). 

(3.)  Die  beiden  Formeln  von  279,  (1.)  und  (2.),  die  sich 
auf  den  skalar  und  rechten  Theil  des  Products  ßa  beziehn, 
entsprechen  den  beiden  anderen  Formeln  desselben  Nebeu- 
artikels,  223,  (1.),  die  auf  die  entsprechenden  Theile  von  v'v 
Bezug  haben. 

(4.)  Die  doppelt  distributive  Eigenschaft  (280)  der  Vector- 
Multiplication  ist,  wie  wir  sehn,  in  diesem  Sinne  in  der  ent- 
sprechenden aber  allgemeineren  Eigenschaft  (212)  der  Multipli- 
cation  von  Quatemionen  mitenthalten. 

(5.)  Wenn  wir  IVq,  IVq',  t,  t'  und  S,  mit  a,  ß,  a,  b, 
und  y  in  denjenigen  Formeln  des  Art  208  vertauschten,  die 
seinen  Nebenartikeln  vorhergehn,  so  würden  wir,  mit  der 
vorigen  Definition  (oder  Deutung)  II.  von  ßa,  verschiedene 
von  den  zuletzt  (in  den  Nebenart.  zu  281)  gegebenen  Folgerun- 
gen, als  Resultate  aus  der  vorigen  Definition,  278,  L,  erhalten. 
So  entsprechen  die  Gleichungen, 

VI.,  VII.,  VIII.,  IX.,  X.,  XI.,  XII.,  XXII., 

und  XXIII., 

in  281  deu  Formein 

V.,  VI,  VIII.,  XI.,  XU,  XXII.,  XX.,  XIV., 
und  XVI. ,  XVIIL, 

in  208,  und  können  'mit  Hülfe  unserer  letzten  Definition)  aus 
ihnen  abgeleitet  werden.  [Einige  von  den  Folgerungen  aus  den 
Nebenartikeln  zu  208  haben  wir  schon  in  281,  (11.)  in  Betracht 
gezogen.] 

(6.)  Die  geometrischen  Eigenschaften  der  Linie  IV ßa, 
welche  aus  der  ersten  Definition  (278)  von  ßa  in  281,  (3.) 
und  (4.)  abgeleitet  wurden,  (nämlich,  die  positive  Drehung  um 
diese  Linie,  von  ß  nach  «;  dass  sie  zur  Ebne  der  letzteren  senk- 
recht ist ;  und  die  Darstellung  des  Parallelogramms  aus  diesen 
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beiden  Factoren  durch  dieselbe  Linie,  wobei  man  einerseits  auf 
die  Einheit  der  Länge,  anderseits  auf  die  Einheit  des  Flächen- 
inhalts Bezug  zu  nehmen  hat)  hätten  auch  aus  223,  (4.)  abge- 
leitet werden  können,  vermittelst  der  zweiten  Definition  (284) 
desselben  Productes,  ßa. 

Vierter  Abschnitt. 

Ueber  die  symbolische  Identifloirung  eines  reohten  Quator- 
nions  mit  seinem  Index;  und  über  die  Construction  eines 
Produotes  zweier  zu  einander  rechtwinkligen  Linien  durch 
eine  dritte  Linie,  die  senkrecht  zu  ihnen  beiden  ist. 

285.  So  haben  wir  denn  gesehn,  dass  die  vorige  Formel 
284,  II.  oder  ELL,  die  Formel  278,  L  ersetzen  kann,  als  eine 
zweite  Definition  eines  Productes  zweier  Vcctoren,  die  zu  den- 
selben Folgerungen  fuhrt,  und  daher  schliesslich  zu  derselben 
Deutung  eines  solchen  Productes,  wie  die  erste.  Jetzt  haben 
wir,  in  der  zweiten  Formel,  das  Product,  ßa,  dadurch  gedeutet, 
dass  wir  die  beiden  Factor-Linien ,  a  und  ß,  mit  den  beiden 
rechten  Quatermonen,  v  und  oder  mit  l~x  u  und  l~x  ßf  ver- 
tauschten, deren  Indices  sie  sind;  und  dadurch,  dass  wir  als 
Definition  aufstellten,  dass  das  gesuchte  Product  ßa  gleich 
dem  Product  v'v  dieser  beiden  rechten  Quaternionen  ist  Es 
wird  daher  von  Wichtigkeit  sein,  nachdem  wir  soweit  vorge- 
schritten sind,  zu  untersuchen,  wie  weit  eine  solche  Substi- 
tution, von  I-1  a  für  «,  oder  von  v  fUr  Iv,  zusammen  mit 
der  umgekehrten  Substitution,  in  unserem  Rechensystem  er- 
laubt ist,  in  Uebereinstimmung  mit  schon  aufgestellten  Prin- 
eipien.  Denn  es  ist  augenscheinlich,  dass,  wenn  sich  zeigen 
lässt,  dass  solche  Substitutionen  allgemein  berechtigt,  oder 
erlaubt  sind,  wir  dadurch  befähigt  sein  werden,  das  vorhan- 
dene Gebiet  der  Deutung  beträchtlich  zu  erweitern:  und,  in 
allen  Fällen,  Functionen  von  Vectoren  so  zu  behandeln, 
als  ob  sie,  zu  gleicher  Zeit,  Functionen  von  rechten 
Quaternionen  wären. 

286.  Wir  haben  zuerst,  nach  133  (vergL  283,  L)  die 
Gleichheit, 

L  . .  J-1  ß  =  J-1  a,     wenn     ß  =  cc 
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wir  haben  sodann,  nach  206  (vergl.  283,  IL)  die  Formel  für 
Addition  oder  Subtraction, 

H. . .  Z-»  (/?  ±  a)  =  /-1  ß  ±  I-1  «; 
und  die  allgemeineren  Resultate  derselben  Art  (vergl.  207 
und  99), 

in.  ..I-x2a~2I-*a  \ 
IV. . .  i"1  Zxa  =  2xl-i  a. 

Drittens  haben  wir,  nach  193  (vergl.  283,  III.),  für  die  Di- 
vision die  Formel, 

V. . .  I-1  ß.I-1 ««/?:«; 

und  die  zweite  Definition  (284)  der  Multiplication  von  Vec- 
toren,  von  der  wir  bewiesen  hatten,  dass  sie  mit  der  ersten 
Definition  (278)  in  Uebereinstimmung  ist,  hat  uns  die  analoge 
Gleichung  ergeben, 

VL  . .  /-»  ß.  I-1  a  =  ß.a  =  ßa. 

Es  möchte  daher  scheinen,  dass  wir  sofort  so  hätten  vor- 
gehn  können,  als  Definition  aufzustellen,  zu  dem  Zwecke, 
irgend  eine  vorgeschlagene  Function  von  Vectoren  als  einen 
Quaternion  zu  deuten,  dass  die  folgende  allgemeine  Gleichung 
besteht : 

VII. 

oder 

VTIL  . .  Iv  =  v\       wenn  v= 

oder  noch  kürzer  und  symbolischer,  wenn  man  bemerkt,  dass 
der  Gegenstand  der  Operation  /  stets  ein  rechter  Quaternion 
ist,  dass 

IX. . .  /  =  1. 

Aber,  ehe  wir  diesen  Schluss  endgültig  annehmen,  müssen 
wir  einen  Fall  (oder  besser  eine  Gruppe  von  Fällen)  noth- 
wendigerweise  prüfen,  um  sicher  zu  sein,  dass  kein  Wider- 
spruch mit  früheren  Resultaten  dadurch  irgendwie  begrün- 
det wird. 

287.  Die  allgemeinste  Form  einer  vector  Function,  oder 
eines  Vectors,  der  als  eine  Function  von  anderen  Vectoren 
und  Skalaren  in  Betracht  gezogen  wird,  die  wir  im  ersten 
Theil  betrachteten,  war  die  Form  (99,  vergl.  275), 

L  . .  q  =  JSxct] 

Hamilton,  QnatomioMn.  29 
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und  wir  haben  gesehn,  dass,  wenn  wir  in  dieser  Form  joden 
Vector  a  mit  dem  entsprechenden  rechten  Quaternion  /-1  a 
vertauschen,  und  dann  den  Index  des  neuen  rechten  Quater- 
nions  nehmen,  der  so  resultirt,  wir  dann  zu  genau  demselben 
Vector  p  gelangen,  wie  der  war,  welchen  wir  auf  andere  Weise 
vorher  erhalten  hatten;  oder  in  Zeichen,  dass 

II.  .  .  2xa  =  ISxI-i  a    (vergL  286,  IV.). 
Aber  wir  haben  eine  andere  Form  einer  vector  Function 
im  zweiten  Theil  betrachtet;  nämlich  die  Form, 

HL  (226,  IH); 

in  der  er,  ß,  y,  d,  «...  irgend  eine  ungrade  Anzahl  compla- 
narer  Vectoren  sind.  Und  bevor  wir  die  Gleichung  VIL  oder 
VHL  oder  IX.  von  286,  als  eine  allgemeingültige,  aeeeptireu, 
müssen  wir  untersuchen,  ob  wir  die  Freiheit  haben,  unter  den- 
selben Bedingungen  der  Complanarität,  und  mit  derselben  Be- 
deutung des  Vectors  p,  die  Gleichung  hinzuschreiben, 

IV. . .  p  =  /(.  .        6 .*Z±l.j-ia) 

288.  Um  dies  zu  prüfen,  mögen  zuerst  nur  drei  compla- 
nare  Vectoren,  f  \\  ce,  ßt  gegeben  sein;  in  diesem  Falle  giebt 
es  stets  (nach  226)  einen  vierten  Vector  p  in  derselben  Ebne, 
der  die  Function  {y.ßj.a  darstellt,  oder  construirt;  nämlich  die 
vierte  Proportionale  zu  /?,  y,  a.  Nehmen  wir  nun  die  inversen 
Index-Functionen,  wie  wir  sagen  wollen,  oder  operiren  wir  an 
den  vier  Vectoren  a,  ß,  y,  p  mit  der  Charakteristik  7-J,  so 
erhalten  wir  vier  collineare  und  rechte  Quaternionen  (209), 
die  mit  v,  v',  v",  v"  bezeichnet  werden  können;  und  wir  er- 
halten die  Gleichung, 

V.  ..v'":v  =  (Q:a  =  y:ß=)v":v; 

oder 

VI.  . .  v"  =  {v" :  v) .  o; 
und  das  beweist,  was  gesucht  wurde.    Oder,  symbolischer, 

vn...^=*  =  5  =/-?; 
vra...  y*-e-i(i-*9)-i^.r-**y 
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Und  es  ist  leicht,  diese  Betrachtung  auf  den  Fall  auszu- 
dehnen, in  welchem  irgend  eine  grössere  ungrade  Anzahl  von 
Vectoren  in  einer  Ebne  gegeben  ist,  so  dass  wir  die  vorige 
Formel  IV.  jetzt  als  bewiesen  ansehn  können. 

289.  Wir  werden  daher  die  symbolischen  Gleichungen 
VII.,  VIEL,  IX.  von  286,  als  allgemeingültige,  adoptiren;  und 
werden  uns  damit  in  den  Stand  setzen,  in  einem  sogleich  fol- 
genden Abschnitt,  ternäre  (oder  mehrgliedrigc)  Producte  von 
Vectoren,  und  ebenso  auch  Potenzen  und  andere  Functionen 
von  Vectoren,  dahin  zu  deuten,  dass  sie  allgemein  Quaternionen 
sind;  wenn  sie  auch,  in  besonderen  Fällen,  in  Skalare  degene- 
riren  (131),  oder  rechte  Quaternionen  (132)  werden  können: 
in  diesem  letzteren  Falle  können  sie,  vermöge  desselben  Prin- 
eips,  durch  ihre  eignen  Indices  (133)  dargestellt  und  ihnen 
gleichgesetzt  werden,  und  können  somit  als  Vectoren  behandelt 
werden.  In  Zeichen  werden  wir  allgemein  für  irgend  eine 
Reihe  von  Vectoren  a,  ß,  und  für  irgend  eine  Function 
/,  die  Gleichung  hinschreiben  köimen, 

I. . ./(«,  ß, r, . . .)  =/(i-1  *,  /-*Ä  /-»  r, . . .)  -  </, 

wenn  q  ein  gewisser  Quaternion  ist;  während  wir  in  dem  be- 
sonderen Falle,  wenn  dieser  Quaternion  ein  rechter  ist,  oder 
wenn 

q  =  v  =  S-iO  =  /-'p, 

auch  schreiben  werden ,  und  gemeiniglich  mit  Vorliebe  (für 
diesen  Fall)  die  Formel, 

n.  .  ./(*,  ß,  y, . . .)  «  0(1-1 «,  I~iß,  I-*y,  ...)-*, 

wenn  p  ein  Vector  ist. 

290.  Zum  Beispiel,  anstatt  zu  sagen  (wie  in  281),  dass 
das  Product  irgend  zweier  rechtwinkligen  Vectoren  ein  rechter 
Quaternion  ist,  mit  bestimmten,  schon  ausgesprochenen  [284, 
(6.)]  Eigenschaften  seines  Index,  können  wir  jetzt  sagen,  dass 
ein  solches  Product  diesem  Index  gleich  ist.  Und  daraus  er- 
giebt  sich  die  wichtige  Folgerung,  dass  das  Product  irgend 
zweier  rechtwinkligen  Linien  im  Räume  gleich  einer  dritten 
Linie  ist  (oder  durch  sie  construirt  werden  kann),  die  recht- 
winklig zu  beiden  ist;  die  Drehung  um  diese  Product-Liuie, 
von  der  Multiplicator-Linie  zur  Multiplicand-Linie,  ist  positiv: 

29* 
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und  die  Länge  des  Productes  ist  gleich  dem  Prodoct  der 
Längen  der  Factoren,  oder  sie  stellt  (mit  gebührender  Rücksicht- 
nahme auf  die  Einheiten)  die  Fläche  des  Rechtecks  aus  den- 
selben dar.  Und  jetzt  können  wir  allgemein,  für  alle  Zwecke 
der  Berechnung  und  Ausdruckswelse ,  einen  rechten  Quater- 
nion  mit  seinem  eigenen  Index  identificiren.* 


Fünfter  Abschnitt. 

Ueber  einige  Vereinfachungen  der  Bezeichnung,  oder  der 
Ausdrucks  weise,  welche  sich  aus  dieser  Identiflcirung  er- 
geben; und  über  die  Auffassung  einer  Einheitslinie  als 

rechten  Versor. 

291.  Eine  unmittelbare  Folgerung  der  symbolischen  Glei- 
chung 286,  IX.  ist  die,  dass  wir  jetzt  die  Charakteristik  /  des 
Index  eines  rechten  Quatemions  in  all  den  Formeln  fortlassen 
können,  in  denen  sie  vorkam;  und  so  die  Bezeichnung  verein- 
fachen können.    So  können  wir,  anstatt  zu  sclireiben, 

Ax. q  =  / U  Vq,    oder    Ax  =  IU  V,    wie  in  204,  (23.), 
oder 

Ax.  q  —  UI  Vq,  Ax.  =  UIV,    wie  in  274,  (7.), 

jetzt  einfach**  schreiben, 

L  .  .  Ax.q=  U  Vq;      oder     II.  .  .  Ax.  —  UV. 

Das  charakteristische  Zeichen  Ax.,  für  die  Operation  die 
Achse  eines  Quatemions  [132,  (6.)]  zu  nehmen,  kann  daher  hin- 
fort, weim  wir  uns  irgendwo  von  ihm  zu  befreien  wünschen, 
durch  die  Combination  der  beiden  anderen  charakteristischen 
Zeichen,  U  und  V,  ersetzt  werden,  welche  von  grösserer  und 
allgemeinerer  Nützlichkeit  sind,  und  von  denen  man  sich  in 
der  That  in  der  Praxis  unseres  Rechensystems  nicht***  frei 
machen  kann. 

*  Vergleiche  die  Anmerkungen  auf  Seite  154,  175,  223,  246,  259. 
"  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  153,  und  die  An- 
merkung auf  Seite  259. 

•••  Folglich  kann  jeder,  der  es  vorzieht,  nruc  Symbole  erfinden,  um 
dieselben  Operationen  an  Quaternionen  zu  bezeichnen,  wie  diejenigen  sind, 
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292.  Wird  sind  jetzt  auch  in  den  Stand  gesetzt,  die  An- 
zahl der  technischen  Ausdrücke  bis  zu  einem  gewissen  Betrage 
zu  verringern,  die  in  dem  vorigen  Theile  angewandt  worden 
sind.  So  können  wir,  während  wir,  in  202,  definirten,  dass  der 
rechte  Quatemion  Vq  der  rechte  Theil  des  Quaternions  q  sei, 
oder  der  Summe  Sq  -f-  Vq,  jetzt,  nach  290,  diesen  Theil  mit 
seinem  eigenen  Index- Vector  /  Vq  identificiren,  und  so  gelangen 
wir  dazu,  ihn  den  Vector-Theil  zu  nennen,  oder  einfach  den 
Vector*  des  Quaternions  q,  ohne  hinfort  von  dem  rechten 
Theile  zu  sprechen:  obwohl  der  Plan  der  Auseinandersetzung, 
der  im  zweiten  Theil  adoptirt  wurde,  erforderte,  dass  wir  es 
für  einige  Zeit  thaten.  Und  so  wird  ein  Ausspruch,  den  wir 
auf  einer  früheren  Stufe  dieses  Werkes  thaten,  nämlich,  am 
Ende  des  ersten  Kapitels  des  ersten  Theils,  oder  die  Be- 
hauptung (17)  dass 

„ein  Skalar  plus  einem  Vector  gleich  einem  Quatemion" 
sei,  ganz  verständlich,  und  bekommt  eine  vollkommen  bestimmte 
Bedeutung.  Denn  wir  werden  auf  diese  Weise  dazu  geführt, 
uns  vorzustellen,  dass  eine  Zahl  (positiv  oder  negativ)  zu  einer 
Linie**  addirt  wird,  wenn  sie  (nach  schon  aufgestellten  Regeln) 
zu  demjenigen  rechten  Quotienten  (132)  addirt  wird,  dessen 

welche  in  diesen  Elementen,  und  den  an  anderer  Stelle  erwähnten 
Vorlesungen,  durch  die  Buchstaben  U  und  V  bezeichnet  werden;  aber 
in  irgend  einer  Form  müssen  solche  Zeichen  gebraucht  werden,  und  es 
scheint  von  anderen  Schriftstellern  bisher  für  passend  gehalten  worden 
zu  sein,  nicht  hastig  an  Bezeichnungen  zu  neuern,  die  schon  in  mehreren 
veröffentlichten  Untersuchungen  angewandt  worden  sind ,  und  als  ihrem 
Zweck  entsprechend  erfuudeu  wurden.  Was  die  Buchstabenform  be- 
trifft ,  die  für  sie  und  für  die  analogen  Charakteristiken  K,  S,  T  ge- 
braucht werden ,  so  ist  das  augenscheinlich  rein  eine  Sache  des  Ge- 
schmacks und  der  Uebercinkunft :  und  Bie  sind  in  der  Tbat  sämmtlich 
als  kleine  italische  Buchstaben  in  einigen  Prüfungsarbeiten  vom  Ver- 
fasser gedruckt. 

•  Vergleiche  die  Anmerkung  auf  Seite  246. 

•*  Wegen  dieser  Möglichkeit,  sich  einen  Quaternion  als  die  Summe 
einer  Zahl  und  einer  Linie  vorzustellen,  war  bei  dem  Verfasser  dieses 
Buches  zu  einer  Zeit  die  Absicht  herrschend ,  dass  ein  Quaternion  auch 
ein  Grammarithmc  genannt  werden  könnte ,  durch  eine  Combination  der 
beiden  griechischen  Worte  rpojup?  und  aQi&pö; ,  die  bezüglich  eine 
Linie  und  eine  Zahl  bedeuten. 
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Index  die  Linie  ist  In  Zeichen  werden  wir  somit  dazu  ge- 
führt, die  Formel  aufzustellen, 


II.  .  .  q  =  a  +  l~l  u; 

welcher  Skalar  und  welcher  Vector  auch  immer  mit  a  und  a 
bezeichnet  werden  mögen.  Und  da  jeder  von  diesen  beiden 
Theilen,  oder  Summanden,  im  Besonderen  verschwinden  kann, 
ho  sind  wir  berechtigt  zu  sagen,  dass  beide  Skalare  und 
Vectoren,  oder  Zahlen  und  Linien,  in  dem  Begriff 
eines  Quaternions  eingeschlossen  sind,  so  wie  er  jetzt 
erweitert  oder  modificirt  ist. 

293.  Ferner  führt  dieselbe  symbolische  Identificirung  von 
Iv  mit  v  (286,  VIII.)  zur  Bildung  einer  neuen  Vorstellung  von 
einer  Einheitslinie,  oder  von  einem  Einheitsvector  (129),  nach 
der  er  auch  ein  rechter  Versor  (153)  ist;  oder  ein  Operator, 
der  bewirkt,  dass  sich  eine  Linie,  in  einer  zu  ihm  senkrechten 
Ebne,  um  einen  positiven  Quadranten  dreht:  und  der  daher  die 
Operand-Linie  zwingt,  eine  neue  Richtung  anzunehmen,  welche 
zu  ilirer  früheren  Richtung  rechtwinklig  ist ,  aber  ohne  ihre 
Länge  irgendwie  zu  ändern.  Und  dann  werden  die  Bemerkun- 
gen (154)  über  die  Gleichung  g*  =  —  1,  in  der  q  ein  rechter 
Versor  in  dem  früheren  Sinne  (der  auch  jetzt  noch  erlaubt 
ist)  war,  nach  dem  er  ein  rechter  radialer  Quotient  (147)  ist, 
oder  der  Quotient  zweier  gleich  langen  zu  einander  recht- 
winkligen Linien,  unmittelbar  auf  die  Deutung  der  Gleichung, 

oder 

p»  +  1  =  0    (282,  XIV.), 

anwendbar,  in  der  g  wieder  ein  Einheitsvector  ist, 

(1.)  So  haben  wir  (vergl.  Fig.  41),  wenn  u  irgend  eine 
Linie  senkrecht  zu  einem  solchen  Vector  g  ist,  die  Gleichungen 

1.  . .  ga  =  ß\ 
II.  .  .  Qiie  =  u  ß  =  et  =  —  et ; 

ß  ist  eine  andere  Linie  senkrecht  zu  g,  welche  zu  gleicher 
Zeit  rechtwinklig  zu  u  ist.  und  dieselbe  Länge  hat,  wie  diese; 
und  aus  ihr  wird  eine  dritte  Linie  u  oder  —  a,  von  entgegen- 
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gesetzter  Richtung  wie  a,  aber  wieder  gleich  lang,  durch  eine 
Wiederholung  der  Operation  gebildet  ,  welche  durch  die  (wie 
wir  sie  hier  nennen  wollen)  Charakteristik  q  bezeichnet  wird; 
oder  welche  den  Einheitsvector  q  zum  Operator  hat,  .oder  zum 
augewandten  Operationsmittel,  oder  als  eine  Art  von  Arm, 
oder  Achse*  der  Drehung. 

(2.)  Allgemeiner  (vergl.  290),  wenn  et,  ß,  y  irgend  drei  zu 
einander  rechtwinklige  Linien  sind,  und  wenn  die  Länge  von 
y  numerisch  gleich  dem  Product  aus  den  Längen  von  a  und 
ß  ist,  dann  stellt  (nach  dem,  was  vorhergeht)  die  Linie  y  das 
Product  der  beiden  anderen  Linien  dar,  oder  sie  construirt  es, 
oder  ist  ihm  gleich,  wenigstens  wenn  eine  gewisse  Reihenfolge 
der  Factoren  (vergl.  279)  beobachtet  wird:  so  dass  wir  die 
Gleichung  (vergl.  281,  XXI.)  schreiben  können, 

ITT.  .  .  aß  =  y, 

wenn 

IV.  .  .  ß  _L  <*,        y  JL  a,        y  _L  ß, 

und 

V...  Ta.Tß=  Ty, 
vorausgesetzt,  dass  die  Drehung  um  <*,  von  ß  nach  y,  oder 
diejenige  um  y  von  a  nach  ß,  u.  8.  w.,  diejenige  Richtung  hat, 
die  wir  zur  positiven  genommen  haben. 

(3.)  In  diesem  allgemeineren  Falle  können  wir  uns  wieder 
vorstellen,  dass  die  Multiplicator-Linie  a  an  der  Multiplicand- 
Linie  ß  so  operirt  hat,  dass  sie  die  Product-Linie  y  hervor- 
bringt (oder  erzeugt) ;  aber  jetzt  nicht  allein  durch  eine 
Drehungsoperation,  da  der  Tensor  von  ß  (im  Allgemeinen) 
mit  demjenigen  von  a  multiplicirt  wird,  in  der  Weise,  dass  er, 
nach  V.,  den  Tensor  des  Products  y  bildet. 

(4.)  Und  wenn  wir  (vergl.  Fig.  41,  bis,  in  der  a  zuerst 
mit  ß  vertauscht  wurde,  und  dann  mit  a)  diese  zusammen- 
gesetzte Operation  wiederholen,  die  aus  einer  Spannung  und 
einer  Drehung  zusammengesetzt  (vergl.  189)  ist,  oder  wenn  wir 
wieder  mit  a  multipliciren,  so  erhalten  wir  eine  vierte  Linie  ß', 
in  der  Ebne  von  ß,  y,  welche  aber  die  entgegengesetzte  Richtung 
wie  ß,  und  eine  im  Allgemeinen  verschiedene  Länge  hat: 
nämlich  die  Linie, 

*  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  auf  Seite  175. 
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VI.         =  ««ß  «  a*ß  ~ß  -  -  a*ß, 


(5.)  Der  Operator  a*,  oder  aa,  ist  daher  seiner  Wirkung 
.  auf  ß  nach  gleichbedeutend  mit  dem  negativen  Skalar  —  a\ 
oder  mit  -  {Tu)*,  oder  —  Na,  wenn  man   ihn  als  einen 
Coefficienten,  oder  als  einen  (skalar)  Multiplicator  (15)  auffasst: 
und  daraus  kann  wieder  die  Gleichung, 

VIL  ..«'=-  Nu   (282,  L), 

abgeleitet  werden,  aber  jetzt  mit  neuer  Bedeutung,  die  indessen, 
wie  wir  sehn,  vollständig  in  allen  ihren  Folgerungen  mit  der 
zuerst  vorgeschlagenen  (282)  übereinstimmt 


Sechster  Abschnitt 

Ueber  die  Deutung  eines  Products  von  drei  oder  mehr 
Vectoren  als  Quaternion. 

t 

294.  Es  hat  jetzt  keine  Schwierigkeit,  ein  ternäres  Pro- 
duet  von  Vectoren  (vergL  277,  L),  oder  ein  Product  von  mehr 
als  drei  Vectoren,  die  stets  in  einer  gewissen  gegebenen  Auf-  1 
einanderfolge  genommen  werden,  zu  deuten;  nämlich  als  das 
Resultat  (289,  I.)  der  Substitution  der  entsprechenden  rechten 
Quaternionen  in  jenem  Product:  und  dieses  Resultat  ist  all- 
gemein ein,  wie  wir  gesagt  haben  (276),  schiefer  Quotient,  oder 
ein  Quaternion ,  dessen  Winkel  entweder  ein  spitzer  oder  ein 
stumpfer  ist  (130);  aber  er  kann  zu  einem  Skalar  entarten 
(131),  oder  kann  selbst  ein  rechter  Quaternion  (132)  werden, 
und  kann  dann  durch  einen  neuen  Vector  construirt  (289,  EL.) 
werden.  Es  folgt  daraus  (vergl.  281),  dass  die  Multipli- 
cation  von  Vectoren,  ebenso  wie  die  von  Quaternionen 
(223),  in  der  sie,  wie  wir  jetzt  sehn,  mitenthalten  ist,  eine 
associative  Operation  ist:  oder  dass  wir  allgemein  (vergl. 
223,  IL)  für  irgend  drei  Vectoren,  «,  ß,  y,  die  Formel  hin- 
schreiben  könne»,  # 

L  .  .  yß.ct  —  y.ßcc 
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(1.)  Die  Formeln  223,  HL  und  IV.,  werden  jetzt  durch 
die  folgenden  ersetzt: 

IL..  V.yVßa  =  aSßy-  ßSyu\ 
m.  .  .  Vyßa  =  uSßy  -  ßSya  +  ySaß; 
hier  ist  Vyßa,  der  Einfachheit  wegen,  anstatt  V(yßct),  oder 
V.yßce  geschrieben;  und  es  wird  sich  für  den  Leser,  der 
unsere  Rechenart  eingehend  studiren  will,  nützlich  erweisen, 
wenn  er  sich  mit  dieser  Formel,  und  mit  den  früheren  Glei- 
chungen, auf  die  sie  Bezug  hat,  recht  vertraut  macht 

(2.)  Eine  andere  nützliche  Form  der  Gleichung  IT.  ist 
die  folgende: 

IV.  .  .  V{Vaß.y)  =  aSßy  —  ßSya. 

(3.)  Die  Gleichungen  IX,  X.,  XTV.  in  223  setzen  uns  in 
den  Stand  für  irgend  drei  Vectoren  die  Formel  hinzuschreiben: 

V.  .  .  Syßa  =  -  Saßy  =  Sayß  =  -  Sßya 
=  Sßay  =  -  Syaß 

=  ±  dem  Volumen  des  Parallelepipeds  aus  a,  ß,  y, 
=  ±6x  dem  Volumen  der  Pyramide  OABC; 
das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wird  genommen,  je  nachdem 
die  Drehung  um  a  von  ß  nach  y  positiv  oder  negativ  ist; 
oder  mit  anderen  Worten,  der  Skalar  Syßa,  des  ternären 
Vectoren-Products  yßa,  ist  im  erstcren  Falle  positiv,  im 
zweiten  dagegen  negativ. 

(4.)  Die  Bedingung  der  Complanarität  der  drei  Vectoren 
a,  ß,  y  wird  daher  durch  die  Gleichung  (vergl.  223,  XI.): 

VI.  . .  Syßu^O, 

oder  durch 

VI'.  . .  Saßy  =  0,  u.  s.  w., 

ausgedrückt 

(5.)  Wenn  a,  ß,  y  irgend  drei,  complanare  oder  diplanare, 
Vectoren  sind,  so  ergiebt  der  Ausdruck, 

VEL.  .  .S^aSßy  -  ßSya, 
VIIL  ..  Syd  =  0, 

und 

IX.  .  .  SaßS  =  0; 
er  stellt  daher  (vergL  II.  und  IV.)  einen  vierten  Vector  S  dar, 
welcher  zu  y  senkrecht,  aber  mit  a  und  ß  complanar  ist; 
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oder  in  Zeichen, 

X.  .  .  ö  _L 

und 

XI.  .  .d\\\a,ß. 
(Vergleiche  die  Bezeichnungen  in  123,  129.) 

(6.)  Für  irgend  vier  Vectoren  haben  wir  nach  II.  und 
IV.  die  Transformationen, 

XIL  .  .  V{Vaß.VyS)  =  ÖSaßy  -  ySaßd; 
Xm.  .  .  V(Vaß.VyS)  -  aSßyS  -  ßSayd; 

unil  jeder  von  diesen  drei  äquivalenten  Ausdrücken  stellt  einen 
fünften  Vector  e  dar,  welcher  zugleich  complanar  mit  a,  ß  und 
mit  y,  ist;  oder  eine  Linie  OE,  welche  im  Durchschnitt  der 
beiden  Ebnen,  OAB  und  OCD,  liegt. 

(7.)  Vergleichen  wir  sie,  so  sehn  wir,  dass  irgend  ein  be- 
liebiger Vector  g  als  eine  lineare  Function  von  irgend  drei 
gegebenen  diplanaren  Vectoren,  a,  ß,  y,  durch  die  Formel: 

XIV.  .  .  g  Saßy  =  a  Sßyg  +  ßSyag  +  y  Saßg 

ausgedrückt  werden  kann;  sie  ist,  wie  wir  finden  werden,  von 
weittragendster  Nützlichkeit 

(8.)  Eine  andere  sehr  nützliche  Formel,  von  derselben 
Art,  ist  die  folgende: 

XV.  .  .  gSaßy  =  Vßy.Sag  +  Vya.Sßg  +  Vaß.  Syg; 
im  zweiten  Gliede  derselben  können  die  Punkte  fortgelassen 
werden. 

(9.)  Ein  Weg,  die  Richtigkeit  der  letzten  Formel  XV.  zu 
prüfen,  ist  der,  an  beiden  Gliedern  derselben  mit  den  drei  Sym- 
bolen, oder  Operationszeichen, 

XVI...  S.«,       S.ß,  S.y, 
zu  operiren;  die  gemeinsamen  Resultate  auf  beiden  Seiten  sind 
bezüglich  die  drei  skalar  Productc 

XVII.  . .  Sag  .  Saßy,    Sßg.Saßy,    Syg.  Saßy; 
die  Punkte  können  hier  wieder  fortgelassen  werden. 

(10.)  Wir  wenden  hier  den  Grundsatz  an,  dass,  wenn 
die  drei  Vectoren  a,  ß,  y  wirklich  und  diplanar  sind,  dann 
kein  wirklicher  Vector  /.  zugleich  den  drei  skalar  Gleichungen, 

XVin. ..  Sak  =  Q,    Sß)L  =  0,  SyX^O, 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.] 


Ternärca  Vectorenprodnct. 


439 


genügen  kann;  denn  er  kann  nicht  zu  jenen  drei  diplanaren 
Vectoren  zu  gleicher  Zeit  senkrecht  sein. 

(1 1.)  Wenn  wir  daher,  in  irgend  einer  Untersuchung  mit 
Quaternionen,  ein  System  von  der  Form  XVHL  antreffen,  so 
können  wir  sofort  schliessen,  dass 

XIX.  . .  A  =  0, 

wenn 

XX. . .  Saßy  S  0; 
und  umgekehrt,  wenn  /.  ein  wirklicher  Vector  ist,  so  müssen  er, 
ß,  y  complanare  Vectoren,  oder  Saßy  =  0  sein,  wie  in  VI'. 

(12.)  Daher  ergeben,  unter  derselben  Bedingung  XX.,  die 
drei  skalar  Gleichungen, 

XXI. .  .  Sal  =  San,     sß*  =  SyX  =  fy* 

auch 

xxn. . . =  u. 

(13.)  Operirt  man  [vergl.  (9.)]  an  der  Gleichung  XV.  mit 
dem  Symbol,  oder  der  Charakteristik,  S.d,  in  dem  ö  irgend 
ein  neuer  Vector  ist,  so  finden  wir  ein  Resultat,  welches  in 
folgender  Weise  (mit  oder  ohne  Punkte)  geschrieben  werden 
kann: 

XXIII.  .  .0  =  SaQ.Sßyd-  Sßg.SyÖa  +  Syg.SSaß 

-  S dg.  Saßy; 
wo  «,  ß,  y,  ö,  g  fünf  beliebige  Vectoren  bezeichnen  können. 

(14.)  Als  wir  diesen  letzten  Schluss  zogen,  nahmen  wir 
an,  dass  die  Gleichung  XV.  statt  hat,  selbst  wenn  die  drei 
Vectoren  a,  ß,  y  complanar  sind;  und  das  muss  in  der  That, 
als  Grenzfall,  wahr  sein,  da  wir,  nach  (9.)  und  (12.),  bewiesen 
haben,  dass  Bie  richtig  ist,  wenn  y  noch  so  wenig  ausserhalb 
der  Ebne  von  a  und  ß  liegt 

(15.)   Wir  haben  daher  die  neue  Formel: 

XXIV.  .  .  VßySag  +  VyaSßg  +  VaßSyQ  =  0, 

wenn 

Saßy  =  0; 

in  ihr  kann  q  irgend  einen  vierten  Vector  bedeuten,  der  inner- 
halb, oder  ausserhalb,  der  gemeinsamen  Ebne  von  a,  ß,  y  liegt. 

(16.)  Wenn  g  senkrecht  zu  dieser  Ebne  ist,  so  ist  die 
letzte  Formel  augenscheinlich  richtig,  und  jedes  Glied  der  lin- 
ken Seite  verschwindet ,  nach  281,  (7.),  im  Besonderen;  und 
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wenn  wir  p  mit  einem  Vector  Ö  in  der  Ebne  von  a,  ß,  y  ver- 
tauschen, so  gelangen  wir  zur  folgenden  Gleichung,  als  einer 
Deutung  derselben  Formel  XXIV.,  welche  einen  bekannten 
Satz  der  ebnen  Trigonometrie  ausdrückt,  der  verschiedene 
andere  in  sich  enthält: 

XXV.  . .  sin  BOC. cos  AOD  +  sin  CO A. cos  BOD 

+  sin  A  OB.  cos  COD  =  0, 
für  irgend  vier  complanare  und  coinitiale  Linien  OA,  O  H} 
OC,  OD. 

(17.)  Geht  man  von  OD  zu  einer  Linie  über,  welche  zu 
ihr  senkrecht  ist,  aber  in  der  den  vier  Linien  gemeinsamen 
Ebne  liegt  so  erhalten  wir  weiter  die  bekannte*  Gleichung: 

XXVI.  .  .  sin  B O C sin  A O T)  +  sin  C O A sin  BOD 

+  sin  AOBsin  CO D  =  0; 

sie  lässt  ebenso,  wie  die  frühere,  mannigfache  Transformationen 
zu,  wird  aber  hier  nur  erwähnt,  da  sie  sich  unserer  Beachtung 
von  selbst  naturgemäss  darbot,  als  wir  die  Formel  XXIV.,  die 
wir  vorher  durch  Quaternionen  erhielten,  zu  deuten  suchten. 

(18.)  Operirt  man  an  dieser  Formel  mit  S.d,  und  ver- 
tauscht g  mit  «,  so  erhalten  wir  die  neue  Gleichung: 

XXVII.  .  .  0  =  SaeSßyö+  SßeSyaö  +  SytSaßd, 
wenn 

Saßy  =  0; 

und  das  hätte  in  der  That  sofort  aus  XXIII.  abgeleitet  wer- 
den können. 

(19.)  Die  Gleichung  XI V.  sowohl,  wie  XV.,  muss  im 
Grenzfalle  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn  a,  ß,  y  complanar 
sind;  daher  ist 

XXVKL  .  .  aÜßyg  +  ßSyaQ  +  ySaßy  =  0, 

wenn 

Saßy  =  0. 

(20.)  Diese  letzte  Formel  ist,  nach  (4.),  augenscheinlich 
richtig,  wenn  p  in  der  gemeinsamen  Ebne  der  drei  andern 
Vectoren  liegt;  und  wenn  wir  annelimen,  dass  sie  zu  dieser 
Ebne  senkrecht  ist,  so  dass 

xxix.  ..gWßrW  Yy*  II  p«/*, 

Vergleiche  Seite  20  der  Geometrie  Supärieure  von  Chaslen. 
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und  daher,  nach  281,  (9.),  da 

XXX.  .  .  Sßyg  =  S{  Vßy.g)  =  Vßy .  g,  u.  8.  w., 

so  könneu  wir  jedes  Glied  durch  g  dividiren,  und  erhalten  so 
weiter  die  Formel, 

XXXI.  ..aVßy  +  ßVyu  +  yVuß  =  0, 

wenn 

Sctßy  =  0. 

(21.)  Der  Vector  (292)  dieses  letzten  Ausdrucks  ver- 
schwindet dalier  nach  II.,  im  Allgemeinen;  der  Ausdruck  ist 
daher  seinem  eignen  Skalar  gleich,  und  wir  können  schreiben, 

XXXII.  .  .  «  Vßy  +  ß  Vy  a  +  y  Vaß  =  3  Saßy , 

welche  drei  Vectoren  auch  immer  durch  te,  ß,  y  bezeichnet 
werden  mögen. 

(22.)  Wenn  wir  in  dem  Falle,  dass  Complanarität  statt- 
findet, annehmen,  dass  die  drei  Vectoren  gleich  lang  sind,  so 
haben  wir  die  Proportion, 

XXXffl. .  .  Vßy:Vya:Vaß  =  miBOC:sm  COA:  sin  AOB\ 
und  die  Formel  XXXI.  wird  somit, 

XXXIV.  . .  OA. sin BOC  +  OB. sin  CO A 
+  OC.sin^IOJB  =  0; 

wo  OA,  OB,  OC  irgend  drei  Radien  eines  Kreises  sind,  und 
die  Gleichung  ebenso  gedeutet  wird,  wie  in  den  Artikeln  10, 
11,  u.  s.  w. 

(23.)  Die  Gleichung  XX1TL  hätte  aus  XIV.,  anstatt 
aus  XV.,  abgeleitet  werden  können,  indem  man  zuerst  mit 
S .  S  operirt,  und  dann  8  und  q  vertauscht  hätte. 

(24.)  Ein  Vector  g  kann  im  Allgemeinen  als  von  drei 
Skalaren  (den  Coordinaten  seines  Endpunktes)  abhängig  an- 
gesehn  werden  (221);  er  kann  daher  nicht  durch  weniger  als 
drei  skalar  Gleichungen  bestimmt  werden;  oder  er  kann  nicht 
aus  weniger  als  vieren  eliminirt  werden. 

(25.)  Als  Beispiel  einer  solchen  Bestimmung  eines  Vec- 
tors mögen  a,  ß,  y  wieder  irgend  drei  gegebene  und  dipla- 
nare  Vectoren  sein;  und  die  drei  gegebenen  Gleichungen 
mögen  sein: 
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XXXV.  .  .  Sag  =  a, 
Sßg  -  b, 
Syg  =  c; 

a,  b,  c  sollen  in  ihnen  drei  gegebene  Skalare  bedeuten.  Dann 
ist  der  Ausdruck  für  den  gesuchten  Vector  g,  nach  XV., 

XXXVI  .  .  g  =  e-*{a  Vßy  +  bYya  +  c  Vuß), 

wenn 

XXX VII.  .  .  e  =  Saßy. 

(26.)   Ein  weiteres  Beispiel  mögen  die  drei  Gleichungen, 

XXXVIIL..^yp  =  «', 
Syag  =  b', 
Saßg =  c, 

Bein;  dann  haben  wir  bei  derselben  Bedeutung  des  Skalars  e, 
nach  XIV., 

XXXIX.  .  .  g  =  e-1  {da  +  b  ß  +  c'y). 

(27.)  Als  ein  Beispiel  für  die  Elimination  eines  Vectors 
mögen  hier  die  vier  skalar  Gleichungen, 

XL.  .  .  Seeg  —  a, 
Sßg  -  b, 
Syg  =  c, 
SSg=d, 

gegeben  sein;  dann  haben  wir,  nach  XXIII.,  die  folgende 
resultirende  Gleichung,  in  der  g  nicht  vorkommt,  sondern  nur 
die  vier  Vectoren,  et . .  d,  und  die  vier  Skalare,  a  . .  d: 

XLL  .  .  a .  Sßy  Ö-b.SySa  +  c.  SSaß  -  d.  Saßy  =  0. 

(28.)  Diese  letztere  Gleichung  kann  daher  als  die  Bedingung 
für  das  Zusammentreffen  der  vier,  durch  die  vier  skalar  Gleichun- 
gen XL.  dargestellten  Ebnen  in  ein  und  demselben  Punkte  an- 
gesehn  werden;  denn  es  folgt,  obwohl  es  vorher  nicht  aus- 
drücklich ausgesprochen  worden  ist,  augenscheinlich  aus  der 
Definition  278  eines  binären  Products  von  Vectoren,  in  Ver- 
bindung mit  196,  (5.),  dass  jede  skalar  Gleichung  von  der 
linearen  Form  (vergL  282,  XVIII.), 

XLII.  .  .  Seeg  =  a, 

oder 

Sgee  =  a, 
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in  der  u  =  OA,  und  q  =  OP  ist,  wie  gewöhnlich  eine  Ebne, 
als  Ort  des  Punktes  P,  darstellt;  der  Vector  des  Fusspunktes 
S  des  Lothes,  welches  vom  Anfangspunkt  auf  diese  Ebne  ge- 
fallt ist,  ist 

XLIIL  .  .  OS  =  (j  =  aRu  =  a«-'     (282,  XXI.). 

(29.)  Wenn  wir  uns  das  Volumen  einer  Pyramide  (68)  so 
vorstellen,  als  ob  es  einen  algebraischen  (oder  skalar)  Cha- 
rakter habe,  so  dass  es  entweder  ein  positives  oder  ein  nega- 
tives Verhältniss  zum  Volumen  einer  gegebenen  Pyramide,  mit 
einer  gegebenen  Anordnung  seiner  Eckpunkte,  haben  kann,  so 
können  wir  das  doppelte  Vorzeichen  in  dem  letzten  Ausdruck 
(3.)  für  den  Skalar  eines  ternären  Vectorenproductes  fortlassen : 
und  können  somit,  allgemein,  wenn  OABC  eiu  solches  Volumen 
bezeichnet,  die  Formel  hinschreiben, 

XLIV.  .  .  Saßy  =  G  OA  RC, 

=  einem  positiven  oder  einem  negativen  Skalar,  je  nachdem 
die  Drehung  um  OA  von  OB  nach  OC  negativ  oder  po- 
sitiv ist. 

(30.)  Allgemeiner,  wenn  wir  O  mit  Z>,  und  OA  oder  et 
mit  u  —  d,  u.  8.  w.,  vertauschen,  so  haben  wir  die  Formel : 

XLV. . .  6. DABC  =  S{a  -  d)  (ß  -  8)  {y  -  ö) 

=  Saßy  -  SßyÖ  +  SySa—SÖaß; 

in  ihr  ist  zu  beachten,  dass  sich  der  Ausdruck  in  den  ihm  ent- 
gegengesetzten verwandelt,  oder  negativ  wird,  oder  mit  —  1  mul- 
tiplicirt  wird,  wenn  irgend  zwei  von  den  vier  Vectoreu,  a,  ß,  y,  Ö, 
oder  wenn  irgend  zwei  von  den  vier  Punkten,  A,  B,  C,  D,  ihre 
Stellen  mit  einander  vertauschen;  und  ihr  erster  Werth  wird 
daher  durch  einen  zweimaligen  solchen  Austausch  von  je  zweien 
wiedererhalten. 

(31.)  Bezeichnen  wir  daher  den  neuen  Anfangspunkt  von 
a>  ß>  7i  &  mit  E}  so  haben  wir  erstens,  nach  XLIV.,  XLV., 
die  Gleichung, 

XLVL  . .  DABC=*  EABC  —  EBCD 
+  ECDA  -  ED AB; 

und  können  dann  das  Resultat  (vergl.  68)  unter  der  mein-  sym- 
metrischen Form  (da  —  EBCD  =  BECD  =  u. s.  w.)  schreiben: 
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XLVII. .  .  BCDE+  CDEA  +  DE  AB  +  EABC 
+  ABCD  =  0; 

liier  können  A,  ß,  C,  D,  E  irgend  welche  fünf  Punkte  im 
Räume  bezeichnen. 

(32.)  Und  eine  entsprechende  Formel  (69,  HL)  des  ersten 
Theils  für  irgend  sechs  Punkte  OAHCDE,  nämlich  die 
Gleichung  (vergl.  65,  70), 

XLVTn...  OA.BCDE+  OB  .CDEA  +  OC.DEAB 
+  OD.  EABC  +  OE.ABCD^O, 

in  der  die  Additionen  den  Kegeln  für  Vectoren  gemäss  ge- 
bildet werden,  während  die  Volumina  als  skalar  Coefficienten 
zu  behandeln  sind,  wird  leicht  aus  den  vorhergehenden  Grund- 
sätzen und  Resultaten  wiederentdeckt.  In  der  That  kann 
die  letzte  Formel,  nach  XLVII.,  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden: 

XLTX. . .  ED.EABC=  EA.EBCD+  EB.ECAD 

+  EC.EABD; 

oder,  wenn  man  a,  ßt  y,  d  an  Stelle  von  EAf  EB,  EC, 
ED  setzt, 

L. . .  ÖSaßy  =  aSßyd  +  ßSyaS  +  ySaßS] 

sie  ist  nur  eine  andere  Form  von  XTV.,  und  mit  ihr  sollte  sich 
der  Leser  recht  vertraut  machen. 

(33.)  Die  Formel  69,  IL  kann  von  XXXL  abgeleitet 
werden,  wenn  man  beachtet,  dass  wir,  wenn  die  drei  Vectoren 
a,  ß,  y  complanar  sind,  die  Proportion  haben, 

LL  .  .  Vßy:Vya'.Vaß:V{ßy  +  ya  +  aß) 
=  OBC:OCA:OAB:ABCt 

wenn  man  auf  die  Vorzeichen  der  Flächen  (oder  die  algebra- 
ischen oder  skalar  Verhältnisse)  achtet  (28,  63);  und  die  Formel 
69,  L,  für  den  Fall  dreier  collinearen  Punkte  A,  B,  C,  kann 
jetzt  wie  folgt  geschrieben  werden: 

LH.  .  .  a(ß  -  y)  +  ß(y  -  a)  +  y  (a  -  ß)  -  2  V(ßy  +  y  a  +  aß) 

=  2V(ß-a)(y-a)  =  0, 

wenn  die  drei  coinitialen  Vectoren  a,  ß,  y  termino-coilinear 
(24.)  sind. 
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(34.)  Der  Fall,  wenn  vier  coinitiale  Vectoren  u,  ß,  y,  8 
termino-complanar  (64)  sind,  oder  wenn  sie  in  vier  complanaren 
Punkten  A,  B,  C,  D  endigen,  wird  dadurch  ausgedrückt,  dass 
man  das  zweite  oder  das  dritte  Glied  der  Formel  XLV.  der 
Null  gleichsetzt. 

(35.)  Endlich  haben  wir,  für  ein  ternäres  Vectorenproduct 
im  Allgemeinen,  die  Formel: 

LIH  .  .  u*ß*y*  +  {Sußyf  =  (Vußy)* 

=  (aSßy  -  ßSyu  +  ySuß)* 
-  **{$ßr)'  +  ß^Syaf  +  y2{Sußr 
-  2SßySyuSuß. 

295.  Die  Identität  i290)  eines  rechten  Quaternions  mit 
seinem  Index,  und  die  Auffassung  (293)  einer  Einheitslinie  als 
einen  rechten  Versor,  gestatten  uns  jetzt  die  drei  wichtigen  Ver- 
soren  i,j,  k  so  zu  behandeln,  als  ob  sie  durch  ihre  eignen  Achsen 
construirt  würden,  oder  gerade  so  (nach  unserer  jetzt  gewon- 
nenen Anschauung),  als  ob  sie  mit  ihnen  identisch  wären;  oder 
mit  den  drei  Linien  07,  OJ,  OK  von  181,  wenn  man  jede 
als  eine  Art  Hülfsmittel,  oder  als  einen  Operator,  oder  als  ein 
Mittel,  um  einen  rechten  Winkel  zu  drehn  [293,  (1.)],  ansieht, 
welches  bewirkt,  dass  sich  irgend  eine  Linie,  die  in  einer  Ebne 
senkrecht  zu  ihr  liegt,  in  dieser  Ebne  um  einen  positiven 
Quadranten  dreht,  ohne  ihre  Länge  irgendwie  zu  ändern.  Bei 
dieser  Auffassung,  oder  Construction ,  sind  die  Gesetze  der 
Symbole  i  j  k  noch  in  der  Grundformel  des  Artikels  183, 
nämlich  der  Formel, 

?=ß  =  k*  =  ijk  =  -1,  (A) 

enthalten;  und  wenn  wir  jetzt,  in  Uebereinstimmung  mit  eben 
dieser  Auffassung,  die  dreigliedrige  Grundform  (221)  von  rechten 
Quaternionen  auf  Vectoren  übertragen,  so  dass  wir  allgemein 
einen  Ausdruck  von  der  Form, 

1.  .  .  g  =  ix  +jy  +  kz, 

oder 

I'.  .  .  a  =  ia  +  jb  +  kc,  u.  s.  w., 

hinschreiben  können,  in  dem  xyz  und  abc  Skalare  (nämlich 
rechtwinklige  Coordinaten)  sind,  so  können  wir  viele  der  vor- 
hergehenden Resultate  mit  Leichtigkeit  wieder  auffinden:  und 
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können  sie,  wenn  wir  es  filr  passend  erachten,  mit  Coordinaten 
in  Zusammenhang  bringen. 

(1.)  Was  die  Gesetze  (182)  betrifft,  welche  in  der  Grund- 
formel A  enthalten  sind,  so  kann  das  Gesetz  i*  m  —  1,  u.s.w. 
in  dem  Sinne  von  293,  (1.)  so  gedeutet  werden,  als  ob  es  die 
Umkehrung  darstellt,  welche  sich  aus  zwei  quadrantalen 
Drehungen  ergiebt 

(2.)  Die  beiden  zu  einander  im  Gegensatz  stehenden  Ge- 
setze, oder  Formeln, 

ij  =»  +  A,         ji  =  —  A,     (182,  IL  und  in.) 

können  jetzt  so  gedeutet  werden,  als  ob  sie  ausdrückten,  dass, 
obwohl  eine  positive  Drehung  um  einen  rechten  Winkel,  um 
die  Linie  i  als  Achse,  eine  drehbare  Linie  aus  der  Lage  j  in 
in  die  Lage  k ,  oder  +  k ,  bringt ,  doch ,  im  Gegensatz  dazu, 
eine  positive  quadrantale  Drehung  um  die  Linie  j,  als  um 
eine  neue  Achse,  eine  neue  drehbare  Linie  von  einer  neuen 
Anfangslage,  i,  in  eine  neue  Endlage  bringt,  die  durch  —  k 
bezeichnet  wird,  oder  welche  zur  vorigen  Endlage,  +  k,  ent- 
gegengesetzt* ist. 

(3.)  Endlich  kann  das  Gesetz  ijk  =  —  1  (183)  in  der 
Weise  gedeutet  werden,  dass  man  sich  vorstellt,  wir  operirten 
an  einer  Linie  a,  welche  zuerst  die  Richtung  von  4-j*  hat, 
mit  den  drei  Linien,  A,  /,  t,  der  Reihe  nach;  das  ergäbe  drei 
neue,  aber  gleich  lange  Lünen,  ß,  y,  ä,  welche  die  Richtungen 
von  —  i,  +  kj  —  j,  haben,  und  so  käme  man  zuletzt  zu  einer 

•  In  den  Vorlesungen  war  angenommen  worden  (um  die  Vor- 
stellungen zu  fixiren,  und  mit  Rücksicht  auf  nördliche  Breiten),  dass  die 
drei  zu  einander  rechtwinkligen  Einheitslinien,  $,  j,  k,  bezuglich .  nach 
Süden,  nach  Westen,  und  nach  dem  Zenith  gerichtet  seien;  und 
dann  lässt  sich  der  Gegensatz  der  beiden  Formeln,  ij  »»  +  k,  ji  =  —  ky 
in  der  Weise  erläutern,  dass  man  sich  einmal  eine  bewegliche  Linie,  die 
zuerst  nach  Westen  gerichtet  ist ,  um  eine  nach  Süden  gerichtete  Achse 
(oder  um  einen  Arm)  rechtBläufig  (oder  durch  eine  Schraubenbewegung) 
um  einen  rechten  Winkel  gedreht  denkt,  so  dass  dadurch  die  Endlage 
der  Linie  nach  aufwärts  gerichtet  ist;  und  dass  wir  ein  andres  Mal  in 
genau  derselben  Weise  an  einer  Linie  operiren,  die  zuerst  nach  Süden 
gerichtet  ist  und  eine  nach  Westen  gerichtete  Achse  hat,  welche  diese 
neue  Linie  zwingt,  zum  Schluss  eine  nach  abwärt«  (anstatt,  wie  vorher, 
nach  aufwärts)  gerichtete  Lage  anzunehmen. 
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Linie  -  te,  welche  eine  zur  Anfangslage  entgegengesetzte  Rich- 
tung hat. 

(4.)  Die  vorhergehenden  Gesetze  von  ijh,  welche  sämmt- 
lich  (wie  ich  hervorgehoben  habe)  in  der  Formel  A  enthalten 
(184)  sind,  wenn  sie  mit  dem  vorigen  Ausdruck  I.  für  g  in 
Verbindung  gebracht  wird,  ergeben  [vergl.  222,  (1.)]  für  das 
Quadrat  dieses  Vectors  den  Werth: 

IL  .  .     =  (i*  +  jy  +  kz)!  -  -  (xJ  +  V1  +  z*>; 

das  Quadrat  der  Linie  g  ist  daher  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Quadrate  ihrer  Länge  Tg  (185),  oder  gleich  ihrer 
negativ  genommenen  Norm  Ng  (273),  was  mit  dem  früheren 
Resultat*  282,  (1.)  oder  (2.)  übereinstimmt. 

(5.)  Die  Bedingung  für  die  Rechtwinkligkeit  der  beiden 
Linien  g  und  «  kann,  wenn  sie  durch  die  beiden  Trinome  I. 
und  I'.  dargestellt  werden,  durch  die  Formel, 

III.  .  .  0  =  Sag  =  -  {ax  +  by  +  cz), 

ausgedrückt  werden  (281 ,  XVIII.);  sie  stimmt  mit  einem 
wohlbekannten  Satze  der  Theorie  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  überein. 

(6.)  Die  Bedingung  für  die  Complanarität  dreier  Linien, 
g,  g,  g",  welche  durch  die  dreigliedrigen  Formen, 

IV.  .  .  g  =  ix  +  jy  -f-  kz, 
g  =  iV  +  u.  s.  w., 

g"=  ix"  +   U.  S.  W., 

dargestellt  werden,  wird  (nach  294,  VI.)  durch  die  Formel 
(vergl.  223,  XTTT.), 

V.  .  .  0  =  Sg  'g'g  =  x"  {z  y  -  y  z)  +  y"  {x  t  -  z  x) 

+  c"(y'*-*», 

ausgedrückt;  und  das  stimmt  wiederum  mit  bekannten  Resul- 
taten überein. 

(7.)   Wenn  die  drei  Linien  g,  g',  g",  oder  OP,  OP,  OP 
nicht  in  einer  Ebne  liegen,  so  ergiebt  der  letzte  Ausdruck  für 
Sg'g'g,  nach  294,  (3.),  das  Volumen  des  Parallelepipeds 
[vergl.  223,  (9.)],  dessen  Kanten  sie  sind;  und  dies  Volumen, 


•  Vergleiche  auch  222,  IV. 
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in  dieser  Weise  ausgedrückt,  ist  ein  positiver  oder  ein  nega- 
tiver Skalar,  je  nachdem  die  Drehung  um  p  von  g  nach  g" 
selbst  positiv  oder  negativ  ist:  das  heisst,  je  nachdem  sie  die- 
selbe Richtung  hat,  wie  die  um  -f-  x  von  +  y  nach  +  ■  (oder 
wie  diejenige  um  i  von  j  nach  k) ,  oder  die  zu  ihr  entgegenge- 
setzte Richtung. 

(8.)  Es  mag  hier  bemerkt  werden  [vergl.  223,  (13.)],  dass, 
wenn  a,  ß,  y  irgend  drei  Vectoren  sind,  wir  dann  (nach  294, 
III.  und  V.)  haben: 

VI. .  .  Sußy  -  -  Syßa  =  \{aßy  -  yßa)\ 
Vn.  .  .  Vußy  =  +  Vyßu  =  \{aßy  +  yßa). 

(9.)  Allgemeiner  [vergl.  223,  (12.)],  da  ein  Vector,  als 
Darstellung  eines  rechten  Quaternions  (290)  aufgefasst,  stets 
(nach  144)  der  Entgegengesetzte  seines  eignen  Conjugirten  ist, 
so  dass  wir  die  wichtige  Formel*, 

VUL  ..Ku=  -  a, 

haben,  und  daher 

IX. . .  KIlu  m  ±  II  a, 
so  können  wir  für  irgend  eine  Anzahl  von  Vectoren  die  Trans- 
formationen hinschreiben, 

X. .  .  Slla  =  ±  SU'a  =  \{Ua  ±  TT«), 

xl  . .  vnu  =  =f  vn  «  -  \{na  =f  ff«), 

wobei  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  je 
nachdem  die  Anzahl  grade  oder  ungrade  ist:  hierbei  hat  man 
sich  zu  denken,  dass 

XII.  .  .  IIa  =  .  . .  yßu, 

wenn 

fla  =  aßy... 

(10.)    Die  Beziehungen  der  Rechtwinkligkeit, 

Xl!!  . .  Ax.  i  _L  Ax. jt 
Ax.j±Ax.k, 
Ax.A  J_  Ax.  i, 

•  Wenn  wir  in  gleicher  Webe,  in  unaenn  jetzigen  Sinne,  die  Sym- 
bole Ua,  Tu,  Na,  als  gleichsinnig  mit  ül-^a,  TJ-^a,  Nl-^a,  deuten, 
so  gelangen  wir  wieder  zu  denselben  Bedeutungen  (vergleiche  die  An- 
merkungen zu  Seite  176,  177)  dieser  Symbole  wie  vorher  (165,  185,  278); 
und  es  ist  augenscheinlich,  dass  wir  jetzt  in  demselben  Sinne  haben, 

Su  =  0,  Vu  =  u. 
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die  sich  sofort  aus  den  Definitionen  (181)  ergeben,  können  jetzt 
kürzer  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

XIV.  ../I  ;\ 

./  J-  *, 

und  Aehnliches  gilt  in  anderen  Fällen,  wo  die  Achsen,  oder 
die  Ebnen,  irgend  zweier  rechten  Quaternionen  zu  einander 
rechtwinklig  sind. 

(11.)  Dagegen  hätten  wir,  vermittelst  der  Bezeichnungen 
aus  dem  zweiten  Theile,  auch,  nach  123,  181,  solche  Formeln 
für  die  Complanarität  hinschreiben  können,  wie  die  folgende, 

Axj  i, 

um  auszudrücken  (vergl.  225),  dass  die  Achse  von  j  eine  Linie 
in  der  Ebne  von  i  ist;  und  es  könnte  einige  Verwirrung  her- 
beiführen, wenn  wir  diese  Formel  jetzt  in  abkürzen  wür- 
den. Im  Allgemeinen  scheint  es  angemessen,  dass  wir  von 
jetzt  an  das  Zeichen  j]j  nur  anwenden,  wenn  es  entweder  die 
Symbole  dreier  Linien  in  Verbindung  setzt,  die  wieder  als 
complanare  aufzufassen  sind;  oder  andere  Symbole  dreier 
rechten  Quaternionen,  die  als  collinear  (209)  anzusehn  sind, 
weil  ihre  Indices  (oder  Achsen)  complanar  sind:  oder  endlich, 
irgend  zwei  complanare  Quaternionen  (123). 

(12.)  Andrerseits  ergiebt  sich  nichts  Unangemessenes, 
wenn  wir  das  Zeichen  für  Parallelismus  zwischen  die  Symbole 
zweier  rechten  Quaternionen  setzen,  die,  in  dem  früheren  Sinne 
(123),  complanar  sind;  so  können  wir,  zum  Beispiel,  in  unserem 
gegenwärtigen  Sinne  schreiben, 

XV.  ..xi\  i, 

yj  j* 

zh  |  k, 

wenn  xyz  irgend  drei  Skalare  sind. 

296.  Es  giebt  einige  wenige  besondere,  aber  bemerkens- 
werthe  Fälle  von  ternären  und  anderen  Producten  von  Vee- 
toren, deren  Erwähnung  ich  hier  für  gut  halte,  und  von  denen 
einige  werth  sind,  dass  sich  der  Leser  eine  Zeit  lang  in  Ge- 
danken mit  ihnen  beschäftigt:  besonders  diejenigen,  welche 
die  Producte  aufeinanderfolgender  Seiten  geschlossener  Po- 
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lygone  betreffen,  welche  in  Kreise,  oder  in  Kugeln,  einge- 
schrieben sind. 

(I.)  Wenn  A,  B,  C,  D  irgend  vier  coneireulare  Punkte 
sind,  so  wissen  wir,  nach  den  Nebenartikeln  zu  260,  dass  üire 
anharmonische  Function  {AB CD),  wie  sie  in  259,  (9.)  definirt 
wurde,  ein  Skalar  ist;  und  sie  ist  auch  positiv  oder  negativ, 
gemäss  einem  Gesetz  für  die  Anordnung  dieser  vier  Punkte, 
welches  schon  aufgestellt  worden  ist. 

(2.)  Aber  bei  dieser  Definition  und  bei  dem  skalar  (wenn 
auch  negativen)  Charakter  des  Quadrats  eines  Vectors  (282) 
haben  wir  allgemein,  für  irgend  ein  ebnes  oder  windschiefes 
Vierseit  ABCD,  die  Formel: 

I.  .  .  e*{ABCD)  =  AB.BC.  CD. DA 

=  dem  stetigen  Product  der  vier  Seiten; 

in  ihm  ist  der  Coefficient  e*  ein  positiver  Skalar,  nämlich  das 
Product  der  beiden  negativen  oder  der  beiden  positiven  Qua- 
drate, wie  folgt: 

H. .  .  e*  =  BC'.DÄ'  =  WC* .  DA*  >  0. 

(3.)  Wenn  daher  ABCD  ein  ebnes  und  eingeschriebenes 
Vierseit  ist,  so  haben  wir,  nach  260,  (8.),  die  Formel, 

HL  . .  AB.BC. CD. DA 
=  einem  positiven  oder  negativen  Skalar, 

je  nachdem  dieses  Vierseit  in  einem  Kreise  ein  sich  kreuzendes 
oder  ein  sich  nicht  kreuzendes  ist 

(4.)  Das  Product  ußy  irgend  dreier  complanaren  Vectoren 
ist  ein  Vector,  denn  sein  skalar  Theil  Saßy  verschwindet, 
nach  294,  (3.)  und  (4.);  und  wenn  die  Factoren  drei  auf- 
einanderfolgende Seiten  AB,  BC,  CD  eines  in  dieser  Weise 
in  einem  Kreise  eingeschriebenen  Vierseits  sind,  so  hat  ihr 
Product  entweder  die  Richtung  der  vierten  folgenden  Seite, 
DA,  oder  die  zu  ihr  entgegengesetzte  Richtung,  oder  in 
Zeichen, 

IV. ..  AB.BC.  CD:  DA  >  oder  <  0, 

je  nachdem  das  Vierseit  ABCD  ein  solches  ist,  welches  sich 
kreuzt,  oder  ein  solches,  welches  sich  nicht  kreuzt. 

(5.)    Denkt  man  sich  den  vierten  Punkt  D,  stetig  und  ins 
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Unendliche,  dem  ersten  Punkt  A  genähert,  so  linden  wir,  dass 
das  Product  der  drei  aufeinanderfolgenden  Seiten  irgend  eines 
ebnen  Dreiecks,  ABC,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

V.  ..AB.BC.  CA  =  AT, 

gegeben  ist;  AT  ist  eine  Linie  (vergl.  Fig.  63),  welche  den 

umschriebenen  Kreis  berührt,  oder  (voll- 
ständiger), welche  das  Segment  ABC 
dieses  Kreises  im  Punkte  A  berührt; 
oder  welches  die  Anfangsrichtung  der 
Bewegung,  auf  dem  Kreisumfang  von 
A  über  B  nach  C,  darstellt:  während 
die  Länge  der  tangentialen  Product- 
'     *     A  Linie,  AT,  gleich  dem  Product  der 

Längen  der  drei  Seiten  desselben  eingeschriebenen  Dreiecks 
ABC  ist,  oder  es  darstellt,  mit  dem  üblichen  Bezug  auf  eine 
Längeneinheit 

(6.)  Umgekehrt,  wenn  angenommen  wird,  dass  dieser  Satz 
in  Betreff  des  Productes  der  Seiten  eines  eingeschriebenen 
Dreiecks  anderweitig  bewiesen  worden  ist,  und  wenn  man  des- 
selben eingedenk  ist,  dann  können  wir,  da  er  in  derselben 
Weise  die  Gleichung, 

VI.  ..  AC.CD.DA  =  AU, 

ergiebt,  wenn  D  irgend  ein  vierter,  mit  A,  B,  C,  concircularer, 

Punkt  ist ,  während  A  U,  wie  in  den 
nebenstehenden  Figuren  63,  eine  Tan- 
gente an  das  neue  Segment  ACD  ist, 
den  Satz  (3.),  in  Betreff  des  Products 
der  Seiten  eines  eingeschriebenen  Vier- 
seits,  leicht  wiederentdecken;  und  wir 
können  daher  zu  dem  entsprechenden 
Satze  [260,  (8.)]  zurückkehren,  welcher 
die  anharmonische  Function  irgend  einer  solchen  Figur  AB  CD 
betrifft:  denn  wir  werden  somit,  nach  V.  und  VI.,  die 
Gleichung, 

VH. . .  AB.BC.CD.DA  =  {AT.AU):{CA.A C), 

erhalten,  in  welcher  der  Divisor  CA .  A Coder  N.  AC  oder  AC2, 
stets  positiv  [282,  (1.)]  ist,  der  Dividend  AT.  AU  dagegen  in 
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dem  Falle,  wenn  das  Vierseit  ein  sich  nicht  kreuzendes  (Fig.  63) 
ist,  negativ  [281,  (9.)]  ist,  und  im  Gegensatz  dazu  positiv  in 

dem  anderen  Falle  ist,  wenn  es  ein  sich 

Fi  ff.  M. 

ß  kreuzendes  (Fig.  63,  bis)  ist. 

/^'\   \  (<•)  Wenn  P  irgend  ein  Punkt  auf 

AL^  \       dem  Kreise  ist,  welcher  durch  einen  ge- 

/  \  — .  \p  gebnen  Punkt  A  geht,  und  der  in  einem 
\    \  /)       gegebenen  Anfangspunkt  O  eine  gegebne 

Linie  OT=x  berührt,  wie  es  in  Fig.  64 
T      ,/%\  \ dargestellt  ist,  so  haben  wir  nach  (5.) 
f^—^d  eine  Gleichung  von  der  Fonn, 

VUL  . .  OA.AP. PO -jr.OT, 

in  der  x  ein  gewisser  skalar  Coefficient  ist,  welcher  sich  mit 
der  Lage  von  P  ändert.  Setzt  man  daher  OA  =  rt ,  und 
OP=  g,  wie  gewöhnlich,  so  erhalten  wir 

EX.  .  .  u(g  —  a)g  =*  —  xx, 

oder 

IX'. .  .  p-1  —  «_1  =  tt  :  e^p2, 

oder 

IX  ...  Vxq-1  =  Vra-1; 

und  irgend  eine  von  diesen  Gleichungen  kann  als  eine  Form 
der  Gleichung  des  Kreises  angesehn  werden,  welcher  durch 
die  gegebenen  Bedingungen  bestimmt  wird. 

(8.)  Geometrisch  drückt  die  letzte  Formel  IX".  aus,  dass 
die  Linie  g~l  —  «~\  oder  Rg  —  Ree,  oder  ÄP  (siehe  wieder 
Fig.  64),  wenn  OA  =  a~l  =  Ru  =  R.OA,  und  OP'  =  p-1 
=sR.OP  ist,  parallel  zur  gegebenen  Tangente  t  an  O  ist; 
und  das  stimmt  mit  Fig.  58,  und  mit  Art.  260  überein. 

(9.)  Wenn  B  der  dem  O  auf  dem  Kreise  gegenüber- 
liegende Punkt  ist,  dann  ist  der  Durchmesser  OB,  oder  ß,  da 
er  _L  t  ist,  so  dass  xß~l  ein  Vector  ist,  durch  die  Formel, 

X.  .  .  rß-1  =  Vra-\ 

oder 

X'...ß=  -  x  :!>«-•, 

gegeben;  in  ihr  kann  die  Tangente  r,  wie  es  sein  sollte,  mit 
irgend  einem  Skalar  multiplicirt  werden,  ohne  dass  dadurch 
der  Werth  von  ß  geändert  wird. 
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(10.)  Als  eine  weitere  Verificirung  ergiebt  die  letzte  Formel, 

XL  .  .  OB  =  Tfl  =  Tu  :  TVÜtWx 
=  ÖÄ.sinAOT. 

(11.)  Wenn  sich  ein  Vierseit  OABC  in  einen  Kreis 
nicht  einschreiben  lässt,  so  können  wir  stets,  mag  es  eben 
oder  windschief  sein,  zwei  Kreise,  GAB  und  OBC,  um  die 
beiden  Dreiecke  beschreiben  (wie  in  Fig.  65),  welche  da- 
durch entstehn,  dass  man  die  Diagonale  OB  zieht;  und  dann 
können  wir,  im  Sinne  von  (C),  zwei  Tangenten  OT,  OU,  an 
die  beiden  Segmente  OAB,  OBC,  ziehn,  so  dass  sie  die  beiden 
ternären  Producte, 

OA.AB.BO,      und      OB.BC.  CO, 

darstellen;  und  danach  erhalten  wir  das  quaternäre  Product. 

XH.  ..  OA.AB.  BC.  CO  =  OT.OU.OB2; 

wo  der  Divisor,  OB',  oder  BO .  OB,  oder  N.OB,  ein  positiver 
Skalar  ist,  der  Dividend  OT.  OU  aber,  und  daher  auch  der 

Quotient  im  zweiten  Gliede,  oder  das 
Product  im  ersten  Gliede,  ein  Qua- 
ternion  ist 

(12.)  Die  Achse  dieses  Quater- 
nions  ist  senkrecht  zur  Ebne  TOV 
der  beiden  Tangenten;  und  daher  zur 
Ebne  des  Vierseits  OABC  selbst, 
wenn  es  eine  ebne  Figur  ist;  wenn  es 
aber  windschief  ist,  so  ist  die  Achse 
senkrecht  zur  umschriebenen  Kugel 
im  Punkte  O:  und  sie  ist  auch  in  allen  Fällen  von  der  Art, 
dass  die  Drehung  um  sie,  von  OT  nach  OU,  positiv  ist. 

(13.)  Der  Winkel  desselben  Quaternions  ist  das  Supple- 
ment des  Winkeis  TOU  zwischen  den  beiden,  vorher  erwähnten 
Tangenten;  er  ist  daher  gleich  dem  Winkel  UOT,  wenn  OU 
das  neue  Segment  OCB  berührt,  oder  von  O  aus  (siehe  wieder 
Fig.  65)  sich  in  einer  neuen  und  entgegengesetzten  Richtung 
erstreckt;  er  kann  daher  der  Winkel  zwischen  den  beiden 
Bogen,  OAB  und  OCB,  genannt  werden,  auf  denen  sich  ein 
Punkt  entlang  bewegen  müsste,  um  von  O  aus,  auf  den  beiden 
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Kreisumfangen,  bezüglich  durcli  die  beiden  anderen  Ecken,  A 
und  C,  zur  gegenüberliegenden  Ecke  B  des  Vierseits  OABC  zu 
gelangen:  oder  der  Winkel  zwischen  den  Bogen  OCB,  GAB. 

(14.)  Diese  Resultate,  in  Betreff  der  Achse  und  des  Win- 
kels des  Products  der  vier  aufeinanderfolgenden  Seiten  irgend 
eines  Vierseits  OABC,  oder  ABCD,  lassen  sich  ohne  irgend 
welche  Aenderung  auf  den  anharmonischen  Quaternion  [259, 
(9.)]  desselben  Vierseits  anwenden;  und  obwohl  für  den  Fall 
eines  Vierseits  in  einem  Kreise  die  Achse  unbestimmt  wird, 
weil  das  quaternäre  Product  und  die  anharmonische  Function 
zusammen  in  Skalare  degeneriren,  oder  weil  man  sich  die  Figur 
dann  in  unendlich  viele  Kugeln  eingeschrieben  denken  kann, 
so  kann  doch  der  Winkel  wieder  nach  derselben  Regel  be- 
stimmt werden,  wie  in  dem  allgemeinen  Falle:  dieser  Winkel 
ist  =  n,  für  das  eingeschriebene  und  sich  nicht  kreuzende  Vier- 
seit  (Fig.  63);  dagegen  =0.  für  das  eingeschriebene  und  sich 
kreuzende  (Fig.  63,  bis). 

(15.)  Beim  windschiefen  Vierseit  OABC,  das  man  sich 
stets  in  eine  bestimmte  Kugel  eingeschrieben  denken  kann, 
können  wir,  nach  (13.),  sagen,  das  der  Winkel  des  quaternion 
Productes,  L.  (OA .  AB.BC.  CO) ,  dem  Winkel  des  sichel- 
förmigen Auschnitts  gleich  ist,  der  (im  Allgemeinen)  durch  die 
beiden  Bogen  kleiner  Kreise  OA  B,  OCB  begrenzt  wird;  und 
die  Construction  für  den  gleichen  Winkel  der  Anharmonischen, 

Z.{OABC),    oder    L  [OA :  AB.BC:  CO), 

ist  dieselbe. 

(16.)  Es  ist  augenscheinlich,  dass  der  allgemeine  Grund- 
satz 223,  (10.),  dass  es  zulässig  ist,  quaternion  Factoren  unter 
dem  Zeichen  S  cyklisch  zu  permutiren,  für  den  Fall  statt 
haben  muss,  wenn  diese  Quaternionen  in  Vectoren  degeneriren 
(294);  und  es  ist  in  noch  höherem  Grade  ersichtlich,  dass  jede 
Permutatiou  der  Factoren  unter  dem  Zeichen  T  erlaubt  ist: 
und  desshalb  ist  cyklische  Permutation  wieder  unter  dem 
weiteren  Zeichen  SU  erlaubt;  und  folglich  auch  (vergl.  196, 
XVI.)  unter  dem  Zeichen  Z_. 

(17.)  Daher  haben  wir  allgemein,  für  irgend  vier  Vectoren, 
die  drei  Gleichungen, 
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XIII.  .  .   Sußyö  =  Sßy8u\ 

XIV.  .  .  SUußyS  =  SUßyöu; 
XV.  .  .  L.  ußyÖ  =  L.  ßybu; 

und  im  Besonderen  haben  wir,  mr  die  aufeinanderfolgenden 
Seiten  irgend  eines  ebnen  oder  windschiefen  Vierseits  ABCD, 
die  vier  gleichen  Winkel, 

XVI...  L(AB.BC.  CD .  DA) 
=  L.  {BC.  CD.  DA.  AB)  =  u.  s.  w.; 

und  die  entsprechende  Gleichheit  der  Winkel  der  vier  An- 
harmonischen, 

XVII.  .  .  L.  (ABCD)  =  L.  (BCDA)  =  L.  (CD AB) 

m  L.  (DABC)\ 

oder  derjenigen  der  vier  reciproken  Anharmonischen  '250, 
XVH),  ' 

XVII'.  . .  L.  (ADCB)  =  L.  (BADC)  =  L  (CBAD) 

=  L.  (DCBA). 
(18.)    Wenn  wir  nun  diese  letzten  Gleichungen,  nach  (13.) 
und  (15.),  deuten,  so  kommen  wir  von  ihnen  aus  zu  folgendem 
Satze  für  die  Ebne,  oder  für  den  Raum:  — 
fla-  Es  seien  A  BCD  irgend  vier  Punkte,  welche 

durch  vier  Kreise  verbunden  seien ,  von  denen 
jeder  durch  drei  von  diesen  Punkten  geht;  dann 
ist  nicht  nur  der  Winkel  bei  A,  zwischen  den 
Bogen  ABC,  ADC,  gleich  dem  Winkel  bei  C, 
zwischen  CDA  und  CBA,  sondern  er  ist  auch 
dem  Winkel  bei  B  gleich  (vergl.  Fig.  66^,  zwischen 
den  beiden  anderen  Bogen  BCD  und  BAD,  und 
dem  Winkel  bei  D,  zwischen  den  Bogen  DA  B, 
DCB. 

(19.)  Es  sei  ferner  ABC  DE  irgend  ein  Fünfeck,  das  in 
eine  Kugel  eingeschrieben  ist;  und  man  denke  sich  die  beiden 
Diagonalen  ACf  AD  gezogen.  Dann  haben  wir  drei  Gleichungen, 
von  den  Formen, 

XVIIL  ..  AB.BC.CA  =  AT; 

AC.  CD.  DA  =  AU\ 

AD .  DE.  EA  —  A  F; 
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hier  sind  AT,  A  U,  A  V  drei  Tangenten  an  die  Kugel  in  A, 
so  dass  ilir  Product  eine  vierte  Tangente  an  diesen  Punkt  ist 
Dagegen  ergeben  die  Gleichungen  XVIII., 

XIX  ..AB.  BC.  CD.  DE.  EA  =  {AT.  AU.  A  V) '  (AC* .  AD1) 

=  Atr 

=  einem  neuen  Vector,  der  die 
Kugel  in  A  berührt 
Wir  haben  daher  den  Satz,  der  mehrere  andere  in  sich  um- 
schliesst:  — 

„Das  Product  der  fünf  aufeinanderfolgenden  Seiten  irgend 
eines  (im  Allgemeinen  windschiefen)  Fünfecks,  welches  in 
eine  Kugel  eingeschrieben  ist,  ist  gleich  einem  tangentialen 
Vector,  der  von  dem  Punkte  aus  gezogen  ist,  in  dem  das 
Fünfeck  beginnt  und  endet" 

(20.)  Es  sei  nun  P  ein  Punkt  auf  der  Kugel,  die  durch 
O,  und  durch  drei  gegebne  Punkte  A,  B,  C  geht;  wir  haben 
dann  die  Gleichung, 

XX  . .  0  -  S{OA.AB. BC. CP.  PO) 

=  Sa(ß-a)(y-ß)(Q-y)(-Q) 

=  a2Sßyo  +  ßtSyag  +  y*  Stufig  -  QiSußy. 

(21.)  Vergleichen  wir  dies  mit  294,  XIV.,  so  sehn  wir, 
dass  die  Bedingung  dafür,  dass  die  vier  coinitialen  Vectoren 
er,  ß,  y,  o  so  auf  einer  Kugeloberfläche  endigen,  welche  durch 
ihren  gemeinsamen  Anfangspunkt  O  geht,  in  folgender  Weise 
ausgedrückt  werden  kann: 

XXI.  . .  wenn  o  =  sa  +  yß  +  zy , 

dann  ist 

(22.)  Wenn  wir  daher  den  variablen  Punkt  P  in  die 
Punkte  A\  B\  C ,  die  auf  den  drei  gegebenen  Sehnen  OA,  OB, 
OC  liegen,  durch  drei  Ebnen  durch  den  Punkt  P,  welche  be- 
züglich zu  den  Ebnen  BOC,  COA,  AOB  parallel  sind,  proji- 
ciren  (vergL  62),  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

XXII. . .  OP*  =  OA.  OÄ  +  OB .  OB'  +  OC.  OC . 

(23.)  Dass  die  Gleichung  XX.  in  der  That  eine  Kugel 
als  Ort  des  Punktes  P  darstellt  erhellt  allein  aus  ihrer  Form 
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[vergl.  282,  (10.)];  und  dass  diese  Kugel  durch  die  vier  ge- 
gebenen Punkte,  O,  A,  B,  C  geht,  kann  dadurch  bewiesen 
werden,  dass  man  beachtet,  dass  die  Gleichung  befriedigt  wird, 
wenn  man  g  mit  irgend  einem  der  vier  Vectoren,  0,  u,  ß,  y 
vertauscht 

(24.)  Führt  man  einen  Httlfsvector,  OD  oder  d,  ein,  der 
durch  die  Gleichung  bestimmt  wird, 

XXDI. .  .  ÖSußy  =  a*Vßy  +  ß*Vyu  +  ylVaß, 

oder  durch  das  System  der  drei  skalar  Gleichungen  [vergl. 
294,  i25.)], 

XXIV.  Sda, 

ß*-88ßy 

y*=Söy, 

oder 

XXIV. .  .  SSa-1  =  Sdß-1  =  Söy-*  =  1, 
so  wird  die  Gleichung  XX.  der  Kugel  einfach, 

oder 

XXV.  ..  83g~* -1; 

so  dass  D  der  Punkt  auf  der  Kugel  ist,  welcher  dem  O  gegen- 
überliegt, und  ö  ist  ein  Durchmesser  [vergl.  282,  IX'.;  und 
196,  (6.)]. 

(25.)  Die  Formel  XXIII.,  welche  diesen  Durchmesser 
bestimmt,  kann  auf  die  folgende  andere  Weise  geschrieben 
werden: 

XXVI.  . .  d  Saßy  =  Va(ß  -  a)  {y  -  ß)  y ; 

oder 

XXVI'.  ..G.OABC.OD=  -  V{OA.AB.BC.CO); 

wo  das  Symbol  OABC,  als  ein  Coöfficient  betrachtet,  wie  in 
294,  XLIV.  zu  deuten  ist;  nämlich,  dass  es  das  Volumen  der 
Pyramide  OABC  bedeutet,  welche  hier  eine  eingeschriebene  ist. 

[2Q.)  Dies  Resultat  der  Rechnung  stimmt,  so  weit  es  die 
Richtung  der  Achse  des  Quaternions  OA.AB.BC.CO  be- 
trifft, mit  dem  Satze  (12.),  in  Betreff  des  Productes  der  auf- 
einanderfolgenden Seiten  eines  windschiefen  Vierseits,  OABC, 
überein,  und  kann  dazu  dienen,  ihn  zu  bestätigen;  es  schliesst 
die  Regel  über  den  Sinn  der  Drehung  ein,  welche  diese  Achse 
von  der  ihr  entgegengesetzten  unterscheidet. 
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(27.)  Die  Formel  XXIII.  für  den  Durchmesser  S  kann 
auch  in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

XXVn. . .  3 .  Sa-lß-ly-*  -  V[ß-^^  +  y-1*"1 4-  a"1,?-1) 

-  V(ß-1  -  er1)  fr-1-«-»); 

und  die  Gleichung  XX.  der  Kugel  kann  in  folgende  Form 
transformirt  werden: 

XXVIII. .  .  0  =  S(ß~i  -  a-1)        -  «-»)  {q-1  -  tt~») ; 

sie  drückt  [nach  294,  (34.),  vergl.  260,  (10.)]  aus,  dass  die  vier 
reciproken  Vectoren, 

XXIX...  OA  =a'  =  «-», 
OB  =  p  =  ß-\ 
OC~/-y-\ 
or  =  ,/  =  n-l 

termino-complauar  (64.)  sind;  die  Ebne  Ä B C R ',  in  der  sie 
sämmtlich  endigen,  ist  zur  Tangentialebne  an  die  Kugel  in  0 
parallel:  denn  das  Loth,  welches  von  O  auf  diese  Ebne  ge- 
fallt wird,  ist 

XXX. 

wie  aus  den  drei  skalar  Gleichungen, 

XXXL  . .  Sa'S  =  Sß'Ö  =  S/S  =  1 , 

erhellt. 

(28.)  Im  Allgemeinen  ist,  wenn  D  der  Fusspunkt  des 
Lothes  von  O  auf  die  Ebne  ABC  ist, 

XXXII. .  .  <*  =  Saßy :  V(ßy  +  ya  +  aß) ; 

denn  dieser  Ausdruck  gentigt  den  drei  Gleichungen, 

XXXIIL  .  .  Sad-i  m  Sßö~l  -  SyS-i  =  1, 

und  kann  aus  ihnen  abgeleitet  werden. 

Als  eine  Verificirung  beweist  die  Formel,  dass  die  Länge 
TS  dieses  Lothes,  oder  der  flöhe,  OD,  gleich  dem  sechsfachen 
Volumen  der  Pyramide  OABC  ist,  dividirt  durch  die  doppelte 
Fläche  der  dreieckigen  Basis  ABC.  [Vergleiche  281,  (4.),  und 
294,  (3.),  (33.).] 

(29.)  Die  Gleichung  XX.  der  Kugel  OABC  hätte  durch 
die  Elimination  des  Vectors  S,  aus  den  vier  skalar  Gleichungen 
XXIV.  und  XXV.,  in  der  Weise,  wie  sie  in  291,  (27.)  aus- 
geführt  wurde,  erhalten  werden  können. 
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(30.)  Und  eine  andere  Form  der  Gleichung  derselben 
Kugel,  welche  der  Entwicklung  von  XXVIII.  entspricht,  kann 
durch  die  analoge  Elimination  desselben  Vectors  d  aus  den 
vier  weiteren  Gleichungen,  XXIV.  und  XXV'.,  erhalten 
werden. 

(31.)  Das  Product  irgend  einer  graden  Anzahl  compla- 
narer  Vectoren  ist  im  Allgemeinen  ein  Quaternion,  dessen 
Achse  senkrecht  zu  ihrer  Ebne  ist;  aber  das  Product  der  auf- 
einanderfolgenden Seiten  eines  Sechsecks  ABC  DE  F,  oder 
irgend  einer  anderen  in  einem  Kreise  eingeschriebenen  Figur 
mit  einer  graden  Anzahl  von  Seiten,  ist  ein  Skalar;  denn  wenn 
man  Diagonalen  AC,  AD,  AE  vom  ersten  (oder  letzten)  Punkte 
A  des  Polygons  aus  zieht,  so  findet  man,  wie  in  (6.),  dass  es 
sich  nur  durch  einen  skalar  Coefficienten,  oder  Divisor,  vom 
Product  einer  graden  Anzahl  Tangenten  an  diesen  ersten 
Punkt  unterscheidet. 

(32.)  Andrerseits  ist  das  Product  irgend  einer  ungraden 
Anzahl  complanarer  Vectoren  stets  eine  Linie  in  derselben 
Ebne;  und  im  Besonderen  [vergl.  (19.)]  ist  das  Product  der 
aufeinanderfolgenden  Seiten  eines  Fünfecks,  oder  Siebenecks, 
u.  s.  w.,  die  einem  Kreise  eingeschrieben  sind,  gleich  einem 
tangentialen  Vector,  der  vom  ersten  Punkt  des  eingeschriebe- 
nen Polygons  mit  einer  ungraden  Anzahl  Seiten  aus  gezogen 
ist:  denn  er  unterscheidet  sich  nur  durch  einen  skalar  Co- 
efficienten vom  Product  einer  ungraden  Anzahl  solcher 
Tangenten. 

(33.)  Das  Product  irgend  einer  Anzahl  von  Linien  im 
Räume  ist  im  Allgemeinen  ein  Quaternion  (289) ;  und  wenn  sie 
die  aufeinanderfolgenden  Seiten  eines  Sechsecks  sind,  oder  eines 
anderen  Polygons  mit  einer  graden  Anzahl  Seiten,  welches  einer 
Kugel  eingeschrieben  ist,  so  ist  die  Achse  dieses  Quaternions 
[vergL  (12.)]  eine  Normale  zur  Kugel  im  Anfangs-  (oder  End-) 
Punkt  des  Polygons. 

(34.)  Dagegen  ist  das  Product  der  aufeinanderfolgenden 
Seiten  eines  Siebenecks,  oder  eines  anderen  Polygons  mit  einer 
ungraden  Anzahl  Seiten,  in  einer  Kugel  gleich  [vergl.  (19.)] 
einem  Vector,  der  die  Kugel  im  Anfangspunkt  oder  im  End- 
punkt berührt;  denn  er  steht  in  einem  skalar  Verhältnis»  zum 
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Product  einer  ungraden  Anzalil  von  Vectoren,  die  in  der 
Tangentialebne  an  diesen  Punkt  hegen. 

(35.)  Die  Gleichung  XX.,  oder  ihre  Transformation 
XXVILL,  kann  die  Bedingung  oder  die  Gleichung  für  Homo- 
sphericität  [vergL  260,  (10.)]  der  fünf  Punkte  0,  A,  B,  C,  P 
genannt  werden ;  und  die  analoge  Gleichung  für  die  fünf  Punkte 
ABC  DE,  mit  den  Vectoren  aßyde  von  irgend  einem  be- 
liebigen Anfangspunkte  O  aus,  kann  in  folgender  Weisse  ge- 
schrieben werden: 

XXXIV. . .  0  =  S{u  -ß)[ß-y){y-b)  {S-e)  [§  -  a)\ 

oder  auch, 

XXXV.  .  .  0  =  au%  +  IßT-  +  cyJ  +  dds  +  <re2; 

das  zweite  Glied  der  letzten  Formel  ist  sechsmal  genommen 
gleich  dem  zweiten  Gliede  der  vorhergehenden,  wenn 

XXXVI.  . .  a  =  BCDE,  b  =  CDEJ, 
c  =  DEA  B,  d  =  EABC, 
e  =  AB  CD, 

oder  vollständiger,  wenn 

XXXVII. .  .  6«  =  S(y  -  ß)  (<5  -  ß)  («  -  ß) 

=  S(ySt  —  Öeß  -f  tßy  —  ßyÖ),  u.  &  w.; 

so  dass  wir,  nach  294,  XLVIIL  und  XLVH.,  auch  die  Glei- 
chung haben  (vergL  65,  70.), 

XXXVHI.  .  .  0  =  au  +  bß  +  cy  +  dÖ <  +  et, 

mit  folgender  Beziehung  zwischen  den  Coefticienten, 

XXXIX.  ..0  =  «  +  £  +  c  +  rf  +  *; 

der  Anfangspunkt  der  Vectoren  kann  hierbei  (wie  vorher)  ein 
beliebiger  sein. 

(36.)  Die  Gleichung  oder  Bedingung  XXXV.  kann  als 
das  Resultat  einer  Elimination  [294,  (27.)]  eines  Vectors  x, 
und  eines  Skalars  y,  aus  fünf  skalar  Gleichungen  von  der  Form 
282,  (10.),  erhalten  werden,  nämlich  aus  den  fünf  folgenden 
Gleichungen, 

XL. . .  «2  -  2Sxu  +  g  =  0, 
ß*--2Sxß  +  <t  =  0, 

m  m  •  • 

£2-2  6'x«  +  y  =  Ö; 
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x  ist  der  Vector  des  Mittelpunkts  K  der  Kugel  ABCD,  deren 
Gleichung, 

XII.  . .     -  2Sxp+y  =  0, 

geschrieben  werden  kann,  wo  g  eine  gewisse  skalar  Constante 
ist;  und  auf  ihr  liegt,  nach  der  angegebenen  Bedingung,  der 
fünfte  Punkt  E. 

(37.)  Wenn  wir  diesen  fünften  Punkt,  oder  seinen  Vector  e, 
als  willkürlich  behandeln,  so  finden  wir  die  Bedingung  oder 
Gleichung  für  die  Concircularität  (3.)  der  vier  Punkte  B,  C,  D 
wieder;  oder  wir  finden  die  Formel, 

XLH . .  0  =  V(u  —  ß)  iß  —  y)  (y  —  S)  [S  —  a). 

(38.)  Die  Gleichung  des  Kreises  ABC,  und  die  Gleichung 
der  Kugel  AB  CD,  kann  im  Allgemeinen  in  folgender  Weise 
geschrieben  werden: 

XLin. . .  o  =  V(a  -  ß)  {ß  -  r)  kr  -  9)  (e  -  «) ; 

XLTV...0=  S(a-ß)  (ß-y)  (p-a); 

p  ist,  wie  üblich,  der  Vector  eines  variablen  Punktes  P  des 
einen  oder  anderen  Ortes. 

(39.)  Die  Gleichungen  der  Tangente  an  den  Kreis  ABC, 
und  der  Tangentialebne  an  die  Kugel  AB  CD,  im  Punkte  A 
sind  bezüglich, 

xlv.  ..o-v{u^ß)(ß-7)ir-«){Q-«)> 

und 

XL  VI. . .  0  =  S{«-ß)(ß-y)ky-S){d-a)  ((>  -  a). 

(40.)  Je  nachdem  wir  nun  die  beiden  Gleichungen  XLHI. 
und  XLV.,  oder  XLIV.  und  XLVL  combiniren,  finden  wir 
in  jedem  Falle  die  Gleichung, 

XLvn...(p-«)3  =  o, 

und  sie  ergiebt 

9  =  a, 

oder 

P=A  (20.); 

hierbei  ist  angenommen,  dass  die  drei  Punkte  A,  B,  C  nicht 
collinear,  und  dass  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  nicht  com- 
planar  sind. 

Hamilton,  Qukteralonen.  31 
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(41.)  Wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel  AB  CD  als  An- 
fangspunkt O  genommen  wird,  so  dass 

XL VIII.  .  .     =  tT-  =     =  d*  -  -  r», 

oder 

xltx.  . .      =  77?  =  7>  =  n r -  r, 

wo  der  positive  Skalar  r  den  Radius  bedeutet,  so  erhalten  wir 
nach  gewissen  Reductionen  die  Transformation, 

L...  vut-ß)  (ß-y)  fr-a)(*-*) 

=  2« .S'(;9  -  «)  0'  -  «)  (<>'  -  «)• 
(42.)    Wir  haben  daher  allgemein,  wenn  K,  wie  in  (36.), 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist,  die  Gleichung  (vergl.  XXVI'.), 

LL  . .  V{A  B .  BC.  CD .  DA)  =  12  KA .  A  BCD. 

(43.)  Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 
„Der  vector  Theil  des  Products  der  vier  aufeinanderfolgen- 
den Seiten  eines  windschiefen,  einer  Kugel  eingeschriebenen 
Vierseits  ist  gleich  dem  Durchmesser,  der  zum  Anfangspunkt 
des  Polygons  gezogen  ist,  multiplicirt  mit  dem  sechsfachen 
Volumen  der  Pyramide,  welche  seine  vier  Punkte  bestimmen." 

(44.)  Zur  Ausführung  der  Reductionen  (41.)  sind  die 
folgenden  allgemeinen  Transformationsformeln  benutzt  worden, 
welche  bei  anderen  Gelegenheiten  von  Nutzen  sein  können: 

LIL  .  .  uq  +  q u  =  2 (et  $q  4-  Sqa) ; 
LIT. .  .  uqu  =  a2Kq  +  2uSqu\ 

hier  kann  u  irgend  ein  Vector,  und  q  irgend  ein  Quaternion  sein. 


Siebenter  Abschnitt. 
Ueber  die  vierte  Proportionale  zu  drei  diplanaren  Vectoren. 

297.  Wenn  irgend  vier  Quaternioneu ,  q,  q,  q",  q"\  der 
Gleichung  für  Quotienten, 

.  .  .  q   :q  =  q'iq, 
genügen,  oder  der  äquivalenten  Formel, 

U...q"  =  (q':q).q"  =  q'q-lq", 

so  können  wir,  im  Allgemeinen,  sagen,  dass  sie  eine  Proportion 
bilden;  und  dass  der  vierte,  nämlich  q"',  die  vierte  Proportionale 
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zum  ersten,  zweiten  und  dritten  Quaternion  ist,  nämlich  zu  q,  q, 
und  q'\  wenn  sie  in  dieser  gegebenen  Aufeinanderfolge  genommen 
werden.  Diese  Definition  schliesst  (nach  288)  diejenige  ein,  welche 
in  226  mr  die  vierte  Proportionale  zu  drei  complanaren  Vec- 
toren a,  ß,  y  gegeben  wurde,  nämlich  für  den  vierten  Vector 
in  ihrer  Ebne,  S  —  ßa~1y,  den  wir  schon  in  Betracht  gezogen 
haben;  und  sie  setzt  uns  in  den  Stand,  das  Symbol 

III.  . .  ßu~xy  y  wenn  y  nicht  a,  ß, 
zu  deuten  (vergl.  289),  als  Bezeichnung  freilich  nicht  eines 
Vectors,  in  diesem  neuen  Falle,  aber  wenigstens  eines  Quater- 
nions,  der  (in  dem  gegenwärtigen  allgemeinen  Sinne)  die  vierte 
Proportionale  zu  don  drei  diplanaren  Vectoren  a,  ß,  y  genannt 
werden  kann.  Solche  vierten  Proportionalen  besitzen  gewisse 
interessante  Eigenschaften,  besonders  in  Hinsicht  auf  ihre 
vector  Theile,  die  in  Kürze  einer  Betrachtung  zu  unterziehn 
von  Nutzen  ist,  und  wir  wollen  sie  dadurch  erläutern,  dass  wir 
ihren  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Trigonometrie  zeigen, 
und  allgemein  mit  der  sphärischen  Geometrie. 

(1.)  Es  seien  a,  ß,  y  [wie  in  208,  (1.),  u.  s.  w.]  die  Vectoren 
der  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  auf  der  Einheitskugel,  dessen 
Seiten  a,  b,  c  sind;  und  wir  wollen  schreiben, 

/    /=  cosa  -  8rß~l  =  -  Sßy, 
IV.  .  .     m  —  cosA  =  Say~l  =  —  Sya, 
n  =  cos c  =  Sßa~l  =  -  Saß] 
hierbei  ist  gemeint,  dass 

V. . .  a-  =  ß*  =  y-  =  -  1 , 

sei,  oder  dass 

VI. . .  Tu  -  Tß  =  Ty  »  1 ; 
es  ist  auch  zuerst  angenommen,  um  die  Vorstellungen  fixiren 
zu  können,  dass  jeder  der  drei  Cosinus,  /,  m,  n,  grösser  als  Null 
ist,  oder  dass  jede  Seite  des  Dreiecks  ABC  kleiner  als  ein 
Quadrant  ist. 

(2.)  Führt  man  drei  neue  Vectoren,  3,  e,  £,  ein,  welche 
durch  die  Gleichungen  definirt  werden, 

d  =  Vßu~ly  =  Vya~lß  =  mß  +  ny  —  la, 
VII.  .  .  |  e  =  Vyß-la  =  Vaß~ly  =  ny  +  la  -  mß, 
:  =  Vur-iß=  Vßy~xa=  la  +mß-ny, 

31* 
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so  finden  wir,  dass  diese  drei  abgeleiteten  Vectoren  sämmtlich 
ein  und  dieselbe  Länge  haben,  nennen  wir  sie  r,  denn  sie 
haben  eine  gemeinsame  Norm;  es  ist  nämlich, 

VIIL  .  .  m  -  Nt  =  N£  =  P  +  ml  +  n2  -  2/mn  =  r«; 
so  dass 

IX.  .  .  TS  m  Ti  =  T£  m  r  =  V(r-  +  m*  +  n»  _  2/mn). 

(3.)  Diese  gemeinsame  Länge,  r,  ist  kleiner  als  die  Ein- 
heit; denn  wenn  wir  schreiben, 

X.  .  .  Sußy  =  Sßu~ly  =  e, 

so  erhalten  wir  die  Beziehung, 

XI...eJ  +  r2  =  JV/?«-V  =  l; 

und  der  Skalar  e  ist  von  null  verschieden,  denn  die  Vectoren 
a,  ß,  y  sind  diplanar. 

(4.)  Dividirt  man  die  drei  Linien  <?,  e,  £  durch  ihre 
Länge,  r,  so  verwandelt  man  sie  in  ihre  Versoren  (155,  156); 
und  so  erhalt  man  ein  neues  Dreieck,  DSF,  auf  der  Ein- 
heitskugel, dessen  Ecken  durch  die  drei  neuen  Einheits- 
vectoren, 

XII.  .  .  0Z>  =  US  =  r-iÖ, 
0E  =  Ue  =  r-i«, 

bestimmt  werden. 

(5.)  Die  dem  D,  E,  F  in  diesem 
neuen  oder  abgeleiteten  Dreieck  gegen- 
überliegenden Seiten  werden,  wie  in 
Fig.  67,  durch  die  Ecken  A,  B,  C  des 
vorigen  oder  gegebenen  Dreiecks  hal- 
birt;  denn  wir  haben  die  drei  Glei- 
chungen, 

XD3. «  +  C-2/«, 
£+  ö  =  2m  ß, 
S  +  e  =  2ny. 

man  die  Hälften  der  neuen  Seiten 
mit  a,  b',  c*  (so  dass  der  Bogen  EF  =  2  a',  u.  s.  w.), 
so  zeigen  die  Gleichungen  XIIL,  nach  IV.  und  DL, 
auch,  dass 
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XIV.  .  .  cos  a  =  r  C03  a, 
cos  b  =  r  cos 
cos  c  =  r  cos  c; 

die  Cosinus  der  halben  Seiten  des  neuen  (oder  halbirten)  Drei- 
ecks, DEF,  sind  daher  den  Cosinus  der  Seiten  des  ersten  (oder 
halbirenden)  Dreiecks  ABC  proportional. 

(7.)   Die  Gleichungen  IV.  ergeben,  nach  279,  (1.), 

xv...  »!--tfr-f-rA» 

2m  =  —  {yu  +  ay), 
2n=  -{uß  +  ßu); 

wir  haben  daher,  nach  VTL,  die  drei  folgenden  Gleichungen 
zwischen  Quaternionen, 

XVI. ..««  =  £  a , 
ßt-$ßt 

sie  können  auch  in  folgender  Weise  geschrieben  werden, 

XVI'. . .  ece  =  ce  £, 

Sy  =  r*, 

und  sie  drücken  auf  einem  neuen  Wege  die  Beziehungen  (5.) 
für  die  Halbirung  aus. 

(8.)  Wir  erhalten  daher  die  Gleichungen  zwischen 
Vectoren, 

XVH...«  =a£a~\ 
t-ß*ß-1, 

oder 

t  =  yö  y~l. 

(9.)  Daher  ist  auch,  nach  V.,  oder  weil  a,  ß,  y  Einheits- 
vectoren  sind, 

XVIEL..*=  -  «£«, 
;=  -ß8ß, 

d=-yey; 

oder 
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XVHT.  ..  £  =  -aeu, 

9=-ßtß, 

«=  -  rsY- 

.  (10.)  Im  Allgemeinen  drückt  die  erste  Gleichung  XVEL, 
wie  auch  die  Länge  des  Vectors  u  sein  mag,  aus,  dass  die 
Linie  c  (vergl.  138}  das  Spiegelbild  der  Linie  £,  in  Bezug  auf 
den  Vector  «,  ist;  denn  sie  kann  auf  die  Form  gebracht  wer- 
den (vergl.  279), 

XIX. . .  r«-1  =  JTf«-1, 

oder 

XIX  . . .  e«-1  =  KZu~\ 

(11.)  Eine  andere  Art,  zu  derselben  Deutung  der  Glei- 
chung £  =  «£«-1  zu  gelangen,  ist  es,  wenn  man  sich  £  in 
zwei  Summandvectoren,  £'  und  zerlegt  denkt,  von  denen 
der  eine  parallel  und  der  andere  senkrecht  zu  «  ist,  so  dass  also 

xx...£  =  r  +r, 

denn  dann  erhalten  wir,  nach  281,  (10.),  die  Transformationen, 
XXL  .  .  «  m  ce£a-i  +  aC"«"1  =  CV«"1  -  r««"1 

«r-n 

der  Theil  von  £,  welcher  dem  «  parallel  ist,  bleibt  somit  er- 
halten, dagegen  wird  der  Theil  senkrecht  zu  tt  durch  die 
Operation  «(  )a"1  umgekehrt 

(12.)  Oder  wir  können  von  der  Form  t  =  at,a~~l  zur 
Form  ece  =  u£  zurückkehren,  das  heisst,  zu  der  ersten  Glei- 
chung XVI'.;  und  daher  beweist  diese  Gleichung  zwischen 
Quaternionen ,  wie  durch  die  Ausführungen  in  (7.)  unterstützt 
wird,  dass  wir,  was  auch  immer  die  Länge  von  a  sein  mag, 
haben  müssen, 

xxiL . .  T»  =  n, 

Ax.*«a  =  Ax.ac, 
/L  ta  -  L.  af ; 

*  Es  wurde  in  291  bemerkt ,  dass  das  charakteristische  Zeichen  Ax. 
fortgelassen  werden  kann ,  weil  es  sich  durch  U  V  ersetzen  lässt ;  doch 
wenn  es  angemessen  scheint,  wollen  wir  es  künftig  noch  gelegentlich  an- 
wenden. 
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so  dass  die  beiden  Linien  e,  £  gleich  lang  sind,  und  die 
Drehung  von  e  nach  u  gleich  derjenigen  von  a  nach  £  ist; 
diese  beiden  Drehungen  sind  gleich  gerichtet  und  liegen  in 
ein  und  derselben  Ebne. 

(13.)  Wir  können  auch  die  Gleichungen  XVII.,  XVLT. 
in  den  Formen, 

XXIII. . .  e  =  a~x  £«,    u.  s.  w., 
XXIII'. . .  £  =  a_1  tu,   u.  s.  w., 

hinschreiben. 

(14.)  Setzt  man  diesen  letzten  Ausdruck  für  £  in  die 
zweite  Gleichung  XVII'.  ein,  so  leitet  man  aus  ihr  die  neue 
Gleichung  ab, 

XXIV.  ..  8  =  ßa-Uaß-*\ 

oder 

XXIV. .  .  «  =  dßcc-*\ 
das  heisst,  kürzer, 

XXV.  . .  d Im  qeq~l, 

und 

XXV.  . .  c  =  q-1  Sq, 

wenn 

XXVI.  .  .q=  ß«-K 

(15.)  Ein  Ausdruck  von  folgender  Form,  nämlich  einer 
mit  einem  Symbol,  wie  das  folgende, 

XXVII...  q  (  )q~\ 

als  einem  Operator,  begegnete  uns  vorher  in  179,  (1.),  und  in 
191,  (5.);  und  wir  sahn,  dass  er  eine  konische  Drehung  der 
Achse  des  Operand-Quaternions  (dessen  Symbol  man  sich  inner- 
halb der  Parenthesen  geschrieben  denken  muss)  um  die  Achse 
von  q  um  einen  Winkel  =  2  L.  q  anzeigt,  ohne  irgend  welche 
Aenderung  des  Winkels,  oder  des  Tensors,  des  Operanden. 
Ein  Vector  muss  daher,  nach  irgend  einer  derartigen  Operation, 
ein  Vector  bleiben,  da  er  auch  dann  noch  ein  rechtwinkliger 
Quateniion  (290)  ist;  oder  [vergl.  223,  (10.)]  weil 

XXVIII.  .  .  Sqgq-1  =  Sq-1  qQ  =  So  =  0. 

(16.)  Wenn  wir  uns  daher  zwei  entgegengesetzte  Punkte, 
P'  und  P,  auf  der  Einheitskugel  denken,  welche  durch  die 
Bedingung  bestimmt  sind,  dass  sie  bezüglich  die  positiven 
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Pole  der  beiden  entgegengesetzten  Bogen,  AB  und  BA,  sein 
sollen,  so  dass 

XXIX. . .  OP  =  Ax.ßcr-1  = 


und 


7> 


OP  =  F'O  =  Ax.  aß~l  =  Ax.  q~\ 

so  können  wir  aus  XXIV.  schliessen,  dass  die  Linie  OD  aus 
der  Linie  O  E  durch  eine  konische  Drehung  um  die  Linie  OP 
als  Achse  abgeleitet  werden  kann,  um  einen  Winkel,  welcher 
gleich  dem  Doppelten  des  Winkels  AOB  ist,  wenn  O  wieder 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist 

(17.)  Und  ebenso  können  wir  aus  XXIV'.  schliessen,  dass 
sich  die  Linie  OE  aus  OD  ableiten  lässt,  durch  eine  an  Grösse 

gleiche,  aber  entgegengesetzt 
gerichtete  konische  Drehung 
um  die  Linie  OP  als  neue 
positive  Achse  um  einen  Win- 
kel, welcher  zweimal  so  gross 
ist,  als  der  Winkel  BOA. 

(18.)  Um  diese  und  an- 
dere damit  in  Verbindung 
stehende  Resultate  zu  erläu- 
tern, habe  ich  die  nebenstehen- 
de Figur  68  gezeichnet;  in  ihr 
stellt  P,  wie  vorher,  den  posi- 
tiven Pol  des  Bogens  BA  dar, 
und  von  ihm  aus  sind  Bogen  nach  D,  E,  F  gezogen ,  welche 
den  grossen  Kreis  durch  A  und  B  in  den  Punkten  R,  S,  T 
treffen.  (Die  anderen  Buchstaben  in  dieser  Figur  sind,  für  den 
Augenblick,  nicht  erforderlich,  aber  ich  werde  ihre  Bedeutung 
bald  auseinandersetzen.) 

(19.)  Nach  diesen  Erklärungen  sehn  wir,  erstens,  dass  die 
drei  Bogenlothe,  ES,  FT,  DR,  welche  von  E,  F,  D  auf  den 
grossen  Kreis  durch  A  und  B  gefällt  werden,  gleich  lang  sind, 
denn  die  Bogen  EF  und  FD  werden  in  A  und  B  halbirt  (5.); 
und  daher  ist  der  Punkt  P  der  innere  Pol  des  kleinen  Kreises 
DEF,  wenn  F  der  dem  F  diametral  gegenüberhegende  Punkt 
ist;  eine  konische  Drehung  um  diesen  Pol  P,  oder  um  die 
Achse  OP,  würde  daher  in  der  That  den  Punkt  D,  oder  die 
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Linie  OD,  in  die  Lage  E,  oder  OE,  bringen,  und  das  ist  ein 
Theil  des  Satzes  (17.). 

(20.)   Ferner  wird  die  Grösse  dieser  konischen  Drehung 
augenscheinlich  durch  den  Bogen  RS  des  grössten  Kreises  ge- 
messen, dessen  Pol  /'ist;  aber  die  vorher  erwähnten  Halbirungen 
ergeben  (vergl.  165)  die  beiden  Bogengleichungen, 
XXX. . .  r»  RB  =  rs  BT, 
rs  TA  =»  *  AS; 

und  danach  ist 

XXXI...  ^  RS=2^BA, 
und  damit  ist  der  andere  Theil  desselben  Satzes  (17.)  bewiesen. 

(21.)  Der  Punkt  F  kann  das  Reflexbild  des  Punktes  D 
auf  der  Kugel  in  Beziehung  auf  den  Punkt  B  genannt  werden, 
welcher  den  Zwischenraum  zwischen  ihnen  halbirt;  und  somit 
können  wir  sagen,  dass  zwei  aufeinanderfolgende  Reflexionen 
eines  willkürlichen  Punktes  auf  einer  Kugel  (wie  hier  diejenige 
von  D  nach  F,  und  dann  von  F  nach  E)  in  Bezug  auf  zwei 
gegebene  Punkte  {B  und  A)  eines  gegebenen  grössten  Kreises  zu- 
sammen einer  konischen  Drehung  äquivalent  sind,  um  den  Pol  / ' 
dieses  grössten  Kreises;  oder  gleichbedeutend  mit  der  Beschrei- 
bung eines  Bogens  eines  kleinen  Kreises  um  diesen  Pol,  oder 
parallel  zu  jenem  grössten  Kreise.  Und  die  Winkelgrösse  [DFE) 
dieser  Drehung  ist  die  doppelte  von  derjenigen,  welche  durch 
den  Bogen  {BA)  dargestellt  wird,  der  die  beiden  gegebenen 
Punkte  verbindet;  oder  sie  ist  das  Doppelte  des  AVinkels  {BFA), 
welcher  den  gegebenen  Bogen  in  demselben  Pole  {F)  umspannt. 

(22.)  Es  hat  daher ,  wir  wir  sehn ,  keine  Schwierigkeit, 
diesen  Satz  über  die  Drehung  geometrisch  zu  beweisen;  aber 
es  ist  bemerkenswerth,  wie  einfach  ihn  Quaternionen  ausdrücken; 
nämlich  durch  die  Formel, 

XXXIL  . .  « .  ß~l  gß .  «-1  =  uß~x .  g .  ßtr1, 

in  ihr  können  ce,  ß,  g  irgend  welche  drei  Yectoren  bedeuten; 
und  sie  enthält,  wie  wir  aus  den  Punkten  ersehn,  im  Wesent- 
lichen das  associative  Princip  der  Multiplication. 

(23.)  Anstatt  uns  vorzustellen,  dass  der  Punkt  D,  oder 
die  Linie  OD,  durch  Reflexion,  in  Bezug  auf  den  Punkt  B 
oder  die  Linie  OB,  in  die  Lage  F,  oder  OF,  gelangt,  und 
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danach  in  ähnlicher  Weise  von  F  nach  E  reHectirt  wird, 
können  wir  uns  vorstellen,  dass  sich  ein  Punkt  auf  einem 
kleinen  Halbkreise,  mit  dem  Pole  B}  von  D  nach  F  hin  be- 
wegt hat,  wie  es  in  Fig.  69  angedeutet  ist,  und  dann  auf 

einem  anderen  kleinen  Halbkreise  mit  dem 

Flg.  69. 

Pole  A,  von  F  nach  E  hin ;  und  wir  sehn, 
. — \   dass  das  Resultat,  oder  die  Wirkung  dieser 
f&  s  '  beiden  auf  einander  folgenden  Bewegungen 

\  J  /  T  ;  in  Halbkreisen  einer  Bewegung  auf  einem 

0  Bogen  DE  eines  dritten  kleinen  Kreises 

äquivalent  ist,  welcher  parallel  (wie  vor- 
her) zum  grössten  Kreise  durch  B  und  A  ist,  und  dessen  Pro- 
jection  RS  auf  den  letzteren,  wieder  wie  vorher,  das  Doppelte 
des  gegebenen  JBogens  BA  ist 

(24.)  Und  statt  uns  zu  denken,  dass  sich  ein  Punkt  D 
der  Reihe  nach  in  zwei  Bogen  auf  einer  Kugel  entlang  bewegt, 
oder  statt  uns  zwei  aufeinanderfolgende  konische  Drehungen 
eines  Radius  OD  vorzustellen,  Bewegungen,  die  wir  so  ansehn, 
als  ob  sie  sich  selbst  in  eine  resultirende  Drehung  dieses 
Punktes,  oder  in  eine  Drehung  dieses  Radius  zusammensetzen, 
können  wir  uns  eine  entsprechende  Zusammensetzung  zweier 
aufeinanderfolgenden  Drehungen  eines  festen  Körpers  (oder 
eines  starren  Systems)  um  Achsen  denken,  welche  durch  einen 
Punkt  O  gehn,  der  im  Räume  (und  in  dem  Körper)  fest  ist: 
und  so  erhalten  wir  einen  Satz  über  eine  solche  Drehung, 
der  einem  leicht  von  selbst  nach  dem ,  was  vorhergeht ,  in 
den  Sinn  kommt,  und  auf  den  wir  vielleicht  zurückkommen 
können. 

t25.)  Um  aber  einige  weitere  Folgerungen  aus  den  Glei- 
chungen VJLL,  u.  s.  w.,  und  aus  der  vorigen  Figur  68,  zu  ziehn, 
besonders  in  Betreff  der  Construction  der  vierten  Proportionale 
zu  drei  diplanaren  Vectoren,  wollen  wir  zuerst,  allgemein,  be- 
merken, dass  wenn  wir  (wie  in  62)  eine  lineare  Gleichung  von 
der  Form, 

au  +  bß  +  cy  +  dö  =  0, 
haben,  welche  vier  coinitiale  Vectoren  «..<5  in  Verbindung 
setzt,  von  denen  nicht  drei  complanar  sind,  dann  der  fünfte 
Vector, 
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t  =  au  +  bß  =  —  cy  —  dö , 
augenscheinlich  mit  u,  ß,  und  auch  mit  y,  8  [vergl.  294,  (6.)] 
complanar  (22.)  ist;  er  ist  daher  ein  Theil  der  unbegrenzten 
Durchschnittslinie  der  Ebnen  AOB,  COD  dieser  beiden  Paare 
von  Vectoren. 

(26.)  Und  wenn  wir  diesen  fünften  Vector  t  durch  die 
beiden  (im  Allgemeinen  ungleichen)  Skalare, 

a  -f-  b  ,       und       —  c  —  d , 

dividiren,  so  sind  che  beiden  (im  Allgemeinen  ungleichen) 
Vectoren, 

{au  -f  bß) :  («  +  b),       und       {cy  +  d8) :  (c  +  d)t 
welche  man  als  die  Quotienten  dieser  beiden  Divisionen  erhält, 
die  Vectoren  (vergL  25,  64)  zweier  (im  Allgemeinen  verschie- 
denen) Durchschnittspunkte  von  Linien  mit  Ebnen,  nämlich 
der  beiden  folgenden: 

AB'OCD,  und  CD'OAB. 
\27.)  Wenn  die  beiden  Linien,  AB  und  CD,  zufallig  ein- 
ander schneiden,  so  fallen  die  beiden  zuletzt  erwähnten  Punkte 
zusammen;  und  so  finden  wir,  auf  einem  neuen  Wege,  die  Be- 
dingung (63.)  für  die  Complanarität  der  vier  Punkte  O,  A,  B,  Cf 
oder  für  die  Terminocomplanarität  der  vier  Vectoren  <?,  ß,  y,  S 
wieder;  nämlich  die  Gleichung 

a  +  Ä  +  c  +  rf— 0, 

die  man  mit  294,  XLV.  und  L.  vergleichen  mag. 

(28.)  Nehmen  wir  jetzt  die  vorigen  Gleichungen  VII. 
wieder  auf,  und  fuhren  den  neuen  Vector, 

XXXIII.  . .  X  « lu- mß  -  |(<  -  (>), 
ein,  durch  den  sich  ergiebt, 

XXXIV...  8yX-0, 

und 

XXXV. . .  TX  =  )/(r»  -  «»)  =  r  sin  c', 

so  sehn  wir,  dass  die  beiden  Bogen  BA,  DE,  verlängert  in 
einem  Punkte  L  zusammentreffen  (vergl.  Fig.  68),  für  welchen 
OL  m  Ul,  und  der  um  einen  Quadranten  von  C  absteht:  ein 
Resultat,  welches  durch  elementare  Betrachtungen  bestätigt 
werden  kann,  denn  (nach  einem  wohlbekannten  Satze  über 
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transversale  Bogen)  muss  der  gemeinsame  flalbirungsbogen  BA 
der  beiden  Seiten,  DE  und  EF,  die  dritte  Seite  in  einem 
Punkte  L  treffen,  für  welchen 

sin  DL  =  sin  EL. 

(29.)  Um  diese  letzte  Gleichheit  der  Sinus  durch  Quater- 
nionen  zu  beweisen,  und  ihren  gemeinschaftlichen  Werth  an- 
zugeben, haben  wir  nur  zu  beachten,  dass,  nach  XXXIIL, 

xxxvi. . .  vöx  =  va  =  \  vsi ; 

hier  ist, 

Td).=  Ta  =  r«sinc\ 

und 

TVÖi^r*  sin  2c'; 
die  fraglichen  Sinus  sind  daher  (nach  204,  XIX), 

XXXVI'. . .  TV  US).  =  TVUtX  =  J  r"  sin  2c  :  r*  sin  c'  =  cos  c'. 

(30.)  Nach  ähnlichen  Grundsätzen  können  wir  die  beiden 
vector  Gleichungen, 

XXXVIL  . .  VßX~  IVßa, 
VaX  =  mVßa, 

deuten,  in  denen 

XXXVHL  . .  TX:  TVßa  -  rsinc':sinc  =  tanc'rtanc, 

gleichbedeutend  mit  den  trigonometrischen  Gleichungen, 
yyyty      tan  CD     cos  BC     cos  AB 

(31.)  Wenn  wir  daher  das  Loth  CQ  auf  AB  (siehe  wie- 
der Fig.  68)  fallen,  so  dass  Q  den  Bogen  RS  halbürt,  und 
wenn  wir  zwei  neue  Punkte  M,  N  durch  die  Bogengleichungen, 

XL. . .  r>  LM  —  ry  AB  =  n  QR, 
r>  LN  =  rs  CD, 
bestimmen,  so  werden  die  Bogen  MR,  ND,  Quadranten  wer- 
den; und  da  der  Winkel  bei  R  nach  der  Construction  (18.)  ein 
rechter  ist,  so  ist  M  der  Pol  von  DR,  und  DM  ist  ein  Quadrant; 
und  folglich  ist  D  der  Pol  von  MN  und  der  Winkel  LNM 
ein  rechter;  denken  wir  uns  daher  die  Bogen  CA  und  CB 
gezogen,  so  erhalten  wir  drei  Dreiecke,  welche  in  Q  und  N 
rechtwinklig  sind,  und  sie  beweisen,  nach  elementaren  Sätzen, 
dass  die  drei  trigonometrischen  Quotienten  in  XXXIX.  in 
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der  That  einen  gemeinsamen  Werth  haben,  nämlich  den  Werth 
cosCQ,  oder  cos£. 

(82.)  Um  dieses  letzte  Resultat  durch  Quaternionen  zu 
beweisen ,  und  zwar  ohne  die  Hülfspunkte  M,  N,  Q,  R  anzu- 
wenden, haben  wir  die  Transformationen, 

denn 

XLII.  .  .  d  =  ny  —  A, 

I  «  ny  +  A, 

und 

XLIII. . .         =  =  -  ^«-VA-1  =  -  SdX->  =  1; 

erinnert  man  sich  daran,  dass  ?.  J_  y  ist,  so  folgt 

VyX  =  y?.=  -?.y, 

(yk)*  =  —  y*X*  m  X2  , 

Syk~l  =  0. 

(33.)  Zu  gleicher  Zeit  sehn  wir,  dass,  wenn  P  (wie  vor- 
her) der  positive  Pol  von  BA  ist,  und  wenn  K,  K'  der  nega- 
tive und  positive  Pol  von  DE  ist,  während  L  der  negative 
(wie  L  der  positive)  Pol  von  CQ  ist,  wodurch  alle  Buch- 
staben in  Fig.  68  ihre  bestimmten  Bedeutungen  erhalten,  wir 
schreiben  können, 

XLIV. ..  OP=  UVßa\ 
OK'  =  yUX\ 
OÄ-=  -  yül\ 
OL  =  -  U\\ 

während 

ol  =  +  m , 

wie  vorher,  ist 

(34.)   Schreiben  wir  auch, 

XLV. . .  x  =  -  y).f 

oder 

l  =  yx, 
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und 

so  dass 

XLV  .  ..  OK=Ux, 

und 

OAf= 

so  erhalten  wir, 

XL  VI. . .  fia-1 .  y  =  /i/.-1 .  Xx-1  =  ^x"1 ; 

diese  vierte  Proportionale  zu  den  drei  gleich  langen,  aber 
diplanaren  Vectoren  a,  ß,  y,  ist  daher  ein  Versor,  dessen  dar- 
stellender Bogen  (162}  KM  ist,  und  dessen  darstellender  Winkel 
(174)  KDM  ist,  oder  LDH,  oder  EDP,  und  wir  können  für 
diesen  Versor,  oder  Quatemion,  den  Ausdruck, 

XL VII. . .  ßu-^y  =  cos  LDH  +  OD .  sin  TJDR, 
hinschreiben. 

(35.)  Das  Doppelte  dieses  darstellenden  Winkels  ist  die 
Summe  der  beiden  Basiswinkel  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
DPE\  und  da  die  beiden  anderen  Dreiecke,  EPF',  F PD,  auch 
gleichschenklig  (19.)  sind,  so  beweist  der  sichelförmige  Aus- 
schnitt FF",  dass  diese  Summe  der  Kest  ist,  welcher  übrig- 
bleibt, wenn  wir  den  Winkel  an  der  Spitze  F  des  Dreiecks 
DEF  von  der  Summe  der  Supplemente  der  beiden  Basiswinkel 
D  und  2?  des  Dreiecks  abziehn;  oder  wenn  wir  die  Summe  der 
drei  Winkel  desselben  Dreiecks  von  vier  rechten  Winkeln  ab- 
ziehn. Wir  haben  daher  den  selir  einfachen  Ausdruck  für  den 
Winkel  der  vierten  Proportionale: 

XLVIII. . .  L.  ßu-ly  =  L'DR  =  n  -  \{D  +  E  +  F). 

(36.)  Oder,  wenn  wir  die  Fläche,  oder  den  sphärischen 
Excess,  nennen  wir  ihn  -2",  des  Dreiecks  DEF  einführen,  und 
somit  schreiben, 

XLIX.  ..2=D  +  E+F-n, 

so  erhalten  wir  die  weiteren  Ausdrücke: 

L.  . .  L.  ßa-ly  =  {it-\2\ 
LI. .  .  ßce~ly  =  sin  JJS"  -f  r~McOi \2] 

denn  es  ist 

0D=  Ud  =  r-ld,     nach  XII. 
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(37.)  Nachdem  wir  so  ßce-^y  ausgedrückt  haben,  bedarf 
es  jetzt  keiner  neuen  Anlehnung  an  die  Figur,  um  die  andere 
vierte  Proportionale,  yee~1ß,  auszudrücken,  welche  der  negative 
Werth  der  Conjugirten  jener  ersteren  ist,  oder  welche  einen 
entgegengesetzten  skalar,  aber  einen  gleichen  vector  Theil 
[vergl.  204,  (1.),  und  295,  (9.)]  hat:  der  geometrische  Unter- 
schied besteht  allein  darin,  dass,  da  die  Drehung  um  u  von 
ß  nach  y  als  negativ  angenommen  worden  ist  ,  die  Drehung 
um  u  von  y  nach  ß,  im  Gegentheil,  positiv  sein  muss. 

(38.)    Wir  können  daher  sofort  hinsclireiben: 

LH. . .  yrt-'ß  =  -Kßa~ly 

=  —  sin  {2  +  r-1  d  cos  |  «i"; 

und  wir  erhalten  für  den  Winkel  dieser  neuen  vierten  Pro- 
portionale zu  denselben  drei  Vectoren  u,  ß,  y,  von  denen  nur 
der  zweite  und  dritte  ihre  Stellen  mit  einander  vertauscht 
haben,  die  Formel: 

LUX  ..  L.yarxß—  RDL 

=  \{D  +  E+F) 
=  |*  +  \2. 

(39.)  Aber  der  gemeinsame  vector  Theil  dieser  beiden 
vierten  Proportionalen  ist,  nach  VII.,  Ö;  wir  haben  daher, 
nach  XL, 

LIV.  ..r  =  cos|^; 

e  =  ±  sinj-^; 

das  obere  Vorzeichen  wird  genommen,  wenn  die  Drehung  um 
u  von  ß  nach  y  negativ  ist,  wie  vorher  angenommen  wurde. 

(40.)'  Es  folgt  daraus,  nach  (6.),  dass  wenn  die  Seiten 
2a,  2  b',  2c,  eines  sphärischen  Dreiecks  DEF,  dessen  Fläche 
ist,  durch  die  Ecken  A,  B,  C  eines  anderen  sphärischen 
Dreiecks  mit  den  Seiten*  a,  b,  c  halbirt  werden,  dann 

L  V. . .  cos  a :  cos  d  =  cos  b :  cos  V  =  cos  c :  cos  c  =  cos  £  2. 


*  Die  Seiten  a,  b,  c  dea  halbirenden  Dreiecks  ABC  haben  wir  jede 
der  Einfachheit  wegen  (1.)  kleiner  ab  einen  Quadranten  angenommen, 
aber  wir  werden  finden,  dass  die  Formel  LV.  statt  hat,  ohne  irgend 
welche  derartige  Beschränkung. 
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(41.)  Es  folgt  auch  aus  dem,  was  ich  soeben  bewiesen 
habe,  dass  der  Winkel  RDK,  oder  MDN,  oder  der  Bogen 
MN  in  Fig.  68,  die  halbe  Fläche  des  halbirten  Dreiecks  DEF 
darstellt;  und  daraus  können  wir,  mit  Hülfe  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  LMN,  schliessen,  dass  der  Sinus  dieser  halben  Fläche 
gleich  dem  Sinus  einer  Seite  des  halbirenden  Dreiecks  ABC 
ist,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  des  Lothes,  welches  auf  diese 
Seite  von  der  gegenüberliegenden  Ecke  des  letzteren  Dreiecks 
gefallt  ist;  denn  wir  haben 

LVI.  .  .  sin  \  2  =  sin  MN=  Bin  L  M.  sin  L 
=  sin  AB.  sin  CQ. 

(42.)  Derselbe  Schluss  kann  unmittelbar,  durch  Quater- 
nionen, aus  dem  Ausdruck, 

LVIL  . .  sinJJS«*-  Saßr=  SiVßa.y-1) 
=  TVßu.$U(Vßa:y), 
gezogen  werden;  in  ihm  ist  ein  Factor  der  Sinus  von  AB, 
und  der  andere  Factor  ist  der  Cosinus  von  CP,  oder  der 
Sinus  von  CQ. 

(43.)    Unter  denselben  Bedingungen  können  wir  auch,  da 

LVIH. . .  a  ■»  U(t  +  C)  -  !*-»(•  +  Qt  *•  s-  w., 
schreiben, 

LIX.  ..sin|^=  SU{e  +  Q  {£  +  3)(d  +  e) 
=  S£e£:4/mn; 
hier  ist,  nach  IV.  und  XTTT., 

LX. . .  Almn  =  -  S{8  +  «)(«  4-  £) 

(44.)   Daher  ist  auch,  nach  LIV., 

LXI. . .  cos  |    =  r 

m  [r3_riS(«;+      +  $e)]:4lmn; 

LXU. . .  tanj^- i  -  r,_rg(f*  +  ;a  +  a«) 

 SUde;  . 

-  1  -  SUe;-  8ÜZÖ-  SUde  ' 

und  mit  dieser  letzteren  Form  haben  wir  einen  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Tangente  der  Hälfte  der  sphärischen  Öff- 
nung irgend  einer  dreikantigen  Pyramide  ODEF  über  Ot 
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was  auch  immer  die  Längen  TS,  Te,  T£  der  Kanten  durch 
O  sein  mögen. 

(45.)    Als  eine  Verification  erhalten  wir, 

LXIIL  ..  (4/mn)J=  +  J)«(*-M)> 

=  2  (r2  -  St  C)  (r>  -  Sfä  (r2  -  S()  e) ; 

aber  die  Elimination  von        aus  LIX.  LXI.  ergiebt, 

LXIV.  . .  (4/m«)1  =  (SöeC)2  +  !>s  -  r(£«£  +  S£d  +  Söe)]-; 

wir  sollten  daher  finden,  dass 

lxv.  . .  {S3tQ*  =  r*  -  r*{(.s'*;)*  +  {SCty  +  (s*«)2} 

-2Sf£S;SSSe, 

wenn  ^  =  el  =  £ 2  =  —  r2  ist ;  und  in  der  That  ergiebt  sich 
diese  Gleichheit  unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Formel 
294,  Lin. 

(46.)  Unter  derselben  Bedingung,  dass  die  Längen  von 
Ö,  c,  £  gleich  sind,  erhalten  wir  auch  die  Formel, 

LXVI...  -  F(<?  +  e)  (€  +     £  +  S) 
=  2J(r2-  SeC-S£S-  S<)e)  =  8lmnö\ 

und  daraus  können  weitere  Verificationen  abgeleitet  werden. 

(47.)  Wenn  a  die  Fläche*  des  halbirenden  Dreiecks  ABC 
bezeichnet,  so  setzt  uns  der  allgemeine  Satz  LXII.  in  den 
Stand,  zu  schliessen,  dass 

LXVII.  .  .  tan  ^  =  :  — ^"f''     -  0  o  r~7~»~." —  ■; — 

2       1  —  bßy  —  bya  —  baß      1  +  l  +  m  +  n 


sin  c  sin  p 
1  +  cos  a  +  cos  6  +  cos  e  ' 

wenn  p  das  Loth  CQ  von  C  auf  .42?  bezeichnet,  so  dass 

e  =  sin  c  sin /?  =  sin  £  sin  c  sin    ==  u.  s.  w.    [vergl.  210,  (21.)]. 

(48.)    Dagegen  ist,  nach  (IX.)  und  (XI.), 

LXVIII.  .  .  <r2  +  (1  +  /  +  m  +  n)2  =  2(1  +  l)  (1  +  m)  (1  +  ») 

=  (4  COS  —  COS  y  COS  -\  \ 

folglich  sind  der  Cosinus  und  Sinus  der  Hälfte  dieser  neuen 
Fläche, 

*  Der  Leser  wird  bemerken,  dass  das  gebräuchlichere  Symbol  2..  für 
die  Fläche  von  ABC,  hier  angewandt  wird  (36.),  um  die  Fläche  des  um- 
schriebenen Dreiecks  DEF  zu  bezeic  hnen. 
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LXIX.  .  .  COS 


1  +  cob  a  +  cos  b  +  cos  c 


2  a  b  c 

*  4  COS  -.,  COS    2  COS  2 

_        sm     sin  — sin  C 

LXX.  .  .  sin  ^  =  =  u.  s.  w. 

cos  j 

(49.)  Kehrt  man  zu  dem  halbirten  Dreieck,  DEF,  zurück, 
so  ergiebt  die  letzte  Formel, 

Lw  t            i  v      sin  a' sin  6' sin 
XXI.  .  .  smj-i  =  r 

*  cos  c 

=  sin  p  sin  c  sec  c', 

wenn  p'  das  Loth  bezeichnet,  welches  von  F  auf  den  halbiren- 
den  Bogen  AB  gefallt  ist,  oder  FT  in  Fig.  68;  dagegen  ist 

cos      =  cos  c  sec  c\ 

nach  LY.;  und  folglich, 

LXXII.  .  .  tan  1 2!  =  sin //  tan  c 

=  sin  FT.  tan 

Demnach  haben  wir,  in  Fig.  68,  nach  der  sphärischen 
Trigonometrie, 

sin  FT  =  sin  ES  =  sin  AEsin  L 

=  cos  L  iVsin  3/iVcosec  £Af 
=  tan  Af  2V cot  AB. 

(50.)  Der  Bogen  3/iV,  welcher  somit  der  Grösse  nach 
die  Hälfte  der  Fläche  von  DEF  darstellt,  hat  seinen  Pol  im 
Punkte  D,  und  kann  als  der  darstellende  Bogen  (162)  eines 
gewissen  neuen  Quatemions,  Q,  oder  seines  Versors,  angesehn 
werden,  dessen  Achse  der  Radius  OD,  oder  US,  ist;  und 
dieser  neue  Quaternion  kann  in  folgender  Weise  ausgedrückt 
werden : 

LXXIII. . .  Q  =  äyttß  =  -  <**  4-  BSaßr  =  r*  +  eö\ 

sein  Tensor  und  Versor  sind,  bezüglich, 

LXXIV.  .  .  TQ  =  r  =  cos|^; 
LXXV.  .  .  UQ  =  cos \2  +  OD.sinJJS". 

(51.)  Eine  wichtige  Transformation  dieses  letzten  Versors 
kann  in  folgender  Weise  erhalten  werden: 
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LXXVI.  .  .  UQ  =  U{dy-1  .a$-K  l) 

-  (*«->)!  (^-i)*  M-tyi 

so  dass 

LXXVn. . .  \2  =  L  Q  =  L  8yaß 

und  diese  Potenzen  von  Quatemionen ,  deren  Exponenten  in 
jedem  Falle  =  £  sind,  werden  als  Quadratwurzeln  [199,  (1.)] 
gedeutet,  oder  als  gleichbedeutend  mit  den  Symbolen 
V(<5c~1),  iL  s.  w. 

(52.)  Der  conjugirte  (oder  reeiproke)  Versor,  UQ"1, 
dessen  darstellender  Bogen  NM  ist,  kann  aus  UQ  einfach 
dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  ß  und  ;•,  oder  t  und  £, 
mit  einander  vertauscht;  der  entsprechende  Quaternion  ist, 

LXXVIII. . .  Q'  =  KQ  =  Sßuy  =  r"  -  eS\ 

und  wir  erhalten, 

LXXIX.  ..  UQ  =  cos  | 2  —  OD .  sin  \  2 

=  (^->)i  (£«-*)* 

die  Drehung  um  D,  von  /;  nach  F,  ist  wieder  als  negativ  an- 
genommen. 

(53.)  Es  sei  //  irgend  ein  anderer  Punkt  auf  der  Kugel, 
und  es  sei  OH  =  >, ;  es  möge  ferner  2'  die  Fläche  des  neuen 
sphärischen  Dreiecks,  DFH,  sein;  dann  zeigt  dieselbe  Be- 
trachtung, dass 

LXXX.  .  .  cos  \  2'  +  OD .  sin .}  2' 

«fr-1»*  {t,*-l)K 
wenn  die  Drehung  um  D  von  F  nach  H  negativ  ist;  und  da- 
her erhalten  wir,  durch  Multiplication  der  beiden  coaxialen 
Versoren,  LXXVI.  und  LXXX.,  nach  LXXV.,  die  analoge 
Formel : 

LXXXI. .  .  cos  \  {2  +  2')  +  OD .  sin  \  (2  +  2  ) 

=  (de-»)i  frr^far*-1)*; 
in  ihr  bezeichnet  2  +  2'  die  Fläche  des  sphärischen  Vierseits 
DEFH. 

(54.)  Es  ist  leicht,  dieses  Resultat  auf  die  Fläche  irgend 
eines  sphärischen  Polygons,  oder  auf  die  sphärische  Oeflfuung  (44.) 
irgend  einer  Pyramide  auszudehnen ;  und  wir  können  uns  selbst 
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eine  Ausdehnung  desselben,  als  Grenzfall,  auf  die  Fläche  irgend 
einer  geschlossenen  Curve  auf  der  Kugel  denken,  wenn  man 
sie  sich  in  eine  unendliche  Anzahl  von  unendlich  kleinen  Drei- 
ecken zerlegt  denkt,  mit  einer  gewissen  gemeinsamen  Spitze, 
wie  sie  zum  Beispiel  der  Punkt  D  ist,  auf  der  Kugeloberfläche, 
und  deren  Basen  bezüglich  unendlich  kleine  Bogen  EFf  FH, . . . 
der  Curve  sind;  oder  auf  die  sphärische  Oeffnung  irgend  eines 
Kegels,  die  somit  als  der  Winkel  eines  Quaternions  ausge- 
drückt wird,  der  die  Grenze*  des  Productes  von  unendlich 
vielen  Factoren  ist,  von  denen  jeder  gleich  der  Quadratwurzel 
eines  Quaternions  ist,  welcher  sich  unendlich  wenig  von  der 
Einheit  unterscheidet 

(55.)  Um  dieses  Resultat  in  anderer  Fassung  zu  geben, 
wollen  wir  es  in  folgender  Weise  [vergl.  180,  (3.)  in  Betreff 
der  Definition  einer  Bogensumme]  aussprechen:  — 

„Die  Bogensumme  der  Hälften  der  aufeinanderfolgenden 
Seiten  irgend  eines  sphärischen  Polygons  ist  gleich  einem 
Bogen  eines  grossen  Kreises,  dessen  Pol  der  Anfangs-  (oder 
End-)  Punkt  des  Polygons  ist  ,  und  der  die  halbe  Fläche  der 
Figur  darstellt";  es  wird  hierbei  gemeint,  dass  dieser  resul- 
tirende  Bogen  seine  Richtung  umkehrt,  wenn  die  halben  Seiten 
als  Bogen)  in  einer  umgekehrten  Reihenfolge  addirt  werden. 

*  Dieser  Grenzfall  ist  aufs  engste  mit  einem  bestimmten  Integral 
von  der  gewöhnlichen  Art  verwandt;  oder  besser,  wir  können  sagen,  er 
ist  ein  bestimmtes  Integral ,  aber  eins  von  einer  neuen  Art ,  das  nicht 
leicht  ohne  Quaternionen  hätte  eingeführt  werden  können.  In  der  That, 
wenn  wir  die  Eigenschaft  (168)  der  quaternion  Multiplikation,  nicht  um- 
kehrbar zu  sein,  nicht  angewandt  hätten,  so  würden  die  hier  betrachteten 
Produote  augenscheinlich  ein  jedes  gleich  der  Einheit  werden;  so  dass 
sie  keine  Ausdrücke  für  sphärische  oder  andere  Flächen  liefern  würden, 
und  es  würde,  um  es  kurz  zu  sagen,  nutzlos  sein,  von  ihnen  zu  sprechen. 
Wenn  dagegen  diese  Eigenschaft  oder  dieser  Satz  der  Multiplication 
eingeführt  wird ,  so  findet  man ,  dass  diese  Ausdrücke  von  Productform, 
wie  oben  gezeigt  wurde ,  ausserordentlich  nützliche  Bedeutungen  in  der 
sphärischen  Geometrie  haben;  und  wir  werden  sehn ,  dass  sie  zu  einem 
bemerkenswerthen  Satz  über  die  Resultante  von  Drehungen  eines  Systems, 
welche  der  Reihe  nach  um  irgend  eine  Anzalü  von  Achsen  stattfinden, 
führen  und  ihn  enthalten,  von  Achsen,  die  alle  durch  einen  festen  Punkt 
gehn,  in  anderer  Hinsieht  dagegen  einander  in  allmählichem  oder  plötz- 
lichem Wechsel  folgen. 
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(56.)  Was  die  Anordnung  betrifft,  auf  die  wir  uns  somit 
beziehn,  so  mag  beachtet  werden,  dass  wir  uns  bei  der  Bogen- 
Addition,  welche  der  quaternion  Multiplication  in  LXXVT. 
entspricht,  einen  Punkt  zuerst  von  B  nach  Ff  auf  der  Hälfte 
des  Bogens  DF,  bewegt  denken;  und  diese  halbe  Seite  des 
Dreiecks  DEF  entspricht  dem  rechter  Hand  stehenden  Factor, 
oder  der  Quadratwurzel,  (£<)'-1)'.  Wir  denken  uns  dann  den- 
selben Punkt  zunächst  von  F  nach  A  bewegt,  auf  der  Hälfte 
des  Bogens  FE,  welcher  dem  zur  Linken  unmittelbar  neben 
dem  ersteren  stehenden  Factor  entspricht;  und  somit  haben 
wir  ihn  im  Ganzen  soweit  bewegt  um  den  resultirenden  Bogen 
BA  [einen  Transvector,  180,  (3.)],  oder  um  irgend  einen  gleichen 
Bogen  (163),  wie  um  ML  in  Fig.  68.  Und  endlich  denken  wir 
uns  eine  Bewegung  um  die  Hälfte  des  Bogens  ED,  oder  um 
irgend  einen  Bogen,  der  dieser  Hälfte  gleich  ist,  wie  es  der 
Bogen  LIS  in  derselben  Figur  ist;  und  welche  dem  letzten 
linker  Hand  stehenden  Factor  in  der  Formel  entspricht;  die 
endliche  Resultante  (oder  der  gesammte  Transvectorbogen  , 
welche  dem  Producte  der  drei  Quadratwurzeln  entspricht,  wie 
sie  in  der  Formel  angeordnet  sind,  wird  somit  durch  den 
letzten  Bogen  MN  dargestellt,  dessen  positiver  Pol  der  Punkt 
D  ist,  und  dessen  Winkel  (51.)  die  halbe  Fläche,  J-S,  des 
quaternion  (oder  vcrsor)  Productes  ist,  welches  er  darstellt. 

(57.)  Als  die  positive  Drehungsrichtung  auf  der  Kugel 
ist  bis  jetzt  diejenige  um  D  von  F  nach  E  angenommen  wor- 
den ;  sie  findet  daher  auf  dem  Umfang  in  der  Reihenfolge  DFE 
statt,  wenn  sie  von  irgend  einem  Punkte  der  Oberfläche  innerhalb 
des  Dreiecks  angesehn*  wird;  das  heisst,  in  der  Reihenfolge,  in 

*  In  diesem  und  in  anderen  derartigen  Fällen  denke  ich  mir  den 
Beschauer  auf  dem  Punkte  der  Kugel  stehend,  um  welchen  man  sich  die 
Drehung  auf  der  Oberfläche  ausgeführt  denkt;  sein  Körper  steht  ausser- 
halb der  Kugel.  Und  ebenso  meinten  wir,  als  wir,  zum  Beispiel,  Bagten, 
dass  die  Drehung  um  die  Linie,  oder  den  Radius,  OA,  von  der  Linie  OB 
zur  Linie  OC,  negativ  ist  (oder  linksläung),  wie  in  den  vorigen  Figuren, 
dass  die  Drehungsrichtung  in  dieser  Weise  einer  Person  erscheinen 
würde,  welche  mit  ihren  Füssen  auf  A  steht,  und  deren  Körper  die 
Richtung  der  Verlängerung  von  OA  hat;  oder  auch  im  Mittelpunkte 
(oder  Anfangspunkte)  O  steht,  mit  ihrem  Kopfe  im  Punkte  A.  Vergleiche 
174,  II.;  177;  und  die  Anmerkung  zu  Seite  195. 
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welcher  die  aufeinanderfolgenden  Seiten  DF,  FE,  ED  genommen 
worden  sind,  ehe  die  Hälften  von  ihnen  addirt  (oder  zusammen- 
gesetzt) wurden.  Und  demgemäss  nahmen  wir  in  der  conju- 
girten  (oder  reciproken)  Formel  LXXIX.  die  umgekehrte 
Reihenfolge,  DEF,  indem  wir  wie  üblich  von  rechter  Hand 
stehenden  Factoren  zu  linker  Hand  stehenden  tibergingen,  und 
wobei  angenommen  wurde,  dass  die  ersteren  durch*  die 
letzteren  multiplicirt  werden;  und  das  Resultat  war,  wie  wir 
in  (52.)  sahn,  ein  neuer  Versor,  in  dessen  Ausdruck  die  Fläche 
-5"  des  Dreiecks  einfach  mit  der  zu  ihr  negativen  vertauscht 
wurde. 

(58.)  Um  ein  Beispiel  von  der  Reduction  der  Fläche  auf 
Null  zu  geben,  brauchen  wir  uns  nur  vorzustellen,  dass  die  drei 
Punkte  D,  E,  F  coarcual  (165)  sind,  oder  auf  einem  grossen 
Kreise  liegen;  oder  dass  die  drei  Linien  ä,  t,  £  complanar 
sind.  Für  diesen  Fall  haben  wir,  nach  den  Gesetzen**  für 
complanare  Quaternionen,  die  Formel, 

LXXXTL  . .  (ff-1)*  (£<$-!)*  -  Ii 

wenn 
somit  ist 

cos  J  2  =  1 , 

und 

2  =  0. 

(59.)  Ferner  sei  der  Punkt  //,  in  (53.),  coarcual  mit  D 
und  F,  oder  es  sei  $££9  =  0;  dann  reducirt  sich,  da 

LXXXH'.  . .  M-1)*  = 

wenn 

Sd£q  =  0, 

das  Product  von  vier  Factoren  LXXXI.  selbst  auf  das  Pro- 
duet  von  drei  Factoren  LXXVI. ;  der  geometrische  Grund 
hierfür  ist  augenscheinlich,  dass  in  diesem  Falle  die  addirte 
Fläche  2'  verschwindet ;  so  dass  das  Vierseit  DEFH  nur 
dieselbe  Fläche  hat,  wie  das  Dreieck  DEF. 

(60.)    Aber  diese  hinzugefügte  Fläche  (53.)  kann  selbst 


•  Vergleiche  die  Anmerkungen  zu  den  Seiten  188,  204. 
Vergleiche  das  zweite  Kapitel  des  zweiten  Theils. 
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eine  negative*  Wirkung  haben;  so  zum  Beispiel,  wenn  der 
neue  Punkt  H  auf  die  vorige  Seite  DE  fällt.  Demnach  er- 
halten wir,  wenn  wir  schreiben 

hXXXm. . .  Qx  =  (S*,-1)*  fo«-1)*, 

und  das  Product  LXXXI.  von  vier  Quadratwurzeln  mit  Qt 
bezeichnen,  die  Transformation, 

LXXXIV. .  .      =  (*«->)*  Q,  (tö-y, 

wenn 

SÖo,  =  0; 

sie  zeigt  [vergl.  (15.)],  dass  in  diesem  Falle  der  Winkel  des 
quaternären  Productes  Q2  derselbe  ist,  wie  der  des  ternären 
Productes  Qv  oder  dass  er  gleich  der  halben  Fläche  des  Drei- 
ecks EFH{=  DEF  —  DHF)  ist,  wenn  auch  (he  Achse  von 
Q3  aus  der  Lage  der  Achse  von  Qx  durch  eine  Drehung  um 
den  Pol  des  Bogens  ED  herausgebracht  ist,  welche  sie  von 
OE  nach  OD  bringt. 

(61.)  Nach  diesem  Beispiel  kann  man  es  als  hinreichend 
einleuchtend  ansehn,  wie  die  Formel  LXXXI.  angewandt  und 
erweitert  werden  kann,  so  dass  sie  die  Fläche  irgend  einer 
geschlossenen  Figur  auf  der  Kugel  darstellt  [vergl.  (54.)],  für 
welche  irgend  ein  Punkt  D  auf  der  Oberfläche  als  eine  Art 
sphärischer  Anfangspunkt  angenommen  ist;  selbst  wenn  dieser 
Hülfspunkt  nicht  auf  dem  Umfang  liegt,  sondern  in  Bezug  auf 
ihn  entweder  ein  äusserer  oder  ein  innerer  Punkt  ist. 

(62.)  Ein  neuer  Quaternion  Q0,  der  dieselbe  Achse  OD 
hat,  wie  der  Quaternion  Q  in  (50.),  aber  einen  doppelt  so 
grossen  Winkel,  und  einen  Tensor  gleich  der  Einheit,  kann 
dadurch  gebildet  werden,  dass  man  einfach  den  Versor  UQ 
quadrirt;  und  obwohl  dieses  Quadriren  nicht  dadurch  bewirkt 
werden  kann,  dass  man  den  gebrochnen  Exponenten**,  in  der 


•  In  einigen  Forschungen,  welche  Flächen  auf  einer  Kugel  betreffen, 
kann  es  angemessen  sein,  zwischen  den  beiden  Symbolen  DEF  und  DFE 
zu  unterscheiden  (vergl.  28,  63),  und  sie  bo  aufzufassen,  als  ob  sie  zwei 
entgegengesetzte  Dreiecke  bezeichnen,  deren  Summe  null  ist.  Doch  für 
jetzt  wollen  wir  uns  damit  begnügen,  diese  Unterscheidung  vermittelst  der 
beiden  conjugirten  quaternion  Producte,  (51.)  und  (52.),  auszudrücken. 
*•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  (54.). 
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Formel  LXXVL,  entfernt,  so  kann  es  doch  leicht  auf  anderen 
Wegen  ausgeführt  werden.  So  erhalten  wir  zum  Beispiel, 
nach  LXXHL,  LXXIV.,  und  nach  VII.,  IX.,  X.,  die  Trans- 
formationen* 

LXXXV. . .      -  U<?-  =  r-«-{öY«ßr- 
=  -  d-*-.yaßd.dyuß 
=  -  {yaff  =  -{<-- df  =  r* -e* +  2e<); 

und  in  der  That  setzen  uns  die  trigonometrischen  Werthe  LIV. 
für  r  und  e,  da  Ö  =  r.  OD,  nach  XII.,  in  den  Stand,  das  letzte 
Resultat  unter  der  Form, 

LXXXVI.  .  .  Qt)  =  -  (y«f/9)>  =  cos  2  +  OD. sin ^. 
zu  schreiben. 

(63.  ;  Um  ihre  geometrische  Be- 
deutung zu  zeigen,  wollen  wir  uns 
vorstellen,  dass  ABC  und  LMN  die- 
£  selben  Bedeutungen  in  der  neuen 
Figur  70  haben,  wie  in  Fig.  68;  und 
dass  Al  Bx  M1  drei  neue  Punkte  sind, 
welche  durch  die  drei  Bogenglei- 
chungen  (163). 

LXXXVII.  .  .  ~AC  =  -  CAxt 

"i  B C  =  n  C  /ij  , 

bestimmt  werden;  sie  fuhren  leicht  zu  der  folgenden  vierten 
Gleichung  von  derselben  Art, 

LXXXVII. . .  -  LMy  —  n  B1AV 

Dieser  neue  Bogen  LMX  stellt  somit  (vergl.  167,  und  Fig.  43) 
das  Product  aly-1.yßl~x  =  Ya~~x*ß? ~x  dar;  während  der 
vorige  Bogen  3£L,  oder  der  ihm  gleiche  Bogen  BA  (31.), 
aß~l  darstellt;  und  daher  stellt  der  Bogen  MMX,  der  seinen 
Pol  in  D  hat,  und  numerisch  der  ganzen  Fläche  2  von  DEF 
gleich  ist  [denn  MN  war,  wie  wir  sahn,  gleich  der  Hälfte 
jener  Fläche  (50.)],  das  Product  ya~l  ßy~l .  aß-1 ,  oder 

*  Die  Gleichung  dyafl  =  yaßö  ist  nicht  allgemein  gültig;  aber  wir 
haben  hier  <J  =  —  Vfaß\  und,  im  Allgemeinen,  yp  =  py,  wenn  p  \]  Vq. 
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—  (yaß)*,  oder  Qlt  dar.    Man  kann  daher  sagen,  dass  die 
Formel  LXXXVL  durch  diese  einfachen  geometrischen  Be- 
trachtungen von  Neuem  gedeutet  und  bewiesen  worden  ist, 
(64.)    Wir  sehn,  zu  gleicher  Zeit,  wie  das  Symbol, 

Lxxxvin. . .  q0  =  *-  JL  • 

0    «  r  p 

zu  deuten  ist;  nämlich,  dass  es  einen  Versor  bezeichnet,  dessen 
Achse  nach  der  Ecke  D  eines  gewissen  sphärischen  Hülfs- 
dreiecks  DEF  hin  gerichtet  ist,  oder  von  ihr  ausgeht,  und 
dessen  bezüglich  dem  D,  E,  F  gegenüberliegende  Seiten  durch 
die  gegebenen  Punkte  A,  B,  C  halbirt  (5.)  werden,  je  nachdem 
die  Drehung  um  u  von  ß  nach  y  negativ  oder  positiv  ist;  und 
dessen  Winkel  die  Fläche  2l  dieses  Hülfsdreiecks  darstellt, 
oder  ihr  numerisch  gleich  ist,  wenigstens  wenn  wir  wieder 
voraussetzen,  wie  wir  es  der  Einfachheit  wegen  gethan  (1.) 
haben,  dass  die  Seiten  des  gegebnen  Dreiecks  ABC  einzeln 
kleiner  als  ein  Quadrant  sind. 

298.  Der  Fall,  wenn  die  Seiten  des  gegebnen  Dreiecks 
sämmtlich  grösser,  anstatt  sämmtlich  kleiner,  als  Quadranten 
sind,  verdient  zunächst  (wenn  auch  kürzer)  in  Betracht  gezogen 
zu  werden;  den  Fall,  wenn  sie  sämmtlich  gleich  Quadranten 
sind,  bewahren  wir  uns  für  einen  kurzen  folgenden  Artikel  auf: 
und  andere  Fälle  werden  auf  sie,  durch  Grenzbetrachtungen, 
leicht  bezogen ,  oder  dadurch ,  dass  man  von  einer  gegebnen 
Linie  zu  der  ihr  entgegengesetzten  übergeht. 

(1.)    Nimmt  man  jetzt  an,  dass 

I.  .  .  /  <  0 ,        m  <  0  ,        n  <  0  , 

oder  dass 

so  können  wir  wieder  die  letzten  Gleichungen  IV.  bis  XI. 
beibehalten;  und  XIIL;  und  XV.  bis  XXVI.  in  297;  aber 
wir  müssen  das  Vorzeichen  der  Wurzel,  r,  in  den  Gleichungen 
XII.  und  XIV.  ändern,  und  auch  die  Vorzeichen  der  Ver- 
soren  Uö ,  Ue,  U±  in  XII.,  wenn  wir  verlangen,  dass  die 
Seiten  des  Hülfsdreiecks,  DEF,  wieder  (wie  in  den  Figuren 
67,  68)  durch  die  Ecken  des  gegebnen  Dreiecks  ABC  halbirt 
werden  sollen ,  dessen  Seiten  u,  Jj,  c  jetzt  eine  jede  grösser  als 
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ein  Quadrant  ist.  Somit  müssen  wir  jetzt,  wenn  r  wieder  der 
gemeinsame  Tensor  von  <J,  t,  c  ist.  und  daher  selbst  wieder 
>  0  angenommen  wird,  unter  den  neuen  Bedingungen  I.  oder 
LT.,  die  neuen  Gleichungen  hinschreiben, 

III.  .  .  OD  =  -  US  =  -r-M  ; 
OB  =  -  ül  =  -  r-1;; 

IV.  .  .  cos  //  =  —  r  cos  a, 
cosA  =  —  rcosÄ', 
cos  c  =  -  r  cos  c. 

(2.)  Wenn  man  die  Gleichungen  IV.  und  VUL  von  297 
wieder  gelten  lässt,  so  können  wir  jetzt  schreiben, 

V.  .  .  ±  2rcosa'cos£'cosc'  =  cos«'s  +  cosä'2  -f  cosc'!—  1, 

je  nachdem  wir  positive  Werthe  (297),  oder  negative  Werthe 
298),  fUr  die  Cosinus  /,  m,  n  der  Seiten  des  halbirenden  Drei- 
ecks annehmen;  der  Werth  von  r  wird  wieder  als  positiv  an- 
genommen. 

(3.)  Es  ist  nicht  schwierig  zu  beweisen  (vergl.  297,  LIV., 
LXIX.),  dass 

VI.  . .  r  =  ±cos.i^', 

je  nachdem 

/  >  0,    u.  s.  w., 

oder 

/  <  0,    u.  s.  w.; 

die  vorige  Formel  V.  kann  daher,  ohne  doppeltes  Vorzeichen, 
in  folgender  Weise  geschrieben  werden: 

VII.  .  .  2  cos  a  cos  b'  cos  c  cos  |  J£ 

=  cos  a  8  +  cos  b' 2  -f  COS  c  2  —  1  ; 

und  die  Formel  297,  LV.  bleibt  beständig  gültig. 

(4.)  In  gleicher  Weise  können  wir  ohne  doppeltes  Vor- 
zeichen (vergl.  297,  LI.)  den  folgenden  Ausdruck  für  die  vierte 
Proportionale  ßte-ly  zu  drei  Einheitsvectoren  a,  ßf  y  hin- 
schreiben, wenn  die  Drehung  um  den  ersten  von  dem  zweiten 
zum  dritten  negativ  ist: 

VIII. . .  ßar- V  =  sin \Z  +  OD.  cos JJS"; 
in  ihm  wechselt  der  skalar  Theil  das  Vorzeichen,  wenn  die 
Drehung  umgekehrt  wird. 
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(5.)  Es  ist  indessen  zu  beachten,  dass,  obwohl  die  Formel 
VIII.  nicht  nur  in  den  im  letzten  und  in  diesem  Artikel  behandel- 
ten Fällen  gültig  ist,  sondern  auch  in  denjenigen,  welche  für  den 
nächsten  Artikel  aufbewahrt  worden  sind,  nämlich  wenn  /  =  0, 
u.  s.  w.;  doch,  da  wir  in  dem  gegenwärtigen  Falle  (298)  haben 
tue  Fläche  2  >  der  Radius  OD  nicht  länger  die  (positive) 
Achse  Uö  der  vierten  Proportionale  ßu~ly  ist;  noch  \n  —  J  — 
irgendwie  länger,  wie  in  297,  L.,  der  positive)  Winkel  dieses 
Versors.  Im  Gegentheil,  wir  haben  jetzt,  für  diese  Achse  und 
diesen  Winkel,  die  Ausdrücke: 

IX.  .  .  Ax.ßu-iy  =  DO  =  —  OD ; 

X...  Lßu-'Y  =  -J(-  -*)• 
(6.)  Um  diese  Resultate  durch  eine  Construction  zu  er- 
läutern, können  wir  bemerken,  dass,  wenn  die  halbirenden 
Bogen  BC,  CA,  AB,  in  Fig.  07,  jeder  grösser  als  ein  Quadrant 
angenommen  werden,  und  wenn  wir  weiter  aus  ihr  eine  neue 
Figur,  analog  68,  bilden,  das  Loth  CQ  ebenfalls  einen  Quadran- 
ten übertreffen  wird,  und  die  Pole  P  und  K  zwischen  die  Punkte 
C  und  Q  fallen  werden ;  und  es  fällt  auch  M  und  R  auf  die 
Verlängerungen  der  Bogen  LQ  und  QL':  und  obwohl  man  den 
Bogen  KM,  oder  den  Winkel  KDM,  oder  L'DR,  oder  EDP, 
noch ,  wie  in  297 ,  (34.) ,  als  eine  Darstellung  des  Versors 
ß(Cvy  ansehn  kann,  so  hat  doch  die  entsprechende  Drehung 
um  den  Punkt  D  jetzt  einen  negativen  Charakter. 

(7.)  Und  was  den  Betrag  dieser  Drehung  betrifft ,  oder 
die  Grösse  des  Winkels  bei  D,  so  ist  er  wieder,  wie  in  Fig. 

68,  ein  Basiswinkel  des  einen  der 
drei  gleichschenkligen  Dreiecke,  deren 
gemeinsame  Spitze  P  ist;  abt»r  wir 
haben  jetzt ,  wie  in  Fig.  7 1 ,  eine 
neue  Anordnung,  in  Folge  welcher 
dieser  Winkel  in  der  Weise  gefunden 
wird ,  dass  man  halbirt ,  was  übrig- 
bleibt, wenn  die  Summe  der  Supplemente  der  Winkel  bei  D 
und  E,  in  dem  Dreieck  DEF,  von  dem  Winkel  bei  F  ab- 
gezogen wird,  anstatt  [wie  in  297,  (35.)]  den  letzteren  Winkel 
von  der  vorigen  Summe  abzuziehn;  jetzt  ist  daher,  in  Ueber- 
einstimniung  mit  dem  vorigen  Ausdruck  X , 
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XL  .  .  L.  ßa~ly  -  |(Z)  +  E  +  F)  —  n. 

(8.)  Der  negative  Werth  des  Conjugirten  der  Formel  VILL 
ergiebt, 

XIL  .  .  yu~xß  =  -  sin|2i  +  OD. co%{2; 

und  wenn  man  den  negativen  Werth  des  Quadrats  dieser  Glei- 
chung nimmt,  so  gelangen  wir  zum  folgenden  Ausdruck: 


ein  Resultat,  welches  vorher  [vergl.  297,  (62.);  (64.)]  für  den 
Fall  2  <  n  bewiesen  worden  ist;  und  bei  welchem  wieder  an- 
genommen ist,  dass  die  Drehung  um  u  von  ß  nach  y  ne- 
gativ ist. 

(9.)  Bei  derselben  Drehungsrichtung  haben  wir  auch  die 
conjugirte  oder  reciproke  Formel. 

XIV. . .  £  l   "  =  -  {ßa-lY?  =  cos^-  OD. sinJl\ 

10.)  Wenn  es  vorkommen  sollte,  dass  nur  eine  Seite, 
zum  Beispiel  AB,  im  gegebeneu  Dreieck  ABC,  grösser  wäre 
als  ein  Quadrant,  während  jede  der  beiden  anderen  kleiner 
wäre  als  ein  Quadrant ,  oder  dass  wir  hätten  /  >  0 ,  m  >  0. 
dagegen  »  <  0;  und  wenn  wir  die  vierte  Proportionale  zu  u, 
ß,  y  vermittelst  der  vorhergehenden  Constructiouen  darzustellen 
wünschten,  so  würden  wir  nur  den  Punkt  C,  welcher  dem  C 
gegeuüberliegt ,  einzuführen ,  oder  y  mit  y'  =  —  y  zu  ver- 
tauschen brauchen;  denn  damit  würde  das  neue  Dreieck  ABC 
Seiten  erhalten,  von  denen  jede  grösser  als  ein  Quadrant  ist, 
und  so  würde  es  unter  den  in  diesem  Artikel  betrachteten 
Fall  gehören;  und  nachdem  wir  die  Construction  für  den- 
selben angewandt  haben,  würden  wir  nur  den  resultirenden 
Versor  mit  dem  zu  ihm  negativen  zu  vertauschen  haben. 

(11.)  Und  ebenso  könnten  wir,  wenn  /  und  m  negativ 
wäre,  71  dagegen  positiv,  für  C  den  ihm  gegenüberliegenden 
Punkt  C  setzen,  und  so  wieder  zur  Construction  des  Art.  297 
zurückgelangen;  und  ebenso  auch  in  anderen  Fällen. 

(12.)  Im  Allgemeinen  können  wir  daher  annehmen,  wenn 
wir  mit  den  Gleichungen  297,  XIL  beginnen,  und  dem  gemein- 
samen Tensor,  r,  der  drei  coinitialeu  Vectoren  ö,  e,  £  irgend  einen 


(ya-lß)1  =  cos  2+  OD.$m2\ 
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willkürlichen  (aber  positiven)  Werth  beilegen,  derjenigen  Vec- 
toren,  deren  Versoren,  oder  Einheitsvectoren  Uö,  u.  s.  w.,  in 
den  Ecken  eines  gegebnen  oder  angenommenen  Dreiecks 
DEF,  mit  den  Seiten  =  2a,  2  b',  2c'  endigen,  (vergl.  Fig.  67), 
dass  ein  andres  Dreieck  ABC,  mit  den  durch  a,  b,  c  be- 
zeichneten Seiten,  deren  Cosinus  durch  /,  m,  n  bezeichnet  wer- 
den, von  diesem  einen  durch  die  Bedingung  abgeleitet  wird, 
dass  es  die  Seiten  jenes  halbirt;  und  daher  durch  die  Glei- 
chungen (vergl.  297,  LVHL), 

XV.  . .  OA  =  u  =  U(i  +  £), 

OB  =  ß  =  U(£  +  <*), 
()C=y=  U(c)  +  e), 

und  die  Beziehungen  297,  IV.,  V.,  VI.,  wie  vorher;  oder  durch 
die  weiteren  Gleichungen  (vergl.  297,  XIII.  XIV.), 

XVI.  .  .  «  4-  £  =  2  ra  cos  a, 

h  =  2rßcosb', 
Ö  +  |  =  2ryc08c'. 

(13.)  Wenn  man  diese  einfache  Construction  annimmt,  so 
erhalten  wir  sofort  (vergl.  297,  LX.),  wenn  wir  nur  Skalare 
der  Producte  von  Vectoren  nehmen,  und  ohne  irgend  welchen 
Bezug  auf  Flächen  (vergleiche  indessen  297,  LXIX.,  und  298, 
VII.),  die  Gleichungen, 

XVII.  .  .  4  cos  a  cos  b'  cos  c'  =  4  cos  b  cos  c  cos  d 

=  4  cos  c  cos  a  cos  b' 
=  -  r~2  S{t  +  d){d  -f  «)=  U.  8.  w. 
=  1  +  cos  2«'  +  cos2ä'  +  cos  2c; 

oder 

XVIII     008  a     cos  *     C08  c     008  °  *  +  008 *  * eo8f  *  —  1 


cosa'      cos  b       coec  2  cos  a  cos  b'  cos  c 

sie  können  in  der  That  auf  andere  Weise  durch  die  bekannten 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  abgeleitet  werden. 

(14.)  Wir  sehn  daher,  dass,  je  nachdem  die  Summe  der 
Quadrate  der  Cosinus  der  halben  Seiten  eines  gegebnen  oder 
angenommenen  sphärischen  Dreiecks,  DEF,  grösser  als  die 
Einheit  ist,  oder  ihr  gleich,  oder  kleiner  als  die  Einheit,  die 
Seiten  des  eingeschriebnen  oder  halbirenden  Dreiecks,  ABC, 
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zusammen  kleiner  als  Quadranten  sind,  oder  zusammen  gleich 
Quadranten,  oder  zusammen  grösser  als  Quadranten. 

(15.)  Umgekehrt,  wenn  die  Seiten  eines  gegebnen  sphärischen 
Dreiecks  ABC  somit  sämmtlich  kleiner,  oder  sämmtlich  grosser 
als  Quadranten  sind,  so  kann  ein  Dreieck  DEF,  aber  nur  ein* 
solches  Dreieck  ihm  umschrieben  werden,  so  dass  seine  Seiten 
in  der  vorigen  Weise  halbirt  werden;  das  einfachste  Ver- 
fahren ist,  duss  man  ein  Loth,  wie  es  CQ  in  Fig.  68  ist. 
von  C  auf  A  Ii  fallt,  u.  s.  w. ;  und  dann  neue  Bogen  durch  C, 
u.  s.  w.,  senkrecht  zu  diesen  Lothen,  und  daher  der  Lage  nach 
mit  den  gesuchten  Seiten  DL]  u.  s.  w.,  von  D  FF  zusammen- 
fallend, zieht. 

(1(5.)  Die  trigonometrischen  Resultate  der  letzten  Neben- 
artikel sind,  besonders  was  die  Fläche**  eines  sphärischen 
Dreiecks  betrifft,  wahrscheinlich  sämmtlich  wohlbekannt,  wie 
es  sicherlich  einige  von  ihnen  sind;  aber  sie  sind  hier  nur  in 
Verbindung  mit  quaternion  Formeln  vorgebracht  worden.  Und 
als  eine,  welche  zu  dieser  Klasse  gehört,  und  nicht  ohne  Be- 
deutung für  den  vorliegenden  Gegenstand  ist,  und  die  Formel 
204,  LIII.  einschliesst,  mag  die  folgende  erwähnt  werden,  in 
der  a ,  ß,  y  irgend  welche  drei  Vectoren  bezeichnen,  in  der 
aber  die  Anordnung  der  Factoren  von  Wichtigkeit  ist: 

xix. . .  {ttßr)*  =  2«w  +        +  P(*r)% 

+  y*{uß)'l-4uySttßSßy. 

(17.)  Und  wenn  wir,  wie  in  207,  (1.),  u.  s.  w.,  annehmen, 
dass  «,  ßy  y  drei  Einheitsvectoren ,  OA,  OB.  OC,  sind,  und 

•  Im  nächsten  Artikel  werden  wir  einen  Fall  von  Unbestimmtheit, 
oder  einen  Fall ,  in  dein  unendlich  viele  umschriebne  Dreiecke  DEF 
«xistiren,  in  Betracht  ziehn;  nämlich,  wenn  die  Seiten  von  ABC  sämmt- 
lich Quadranten  gleich  sind. 

**  Ich  ergreife  diese  Gelegenheit,  um  auf  eine  interessante  Anmerkung 
auf  Seite  96,  97  von  Lubys  Trigonometrie  (Dubliu ,  1852)  Bezug  zu 
nehmen;  in  ihr  wird  eine  elegante  Construction,  welche  mit  der  Flüche  eines 
sphärischen  Dreiecks  im  Zusammenhang  steht,  bekannt  gegeben,  welche 
dem  Dr.  Luby  gegenüber  von  einem  seitdem  verstorbeneu  und  betrauerten 
Freunde,  dem  Rev.  William  Digby  Sadleir,  F.  T.  C.  D,  erwähut 
wordeu  btt.  Eine  fast  ebensolche  Construetion ,  welche  in  den  Neben- 
artikeln zu  2i"  beschrieben  wurde.  Wirde  vom  Verfasser  dieser  Zeil  n 
vor  einigen  Jahren  mit  Hülfe  der  Quatemiouen  aufgefunden. 
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wenn  wir  mit  ff,  wie  in  297 ,  (47.) ,  die  Fläche  des  Dreiecks 
ABC  bezeichnen,  so  kann  der  durch  die  letzte  Formel  XTTT. 
ausgedrückte  Satz  unter  der  scheinbar  verschiedenen,  im 
Wesentlichen  dagegen  gleichbedeutenden  Form  ausgesprochen 
werden: 

XX.  .  .  J±£.  r .+  ?  .  !i±l  =  cos <t  +  «8inff; 
p  +  Y    «  +  p   y  +  n 

und  er  lässt  sich  auf  verschiedene  Weise  verificiren. 

(18.)  Wir  können  sie,  zum  Beispiel,  in  folgender  Weise 
(vergl.  297,  LXVII.)  transformiren : 

XXI  +  ß)  (ff  +  f)  fr  +  g>  _  ~  2<y  +  2" (1  +  /  +  m  +  "> 

. .  ^a  +  0  {ß  +  ^  (y  +  a)     +  2*  +  2«  (1  +  /  +  »  +  ») 

_  1  +  /  +  m  +  n  —  eo 

1  +  a  tan  y  cos  ^  +  «  sin  y 
1  —  a  tan  -j-       cos   «  sin  — 

=  ^cos  j  -f-  r*  sin       —  cos  ff  +  «  sin  ff, 

wie  vorher. 

(19.)  Hier  scheint  mir  der  natürliche  Platz  zu  bemerken 
[vergl.  (16.)],  dass  wenn  a,  ß,  y,  8  irgend  vier  Vectoren  sind, 
die  zuletzt  erwähnte  Gleichung  294,  LIIL,  und  das  Quadrat 
der  Gleichung  294,  XV.,  wenn  man  in  ihr  8  anstatt  p  schreibt 
leicht  zu  der  folgenden  sehr  allgemeinen  und  symmetrischen 
Formel  führen: 

XXII. .  .  a*ß*r%P  +  {SßySad)*  +  (SyaSßd)*  +  {SaßSyS)* 
+  2aiSßySß8Syd  +  2ß*  SyuSySSad 
+  2  ?'2  Saß  Sa  8  SßS  +  2  d?  Saß  Sßy  Sya 
=  2Sy«SaßSß8Sy8  +  2  Saß  Sßy  Sy8  Sud 
+  2SßySyuSadSß8  +  ßiyHS«S)* 
+  rWiSflSp  +  a'ß^SyS)*  +  a*P(Sßy)* 
+  ß28i(Syay-  +  y>d*(S«ß)*. 

(20.)  Wenn  wir  daher  irgend  ein  sphärisches  Vierseit 
ABCD  nehmen,  und  schreiben 

XXIII.  .  .  r  =  cos  AD  =  -  SUuö, 
tri  =  cos  BD  =  -  Süß 8, 
n  =  cos  CD  =  -  u.  8.  w., 
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indem  wir  u,  ß,  y  als  die  Einheitsvectoren  der  Punkte  A,  B,  C 
behandeln,  und  /,  m,  n  als  die  Cosinus  der  Bogen  BC,  CA,  AB, 
wie  in  297,  (1.),  so  erhalten  wir  die  Gleichung, 

XXIV.  .  .  1  +  Pr-  +  rn2m's  +  TiV  +  2/m'n'  4-  2m«T 
+  2nfjn  +  2/ron 
=  2mnmn  +  2nln f  +  2/mfm'  +  P  +  w2 
+  »2  +  rs-f-/n's+n'»; 

sie  kann  durch  elementare  Betrachtungen*  bestätigt  werden, 
aber  sie  wird  hier  nur  als  eine  Deutung  der  quaternion  Formel 
XXII.  gegeben. 

(21.)  Als  wir  die  zuletzt  erwähnte  Gleichung  294,  XV. 
quadrirten,  haben  wir  die  beiden  folgenden  Transformations- 
formeln (vergl.  204,  XXII.,  und  210,  XVIII.)  benutzt,  in 
denen  u,  ß,  y  irgend  drei  Vectoren  sein  können,  und  welche 
man  oft  als  nützlich  finden  wird: 

XXV.  .  .  ( Vuß)*  =  {Saß)2  -  u*ß*; 
XXVI.  .  .  S{  Vßy .  Vya)  =  y«  Saß  -  Sßy  Sya. 

299.  Die  beiden  Fälle,  in  welchen  die  drei  Seiten  a,  b,  c 
des  gegebnen  Dreiecks  ABC  sämmtlich  kleiner,  oder  sämmt- 
lich  grösser  als  Quadranten  sind ,  sind  in  den  beiden  vorher- 
gehenden Artikeln  betrachtet  worden,  und  ferner  eine  Zurück- 
führung  gewisser  anderer  Fälle  auf  sie.  in  298,  (10.)  und  (11.); 
es  bleibt  nur  übrig,  den  dritten  Hauptfall  in  Betracht  zu  ziehn, 
bei  welchem  die  Seiten  des  gegebnen  Dreiecks  sämmtlich 
gleich  Quadranten  sind:  oder  zu  untersuchen,  was  die  vierte 
Proportionale  zu  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Vectoren 
nach  unseren  allgemeinen  Sätzen  ist.  Und  wir  werden  finden, 
nicht  nur,  dass  diese  vierte  Proportionale  nicht  selbst  ein 
Vector  ist,  sondern  auch,  dass  sie  selbst  nicht  irgend  einen 
vector  Theil  (292)  enthält,  welcher  von  Null  verschieden  ist: 
obwohl  sie  noch,  da  wir  sie  gleich  einem  Skalar  finden  wer- 

•  Eine  Formel ,  welche  mit  dieser  letzten  aus  siebzehn  Gliedern  l>e- 
stehenden  Gleichung  gleichbedeutend  ist ,  und  welche  die  sechs  Cosinus 
der  Hogen  in  Zusammenhang  setzt ,  welche  die  Ecken  eines  sphärischen 
Viergeits  ABCD  zu  je  zweien  verbinden,  wird  auf  Seite  407  von  Car- 
not's  Geometrie  de  Position  (Pari.*,  1S03)  gegeben. 
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den,  in  dem  allgemeinen  Begriff  eines  Quaternions  eingeschlossen 
(131,  276)  ist. 

(1.)    In  der  That,  wenn  wir  annehmen,  in  297,  (1.),  dass 
I.../  =  0,       //i  =  0,       n  =  0, 

oder  dass 

II.  .  .  a  =  b  =  c  =  4-  > 

oder 

in.  . .  Sßy  =  Syu  =  Saß  m  0, 

während 

IV. . .  Tu  m  Tß  -  Ty  -  1 , 
so  ergeben  die  Formeln  297,  VIL, 

V.  ..£  =  0,       £  =  0,       £=  0; 

das  sind  aber  die  vector  Theile  der  drei  Paare  vierter  Pro- 
portionalen zu  den  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Einheits- 
linien, a,  ß,  y,  wenn  man  sie  in  allen  möglichen  Aufeinander- 
folgen nimmt;  und  dasselbe  Verschwinden  der  vector  Theile 
muss  augenscheinlich  statt  haben ,  wenn  die  drei  gegebnen 
Linien  nur  rechte  Winkel  mit  einander  bilden,  ohne  gleich 
lang  zu  sein. 

(2.)  Wenn  man  indessen,  der  Einfachheit  wegen,  fortlährt 
anzunehmen,  dass  sie  Einheitslinien  sind,  und  dass  die  Drehung 
um  a  von  ß  nach  y  negativ  ist,  wie  vorher,  so  sehn  wir,  dass 
wir  jetzt  r  =  0,  und  e  =  1  haben,  wie  in  297,  (3.);  und  dass 
sich  somit  die  sechs  vierten  Proportionalen  von  selbst  auf  ihre 
skalar  Theile  reduciren,  nämlich  (hier)  auf  die  positive  oder 
negative  Einheit.  In  dieser  Weise  finden  wir,  unter  den  an- 
genommenen Bedingungen,  die  Werthe: 

vi. . .  ßa-lr  =  rß-1«  =  «rlß  =  +  1 ; 
vr. . .  ytr-Kß  =  uß-lr  =  ßr~x<*  =  -  !• 

(3.)  So  erhalten  wir,  zum  Beispiel  (vergl.  295\  nach  den 
Gesetzen  (182)  von  »,  j,  h,  die  Werthe, 

VII.  .  .  ij-H  =jk-*i  =  fci-y  =  +  1; 

vir. . .  V1*  -      -      =  - 1- 

In  der  That  sind  die  beiden  vierten  Proportionalen,  ij~lk 
und  kj-^i,  bezüglich  den  beiden  ternären  Producten,  —  ijk  und 
—  kji,  gleich,  und  daher  gleich  +  1  und  gleich  —  1,  nach  den 
Gesetzen,  welche  in  der  Grundforrael  A  (183)  enthalten  sind. 
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(4.)  Um  dieses  nichtige  Resultat  mit  den  Constructionen 
der  beiden  letzten  Artikel  in  Zusammenhang  zu  setzen,  mögen 
wir  beachten ,  dass  wenn  wir ,  in  dem  allgemeinen  Sinne  von 
208,  (15.),  ein  sphärisches  Dreieck,  DEF,  einem  gegebnen,  aus 
drei  Quadranten  bestehenden  (oder  dreimal  rechtwinkligen! 
Dreieck,  ABC,  zu  umschreiben  suchen,  wie  zum  Beispiel  dem 
Dreieck  IJK  (oder  JIK)  von  181 ,  in  einer  solchen  Weise, 
dass  die  Seiten  des  neuen  Dreiecks  durch  die  Ecken  des 
vorigen  halbirt  werden,  sich  zeigt,  dass  das  Problem  unend- 
lich viele  Losungen  zulässt.  Man  kann  irgend  einen  Punkt  P, 

im  Innern  des  gegebnen  Dreiecks  ABC, 
annehmen;  und  wenn  man  dann  seine 
Spiegelbilder  D,  E,  F  nimmt,  in  Bezug 
auf  die  drei  Seiten  a,  b,  c,  so  dass  (vergl. 
Fig.  72)  die  Bogen  FD,  FE,  PF  senk- 
recht zu  jenen  drei  Seiten  sind  und 
^  durch  sie  halbirt  werden,  so  werden  die 
drei  andern  Bogen  FF,  FD,  DE  durch 
die  Punkte  A,  B,  C  halbirt,  wie  ge- 
fordert wurde:  denn  die  Bogen  AE,  AF  haben  jeder  dieselbe 
Länge  wie  AF,  und  die  Winkel,  welche  bei  A  durch  FE  und 
PF  umspannt  werden,  sind  zusammen  gleich  zwei  rechten 
Winkeln,  u.  s.  w. 

(5.)  Die  Lagen  der  Hülfspunkte  D,  E,  F  sind  daher,  in 
dem  gegenwärtigen  Falle,  unbestimmt,  oder  variabel;  dagegen 
ist  die  Summe  der  Winkel  bei  diesen  drei  Punkten  constant, 
und  gleich  vier  rechten  Winkeln;  denn,  nach  den  sechs  gleich- 
schenkbgen  Dreiecken  über  FD,  FE,  PF  als  Basen,  ist  diese 
Summe  der  drei  Winkel  D,  E,  F  gleich  der  Summe  der 
Winkel,  welche  durch  die  Seiten  des  gegebnen  Dreiecks  ABC 
in  dem  angenommenen  inneren  Punkte  P  umspannt  werden. 
Der  sphärische  Excess  des  Dreiecks  DEF  ist  daher  gleich 
zwei  rechten  Winkeln ,  und  seine  Fläche  ^  =  n ;  wie  das 
anderweitig  aus  derselben  Figur  72  liätte  ersehn  werden  kön- 
nen, und  aus  der  Formel  297,  LV.,  oder  LVI.  hätte  ge- 
schlossen werden  können. 

(6.)  Der  Radius  OD,  in  der  Formel  297,  XL VII,  für 
die  vierte  Proportionale  t3u~ly,  wird  daher,  in  dem  gegen- 


Kap.  L]    Anderer  Gesichtspunkt  für  eine  vierte  Proportionale.  495 


wärtigen  Falle,  unbestimmt;  aber  da  der  Winkel  L'DR,  oder 
\  [n  —  «2f ),  in  derselben  Gleichung ,  verschwindet ,  so  wird  die 
Formel  einfach  ßee~ly  =  1,  wie  in  den  vorigen  Gleichungen  VI.; 
und  ähnliches  gilt  in  anderen  Beispielen  von  der  hier  betrach- 
teten Klasse. 

(7.)  Der  Schluss,  dass  die  vierte  Proportionale  zu  drei 
rechtwinkligen  Linien  ein  Skalar  ist,  kann  auf  verschiedenen 
anderen  Wegen  aus  den  Sätzen  des  vorliegenden  Theiles  ab- 
geleitet werden.  Zum  Beispiel,  mit  den  vorigen  Annahmen 
können  wir  schreiben, 

Vm. . .  ßa-1  =  -y, 

rß-1 

«r-1  ■=  -ß\ 

VUI'  ..j-«-1  =  -hfl, 
aß-'  =  +;-, 
.V;-1  =  +«; 

die  drei  vierten  Proportionalen  VI.  sind  daher,  bezüglich, 
gleich  —  y»,  —  «2,  —  und  folglich  gleich  +1;  während 
die  entsprechenden  Ausdrücke  VI',  gleich  -f  ß*t  +  ;'2,  -f  er 
sind,  und  daher  gleich  —  1. 

(8.)  Oder  [vergl.  (3.)]  wir  können  allgemein  die  Umfor- 
mung (vergl.  282,  XXL*)  hinschreiben, 

IX. . .  ßarly  =  «--.ßrty, 

weim 

«-*  =  1  :«2; 

und  in  ihr  ist  der  Factor  u~2  stets  ein  Skalar,  was  fiir  ein 
Vector  a  auch  sein  mag;  während  der  veetor  Theil  des  ter- 
nären  Productes  ßay,  nach  294,  III.,  verschwindet,  wenn  die 
vorigen  Bedingungen  für  die  Rechtwinkligkeit  III.  befriedigt 
werden. 

(9.)  Umgekehrt,  das  ternäre  Product  ßuy,  und  die  vierte 
Proportionale  ßer~ly,  können  sich  niemals  selbst  auf  Skalare 
reduciren,  wenn  nicht  die  drei  Vectoren  «,  ß,  y  [die  sämmt- 
Uch  als  wirklich  (Art.  1)  angenommen  werden]  zu  einander 
senkrecht  sind 


•  Die  Formel,  auf  die  hier  Bezug  genommen  wird,  hätte  Ra  m  l :  n 
-  «-»  gedruckt  werden  solleu. 

33* 
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Achter  Abschnitt. 

Ueber  eine  gleichbedeutende  Interpretation  der  vierten  Pro- 
portionale eu  drei  diplanaren  Vectoren,  welohe  aus  den 
Sätzen  des  zweiton  Theils  abgeleitet  ist. 

300.  In  dem  vorhergehenden  Abschnitt  wandten  wir 
naturgemäss  die  Resultate  der  vorigen  Abschnitte  dieses  Thei- 
les  an,  uns  zu  unterstützen,  der  vierten  Proportionale  (297)  zu 
drei  diplanaren  Vectoren  eine  bestimmte  Bedeutung  beizulegen ; 
und  somit  machten  wir  von  den  beiläufig,  in  diesem  dritten 
Theile,  erhaltenen  Deutungen  von  a~l  als  eine  Linie,  und  von 
aß,  aßy  als  Quaternionen  Gebrauch,  um  das  Symbol  ßa~ly 
zu  deuten.  Aber  es  kann  von  Interesse  sein,  und  nicht  ohne 
Belehrung,  zu  untersuchen,  wie  das  gleichbedeutende  Symbol, 

L  . .  {ß'.  a) . '/  , 

oder 

ß  y 

wenn  y  nicht  ||[  a,  ß, 

nach  den  Sätzen  des  zweiten  Theils  hätte  gedeutet  werden 
können,  ohne  irgend  eine  Deutung  der  drei  zuletzt  erwähnten 
Symbole, 

II...«-1,       aß,  aßy, 

von  Anfang  an  als  bekannt  anzunehmen,  oder  auch  nur  zu 
versuchen,  sie  zu  entdecken.  Wir  werden  finden,  dass  die  Un- 
tersuchung zu  einem  Ausdruck  von  der  Form, 

III.  . .  (ß:a).  y  =  8  +  ent 

führt;  wo  S  derselbe  Vector,  und  e  derselbe  Skalar  ist,  wie  in 
den  vorigen  Nebenartikeln  zu  297 ;  während  u  als  ein  augen- 
blickliches Symbol  angewandt  wird,  um  eine  gewisse  vierte 
Proportionale  zu  drei  rechtwinkligen  Einheitslinien  zu  bezeich- 
nen, nämlich  diejenige  zu  den  drei  Linien  OQ,  OL',  und  OP 
in  Fig.  68;  so  dass  wir,  mit  Bezug  auf  die  durch  diese  Figur 
dargestellte  Construction ,  durch  die  Sätze  des  zweiten  Theils 
daraufhingeführt  werden  würden,  die  Gleichung  hinzuschreiben: 

IV. . .  (OB:  OAhOC=  OD.an\2+  [OL'iOQ).  OP.zin{2. 
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Und  wenn  wir  dazu  Übergehn,  in  Betracht  zu  ziehn,  welche 
Bedeutung,  nach  den  Sätzen  desselben  zweiten  Theils,  mit  der 
besonderen  vierten  Proportionale  verknüpft  werden  würde, 
welche  hier  der  Coefficient  von  sin^  ist,  und  einstweilen 
mit  «  bezeichnet  worden  ist,  so  finden  wir,  dass  sie,  obwohl 
sie  in  einem  Sinne  als  eine  Linie  angesehn  werden  kann,  oder 
wenigstens  als  gleichartig  mit  einer  Linie,  doch  nicht  irgend 
einem  Vector  gleich  gesetzt  werden  muss:  sie  entspricht  viel- 
mehr der  skalar  Einheit  der  Algebra,  in  der  Geometrie,  so 
dass  sie  naturgemäss  und  nach  Uebereinkunft  durch  das  übliche 
Symbol  1,  oder  +  1,  bezeichnet  werden  kann,  oder  der  posi- 
tiven Einheit  gleich  gesetzt  werden  kann.  Wenn  wir  aber  da- 
nach schreiben  u  =  1,  so  wird  das  letzte  Glied  der  Formel  III. 
oder  IV.,  des  gegenwärtigen  Artikels,  einfach  e,  oder  sin|^; 
und  während  dieses  Glied  (oder  dieser  Theil)  des  Resultates 
als  eine  Art  geometrischen  Skalars  betrachtet  wird,  nimmt 
der  vollständige  Ausdruck  für  die  allgemeine  vierte  Proportio- 
nale zu  drei  diplanaren  Vectoren  die  Form  eines  geometrischen 
Quaternions  an:  und  somit  wird  die  Formel  297,  XL VII.,  oder 
298,  VIIL,  reproducirt,  wenigstens  wenn  wir  in  ihr,  für  jetzt, 
(ß :«) .;'  für  ßarly  einsetzen,  um  die  Notwendigkeit  hier  die 
vorigen  Symbole  II.  zu  deuten  zu  umgehn. 

(1.)  Wenn  man  die  Construction  der  Fig.  68  beibehält, 
aber  keinen  von  den  Sätzen  anwendet  ,  welche  dem  dritten 
Theil  im  Besondern  eigen  sind,  so  können  wir,  mit  denselben 
Bedeutungen  von  c,  />,  u.  s.  w.,  wie  vorher,  schreiben, 

V.  .  .  OH:OA  =  OR:OQ  =  cos  e  +  {OL' :  OQ)  sine  c; 

VI. .  .  OC  =  OQ.  cos />  +  OP.smp. 
(2.)  Lässt  man  daher,  wie  es  natürlich  ist,  für  den  Zweck 
eine  Deutung  zu  suchen,  jene  distributive  Eigenschaft  zu,  welche 
wie  bewiesen  (212)  worden  ist,  für  die  Multiplication  von  Qua- 
ternionen  gültig  ist,  (wie  sie  es  für  die  Multiplication  in  der 
Algebra  ist),  und  schreibt  zur  Abkürzung, 

VII.  ..  u  =  {OL':OQ).OP\ 
so  erhalten  wir  den  viergliedrigen  Ausdruck: 

VIII. . .  [OB :  O A) .  OC  =  OL,  sin ccosp  +  OQ.  cos  c  cos p 

+  OP.  cos  c  sin p  -f  u .  sin  c  sin p\ 
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und  in  ihm  mag  man  beachten,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  vier  Coefficienten  der  drei  rechtwinkligen  Einheitsvectoren, 
OQ,  OL',  OP,  und  ihrer  vierten  Proportionale,  u,  gleich  der 
Einheit  ist 

(3.)  Dagegen  ist  der  Coefficient  dieser  vierten  Pro- 
portionale, welcher  als  eine  Art  von  vierter  Einheit  betrachtet 
werden  kann, 

IX.  .  .  sin  c  sin/'  =  sin  MN  =  sin  1 2?  =  e ; 

wir  müssen  daher  erwarten ,  zu  finden ,  dass  die  drei  anderen 
Coefficienten  in  VIIL,  wenn  sie  mit  cos  1-5*,  oder  mit  r,  divi- 
dirt  werden,  Quotienten  ergeben,  welche  die  Cosinus  der  Bogen- 
entfernungen  eines  gewissen  Punktes  A'  auf  der  Einheitskugel 
von  den  drei  Punkten  L,  Q,  P  sind;  oder  dass  ein  Punkt  X 
bestimmt  werden  kann,  für  welchen 

X.  .  .  sin  c  cosp  =  r  cos  L'X; 
cos  c  cosp  =  r  cos  QX\ 
cos  c  sin  p  —  r  cos  PX. 

(4.)  Demgeraäss  findet  man,  dass  die  drei  letzten  Glei- 
chungen befriedigt  werden,  wenn  wir  D  für  X  einsetzen;  und 
dass  wir  daher  die  Transformation  haben, 

XI.  .  .  OL' .  sin c cosp  +  OQ.  cos c  cosp  +  OP.  cos c sin p 
=  OD.  cos  J  2  =  S, 

und  daraus  folgen  die  Gleichungen  IV.  und  LLL;  und  es  bleibt 
nur  übrig  die  vierte  Einheit,  u,  zu  studiren  und  zu  deuten, 
welche  als  ein  Factor  in  den  übrigbleibenden  Theil  des  vier- 
gliedrigen  Ausdrucks  VIII.  eingeht,  ohne  irgend  welche  Sätze 
mit  Ausnahme  derjenigen  anzuwenden,  welche  im  zweiten  Thoil 
vorkommen:  und  daher  ohne  Benutzung  der  Deutungen  278, 
284,  von  ß«,  u.  s.  w. 

(301.)  Im  Allgemeinen  ist  es  natürlich,  wenn  zwei  Reihen 
von  je  drei  Vectoren,  a,  ß,  y,  und  r/,  ß' ,  y' ,  durch  die  Be- 
ziehung, 

T      -L  X.  SL.  -  i 

oder  durch 

IL..  *  ir-K, 
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verbunden  sind,  die  weitere  Gleichung  zu  schreiben, 

m...-2-y=  4/; 

und  zu  sagen,  dass  die  beiden  Werten  Proportionalen  (297),  zu 
((,  ß,  y,  und  zu  u\  ß',  y\  einander  gleich  sind:  was  wir  auch 
immer  später  als  die  vollständige  Bedeutung  eines  jeden  der 
beiden  letzten  Symbole  IJX,  die  wir  uns  ftir  den  Augenblick 
als  noch  nicht  völlig  bekannt  denken,  finden  mögen.  Oder 
kurz,  wir  können  vorschlagen,  es  zur  Bedingung  ftir  die  nach 
den  Sätzen  des  zweiten  Theils  gesuchte  Deutung  der  Phrase. 

„Vierte  Proportionale  zu  drei  Vectoren", 
oder  eines  jeden  der  beiden  gleichbedeutenden  Symbole  300,  L, 
zu  machen,  dass  die  vorige  Gleichung  III.  aus  I.  oder  II.  folgen 
soll ;  grade  so,  wie  wir,  zu  Anfang  des  zweiten  Theils,  und  be- 
vor wir  schlössen  (112),  dass  der  allgemeine  geometrische  Quo- 
tient ß\u  irgend  zweier  Linien  im  Räume  ein  Quaternion  ist, 
es  zur  Bedingung  (103)  für  die  Deutung  eines  solchen  Quo- 
tienten machten ,  dass  die  Gleichung  iß :  u) .  u  =  ß  befriedigt 
werden  sollte. 

302.  Es  sind  indessen  zwei  Proben  (vergl.  287),  denen 
die  vorige  Gleichung  III.  unterworfen  werden  muss,  bevor  wir 
sie  endgültig  annehmen  können;  und  zwar  damit  wir  sicher 
sein  können,  dass  sie  übereinstimmt:  L  mit  der  vorgängigen 
Deutung  (226)  einer  vierten  Proportionale  zu  drei  complanaren 
Vectoren,  als  einer  Linie  in  ihrer  gemeinsamen  Ebne;  und  II. 
mit  dem  allgemeinen  Grundsatz  aller  mathematischen  Sprech- 
weise (105),  dass  Dinge,  welche  demselben  Ding  gleich  sind, 
als  einander  gleich  anzusehn  sind.  Und  man  findet  durch  den 
Versuch,  dass  sie  diese  beiden  Proben  besteht:  so  dass  sie 
keinen  Einwand  für  uns  ergeben,  die  Gleichung  301 ,  III.,  als 
eine  laut  Definition  gültige,  anzunehmen,  wenn  immer  die  vor- 
hergehende Gleichung  II.,  oder  L,  befriedigt  wird. 

(1.)  Es  kann  vorkommen,  dass  das  erste  Glied  der  Glei- 
chung HL  gleich  einer  Linie  t)  ist,  wie  in  226;  nämlich,  wenn 
a,  ß,  y  complanar  sind.  In  diesem  Falle  erhalten  wir  nach  IL 
die  Gleichung, 

iv.. .4-  =  A  i  =  £ , 

r      r  r  ■ 
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oder 

iv...  t  f  -  r\ 

so  dass  a't  ß,  y  auch  (unter  einander)  complanar  sind,  und 
die  Linie  d  ihre  vierte  Proportionale  gleichfalls  ist:  die  Glei- 
chung TIT.  wird  befriedigt,  ihre  beiden  Seiten  sind  Symbole 
für  ein  und  dieselbe  Linie,  d,  die  im  Allgemeinen  im  Durch- 
schnitt der  beiden  Ebnen,  ußy  und  a'ßy',  liegt;  und  diese 
Ebnen  können  auch  zufällig  zusammenfallen,  ohne  die  Wahr- 
heit der  Gleichung  zu  beeinträchtigen. 

(2.)  Ferner  können  wir  uns,  in  dem  allgemeineren  Falle, 
wenn  u,  ß,  y  diplanar  sind,  vorstellen,  dass  die  Gleichung*  II. 
zugleich  mit  der  folgenden  von  derselben  Fonn  besteht. 

v     0  r  —  F  . 

»  •  »  »  i7  ~  < 

und  sie  ergiebt 

VT. . .  f  y-K  y", 

wenn  die  Definition  301  angenommen  wird.  Wenn  nun  diese 
Definition  mit  allgemeinen  Grundsätzen  über  Gleichheit  im 
Einklang  ist,  so  sollten  wir,  nach  III.  und  VL,  finden,  dass 
die  folgende  dritte  Gleichung  zwischen  zwei  vierten  Proportio- 
nalen statt  hat: 

VII...  |  ;••  =  £.  ■/'; 

oder  dass 

wenn  die  Gleichungen  IL  und  V.  befriedigt  werden.  Und 
demgemäss  ergeben  diese  beiden  Gleichungen,  nach  den  all- 
gemeinen Sätzen  des  zweiten  Theils,  welche  Quaternionen  als 
Quotienten  von  Vectoren  betrachtet  betreffen,  die  Trans- 
formation, 


*  In  diesen  und  anderen  Fallen  Bind  unter  den  erwähnten  Zuhl- 
zeiehen  stete  diejenigen  gemeint,  welche  (unter  derselben  Zahlenbezeich- 
nung) zuletzt  vorgekommen  sind ,  obwohl  es  vielleicht  im  Zusammen- 
hange mit  einem  kurz  vorhergehenden  Artikel  der  Fall  gewesen 
sein  kann. 
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wie  gefordert  wird. 

303.  Es  ist  daher  erlaubt,  die  Gleichung  30 1T  KL,  nach 
den  Sätzen  des  zweiten  Theils,  einfach  als  eine  Umformung 
(wie  sie  es  in  der  Algebra  ist)  der  unmittelbar  vorhergehen- 
den Gleichung  IL,  oder  L,  zu  deuten;  und  daher,  allgemein, 
zu  schreiben, 


liier  sind  y,  y  irgend  zwei  Vectoren,  und  q,  q  sind  irgend 
zwei  Quaternionen ,  welche  dieser  letzten  Bedingung  genügen. 
Und  jetzt  haben  wir,  wenn  v  und  v  irgend  zwei  rechte  Qua- 
ternionen sind,  (nach  193,  vergL  283)  die  Gleichung, 


nach  dem  Satze,  der  eben  ausgesprochen  worden  ist.  Es  folgt 
daher,  dass  „wenn  eine  grade  Linie  (Iv)  mit  dem  Reciproken 
(o-1)  des  rechten  Quaternions  (»)  multiplicirt  wird,  dessen  In- 
dex sie  ist,  das  Product  (tr*1/»)  von  der  Lange  und  von  der 
Richtung  der  Linie  unabhängig  ist,  an  der  man  operirt  hat"; 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  dies  Product  ein  und  denselben 
Werth  für  alle  möglichen  Linien  («)  im  Räume  hat:  und  dieser 
gemeinsame  oder  constante  Werth  kann  als  eine  Art  von  neuer 
geometrischer  Einheit  angesehn  werden,  und  ist  dem  gleich,  was 
wir  zuletzt,  in  300,  III.,  und  IV.,  durch  das  für  den  Augen- 
blick benutzte  Symbol  «  bezeichnet  haben;  denn  in  der  zuletzt 
erwähnten  Formel  ist  die  Linie  OP  der  Index  des  rechten 
Quotienten  OQ:OL'.  Behält  man  daher,  für  den  Augenblick, 
dies  Symbol  u  bei,  so  erhalten  wir,  für  jede  Linie  u  im  Räume, 
wenn  man  sie  als  den  Index  eines  rechten  Quaternions,  r, 
betrachtet,  die  vier  Gleichungen: 


wenn 


L  .  .  qy  =  q'y\ 

IL  ..q{y:y')=q\ 


und  danach  ist 


oder 


III.  .  .  Ir:  Iv'  =  v.v  =  n  '-1; 

IV.  ..t'-»(/r:/r/)  =  r'-i; 
V...r-»./y  =  Iv, 


VI.  . .  v- >  u  —  u ; 
VII.  .  .  a  —  vu  \ 
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VIIL  .  .   v   =  «:?/; 
IX.  .  .  v~ 1  «  « :  u  \ 

und  hier  ist  gemeint,  tlass  u  =  Iv  ist,  und  die  drei  letzten  sind 
hier  nur  als  reine  Umformungen  der  ersten  anzusehn,  welche 
wie  vorher  abgeleitet  und  gedeutet  wird.  Und  daraus  ist 
leicht  zu  schliessen,  dass  wir  für  irgend  ein  gegebnes  System 
dreier  rechtwinkligen  Linien  r/,  ß}  y  den  allgemeinen  Aus- 
druck haben: 

X.  .  .  [ß'-«).y  =  xu, 

wenn 

a±ß,    ß±y,  yA-«\ 

und  der  skalar  Coefticient,  x,  der  neuen  Einheit,  v,  wird  durch 
die  Gleichung, 

XI...  *-  ±{Tß:T«).Tyi 
bestimmt,  je  nachdem 

XH.  ..Uy  =  ±Ax.{a:ß). 

Der  Coefficient  x  ist  daher,  an  Grösse  (oder  dem  absoluten 
Betrag  nach) ,  stets  gleich  der  vierten  Proportionale  zu  den 
Längen  der  drei  gegebnen  Linien  aßy\  aber  er  wird  positiv 
oder  negativ  genommen,  je  nachdem  die  Drehung  um  die 
dritte  Linie  y,  von  der  zweiten  Linie  ß  zur  ersten  Linie  a, 
selbst  positiv  oder  negativ  ist:  oder  mit  anderen  Worten,  je 
nachdem  die  Drehung  um  die  erste  Linie,  von  der  zweiten  zur 
dritten,  im  Gegensatz  mit  dem  vorigen  negativ  oder  positiv 
[vergl.  294,  (3.)]  ist 

(1.)  Um  zu  erläutern,  dass  die  vierte  Proportionale, 
welche  für  jetzt  mit  u  bezeichnet  worden  ist ,  umgeändert 
bleibt,  während  das  System  der  drei  rechtwinkligen  Einheits- 
linien, aus  denen  man  sie  abgeleitet  denkt,  in  irgend  einer 
AYTeise  herumgedreht  wird,  mögen  wir  beachten,  dass  die  drei 
Gleichungen,  oder  Proportionen, 

XIII.  .  .  u:y  =  ß:a,  • 
y\u  =  (C.  —  y, 

ß-.-r-rß* 

unmittelbar  zu  der  vierten  Gleichung  von  derselben  Art, 

XIV. . .  u :  u  =  y :  ß , 
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oder* 

führen,  wenn  wir  zulassen,  dass  man  mit  dieser  neuen  Grösse, 
oder  mit  diesem  neuen  Symbol,  «,  ganz  und  gar,  oder  in  Ver- 
bindung mit  anderen  Symbolen,  gemäss  den  allgemeinen  Regeln 
für  Vectoren  und  Quaternionen  operirt. 

(2.)  Es  ist  daher  gestattet,  die  drei  Buchstaben  «,  ß,  y 
durch  eine  cyklische  Pormutation  mit  den  drei  anderen  Buch- 
staben ß,  y,  «  (welche  wieder  als  Darstellungen  von  Einheits- 
linien anzusehn  sind)  zu  vertauschen,  ohne  den  Werth  der 
vierten  Proportionale,  u,  zu  verändern;  oder  mit  anderen 
Worten,  es  ist  erlaubt,  das  System  der  drei  rechtwinkligen 
Linien  um  den  dritten  Theil  von  vier  rechten  Winkeln  um 
die  innere  und  coinitiale  Diagonale  des  Einheitswürfels  zu 
drehn,  dessen  drei  coinitiale  Kanten  sie  sind. 

(3.)  Und  es  ist  noch  augenscheinlicher,  dass  keine  solche 
Veränderung  des  Werthes  statt  hat,  wenn  wir  nur  das  System 
der  beiden  ersten  Linien  sich  um  die  dritte  Linie  als  Achse 
um  irgend  einen  Winkel  in  seiner  eignen  Ebne  drehn  lassen; 
denn  dann  ersetzen  wir  nur  den  Factor  ß : «  durch  einen  an- 
dern ihm  gleichen.  Wenn  wir  aber  diese  beiden  letzten  Arten 
der  Drehung  combiniren,  so  können  wir  irgend  eine  beliebige 
Drehung  um  einen  als  tost  angenommenen  Anfangspunkt  dar- 
stellen. 

(4.)  Und  was  das  skalar  Verhältniss  irgend  einer  vierten 
Proportionale,  wie  zum  Beispiel  ff zu  irgend  einer  an- 
deren von  der  hier  betrachteten  Art  betrifft,  wie  zum  Beispiel 
zu  ßue.y,  oder  zu  u,  so  ist  es  genügend,  daran  zu  erinnern, 
dass  uns  erlaubt  ist,  ohne  die  erstere  irgendwie  wirklich  zu 
ändern,  anzunehmen,  dass  sie  so  zugerichtet  ist,  dass  wir  haben 

XV.  ..«'  =  «; 


*  In  Gleichungen  vou  dieser  Form  können  die  Parenthesen  fort- 
gelassen werden ,  obwohl  sie  hier  der  grösseren  Klarheit  wegen  bei- 
behalten worden  sind. 
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x  ist  hier  ein  gewisser  skalar  Coefficieut,  und  stellt  das  ge- 
wünschte Yerhältniss  dar. 

304.  In  dem  allgemeineren  Falle,  wenn  die  drei  gegebnen 
Linien  weder  zu  einander  rechtwinklig,  noch  Einheitslinien 
sind,  können  wir  nach  ähnlichen  Sätzen  ihre  vierte  Propor- 
tionale bestimmen ,  ohne  auf  Fig.  68  Bezug  zu  nehmen ,  wie 
folgt  Ohne  die  Allgemeinheit  irgend  wie  wirklich  zu  beein- 
trächtigen, können  wir  annehmen,  dass  die  Ebnen  von  u,  ß, 
und  von  «,  y  zu  einander  rechtwinklig  sind;  denn  das  kommt 
nur  darauf  hinaus,  wenn  es  nothwendig  ist,  für  den  Quotienten 
ß-.u  einen  andern  ihm  gleichen  Quotienten  einzusetzen.  Man 
hat  somit 

I.  .  .  Ax.  (ß:  ce)  J_  Ax.  (;  :  er), 

und  es  sei 

H.  ,.ß~  ß  +  ßr, 
r  =  r'  +  y"i 

wo  ßf  und  y*  parallel  zu  er,  dagegen  ß"  und  y"  senkrecht  zu 
ihm,  und  zu  einander  sind;  so  dass  wir,  nach  203.  I.  und  IL. 
die  Ausdrücke  erhalten, 

HL  .  .  ff  =  S     .  u, 

y  =  S-L  Itt, 

a 

und 

i\r...ß"  =  vjL 

■  « 

Wir  können  daher,  nach  dem  distributiven  Princip  [300.  (2.)], 
die  Transformationen  ableiten, 

v.  ( !  +  Q  V  +  f) 

-  i  y  +  S  y  +  f  f 

=  d  -f  .r  ?/ ; 

WO 

VI.  .  .  ,)  =  ßS  rn  +  y" 

-rst  +  p'sJL, 
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und 

VII.  .  .  xu  =  f  y". 

Der  letztere  Theil,  ist,  wie  wir  gesagt  (300)  haben,  der 
(geometrische)  skalar  Theil  der  gesuchten  vierten  Proportio-' 
nale;  während  der  erstere  Theil  S  (wieder)  ihr  vector  Theil 
genannt  werden  kann:  und  wir  sehn,  dass  dieser  Theil  durch 
eine  Linie  dargestellt  wird,  welche  zugleich  in  den  beiden 
Ebnen  von  ß,  y",  und  von  y,  ß"  liegt;  oder  in  den  beiden 
Ebnen,  welche  im  Allgemeinen  in  folgender  Weise  construirt 
werden  können,  ohne  jetzt  anzunehmen,  dass  die  Ebnen  aß 
und  ay  rechtwinklig  sind,  wie  in  I.  Es  sei  y  die  Projection 
der  Linie  y  auf  die  Ebne  von  u,  ß,  und  man  operire  an  dieser 
Projection  mit  dem  Quotienten  ß :  a,  wie  mit  einem  Multipli- 
cator;  die  Ebne,  welche  durch  die  so  erhaltene  Linie  ß'.u.y 
unter  rechtem  Winkel  zur  Ebne  aß  gelegt  ist,  ist  ein  Ort 
für  die  gesuchte  Linie  <)';  und  die  Ebne  durch  y,  welche  senk- 
recht zur  Ebne  yy  ist,  ist  ein  anderer  Ort  ftlr  diese  Linie. 
Und  was  die  Länge  dieser  Linie,  oder  des  vector  Theils  Sf 
betrifft,  und  die  Grösse  (oder  den  Betrag)  des  skalar  Theils  xv, 
so  ist  leicht  zu  beweisen,  dass 

VIII.  .  .7\J  =  fcos*, 

und 

IX.  . .  t  =  ±  tnin», 

wo 

X.  .  .  t  =  Tß:  Tu.  Ty, 

und 

XL  .  .  sin  s  —  sin  c  sin  p , 

wenn  c  den  Winkel  zwischen  den  beiden  gegebnen  Linien  a,  ß 
bezeichnet,  und  j>  die  Neigung  der  dritten  gegebnen  Linie  y 
zu  ihrer  Ebne;  das  Vorzeichen  des  skalar  Coöfficienten,  x,  ist 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Drehung  um  a  von  ß 
nach  y  negativ  oder  positiv  ist 

(1.)  Vergleicht  man  die  letzte  Construction  mit  Fig.  68, 
so  sehn  wir,  dass,  wenn  der  Bedingung  I.  genügt  wird,  die 
vier  Einheitslinien  Uy,  Ua,  Uß,  Uö  die  Richtungen  der  vier 
Radien  OC,  OQ,  Oli,  OD  annehmen,  welche  in  den  vier  Ecken 
eines,  wie  wir  sagen  können,  dreifach-rechtwinkligen  Vierseits 
CQRD  auf  der  Kugel  endigen. 
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(2.)  Es  mag  bemerkt  werden ,  dass  die  Fläche  dieses 
Vierseits  genau  gleich  der  Hälfte  der  Fläche  .2'  des  Dreiecks 
DEF  ist;  und  das  kann  entweder  aus  dem  Umstände  geschlossen 
werden,  dass  sein  sphärischer  Excess  (über  vier  rechte  Winkel) 
durch  den  Winkel  MDN  construirt  wird;  öder  aus  den  Drei- 
ecken DBR  und  EAS,  welche  zusammen  gleich  dem  Dreieck 
ABF  sind,  so  dass  die  Fläche  von  DESR  gleich  2Z  ist,  und 
daher  diejenige  von  CQRD  gleich  J-i'  ist,  wie  vorher. 

(3.)  Die  beiden  Seiten»  CQ,  QR  dieses  Vierseits,  welche 
vom  stumpfen  Winkel  bei  D  entfernt  liegen,  mögen  wieder  /> 
und  c  genannt  werden,  und  die  »Seite  CD,  welche  dem  c  gegen- 
über liegt,  möge  wieder  mit  c  bezeichnet  werden,  und  es 
werde  die  Seite  DR,  welche  dem  p  gegenüber  Hegt,  jetzt  ;/ 
genannt;  es  mögen  auch  die  Diagonalen  CR,  QD  mit  d  und 
d  bezeichnet  werden;  und  es  möge  s  den  sphärischen  Excess 
(CDR  —  Jjt)  bezeichnen,  oder  die  Fläche  d«>s  Vierseits.  Wir 
haben  dann  die  Beziehungen, 

cos  d  =  cos  p  cos  c ;  cos  d  =  cos p  cos  c  ; 

XII.  .  .    tan  c  =  cos  p  tan  c ;  tan  p  =  cos  c  tan/> ; 

cos  s  —  cos  />  sec  p  =  cos  c  sec  c  =  cos  d  sec  d ; 

von  denen  einige  dem  Wesen  nach  vorher  vorgekommen  sind, 
und  welche  alle  leicht  durch  rechtwinklige  Dreiecke  bewiesen 
werden,  wobei  die  Bogen,  wenn  nöthig,  verlängert  werden 
mögen. 

(4.)  Wenn  wir  jetzt  zwei  Punkte,  A  und  ß,  auf  der  Seite 
QR  annehmen ,  welche  der  Bogengleichung  (vergl.  297,  XL., 
und  Fig.  G8), 

XI LI.  . .  -  AB  -  ^  QR, 

genügen,  und  wenn  wir  dann  die  Verbindung  AC  herstelleu, 
und  auf  diesen  neuen  Bogeu  die  Lothe  BB',  DD',  fällen;  so 
ist  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Projection  B  D'  der  Seite  BD 
auf  den  Bogen  AC  jenem  Bogen  gleich  ist,  uud  dass  der 
Winkel  DBB'  ein  rechter  ist:  so  dass  wir  die  beiden  neuen 
Gleichungen  haben, 

XIV.  . .  r>  BD'  =  -  AC; 
XV...  DBB  =  |;t; 

und  das  neue  Vierseit  BB  D  D  ist  auch  dreifach-rechtwinklig. 
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(5.)  Daher  kann  der  Punkt  D  von  den  drei  Punkten 
ABC  durch  irgend  zwei  von  den  vier  folgenden  Bedingungen 
abgeleitet  werden:  L  aus  der  Gleichheit  XIII.  der  Bogen  AB, 
QR;  II.  aus  der  entsprechenden  Gleichheit  XIV.  der  Bogen 
AC,  B'D'\  III.  aus  dem  dreifach-rechtwinkligen  Charakter  des 
Vierseits  CQRD\  IV.  aus  dem  entsprechenden  Charakter  von 
BBD'D. 

(6.)  Mit  anderen  Worten,  der  abgeleitete  Punkt  D  ist 
der  gemeinsame  Durchschnittspunkt  der  vier  Lothe  zu  den 
vier  Bogen  AB,  AC,  CQ,  BB" ,  welche  in  den  vier  Punkten 

B,  D',  C,  B  errichtet  sind;  CQ,  BB'  sind  wieder  die  Lothe  von 
C  und  B,  auf  AB  und  AC]  und  R  und  ü  werden  aus  Q  und 
U  durch  gleiche  Bogen  abgeleitet,  wie  vorher. 

805.  Diese  Folgerungen  aus  der  in  297,  u.  s.  w.  ange- 
wandten Construction  werden  hier  nur  im  Zusammenhang  mit 
der  Theorie  der  vierten  Proportionalen  zu  Vectoren  erwähnt, 
zu  deren  Erläuterung  sie  gedient  haben ;  aber  sie  sind  vielleicht 
zahlreich  und  interessant  genug,  um  zu  rechtfertigen,  wenn  wir 
den  Namen,  „sphärisches  Parallelogramm",*  dem  Vierseit 
CABD,  oder  BACD,  in  Fig.  68  (oder  67)  beilegen,  und  vor- 
schlagen zu  sagen,  dass  D  der  vierte  Punkt  ist,  welcher  ein 
solches  Parallelogramm  vervollständigt,  wenn  die  drei  Punkte 

C,  A,  B,  oder  B,  A,  C,  auf  der  Kugel  als  erster,  zweiter  und 
dritter  Punkt  gegeben  sind.  Es  muss  indessen  sorgfältig  be- 
achtet werden,  dass  die  Analogie  mit  der  Ebne  hier  insofern 
unvollkommen  ist,  als  in  dem  allgemeinen  Falle,  wenn  die  drei 
gegebnen  Punkte  nicht  coarcual  sind,  sondern  im  Gegentheil 
Ecken  eines  sphärischen  Dreiecks  ABC,  dann  der  neue  vierte 
Punkt,  nennen  wir  ihn  Av  wenn  wir  C\  D,  B,  oder  B,  D,  C, 
als  die  drei  ersten  Punkte  eines  neuen  sphärischen  Parallelo- 
gramms von  der  hier  betrachteten  Art  annehmen,  nicht  mit 
dem  vorigen  zweiten  Punkt  A  zusammenfällt;  obwohl  es  nahe- 
zu der  Fall  sein  wird,  wenn  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
klein  sind:  man  findet  in  der  That,  dass  die  Abweichung  AAi 
klein  von  der  dritten  Ordnung  ist,  wenn  die  Seiten  des  ge- 


•  Nach  derselben  Analogie  könnte  mau  das  Vierseit  CQRD,  tu 
Fig.  68,  ein  sphärisches  Rechteck  nennen. 
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gebnen  Dreiecks  als  klein  von  der  ersten  Ordnung  angenom- 
men werden;  und  sie  ist  stets  nach  dem  Fusspunkt  des  Lothes 
gerichtet,  welches  von  A  auf  HC  gefallt  ist. 

(1.)  Um  das  Gesetz  dieser  Abweichung  zu  erforschen, 
mögen  ß,  y  wieder  irgend  zwei  gegebne  Einheitsvectoren  OB, 
OC  sein,  welche  mit  einander  einen  Winkel  gleich  a  machen, 
dessen  Cosinus  /  ist;  und  es  sei  g  oder  OP  irgend  ein  dritter 
Vector.    Wenn  wir  dann  schreiben, 

OQ=  Ug, 
OQ,  =  UQl1 

so  ist  der  neue  oder  abgeleitete  Vector,  yg  oder  gx,  oder 
OPx ,  der  gemeinsame  vector  Theil  der  beiden  vierten  Pro- 
portionalen zu  g,  ß,  y,  und  zu  g,  y,  ß,  multiplicirt  mit  dem 
Quadrat  der  Länge  von  g\  und  BQCQ1  ist  —  wie  wir  es 
kürzlich  genannt  haben  —  ein  sphärisches  Parallelogramm. 
Wir  haben  auch  die  Transformation  [vergL  297,  (2.)], 

IL  ..gx  =  <pQ  =  ßS±  +  yS  -QS-T-i 

7  P  P 

und  das  distributive  Operationesymbol  <f  ist  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass 

HI. . .  <fg  |  ß,  y, 

und 

<fSQ  =  Q, 

wenn 

t>  II  ß,  7\ 

dagegen  ist 

IV.  . .  tf  g  =  —  lg, 

wenn 

g  ||  Ax.(y:ß). 

[2.)    Nachdem  man  dies  eingesehn  hat,  nehme  man  an 

V.  ..  g  =  g'  +  g';  <f  g  =gx'; 

g  Hl  An  9  Ax.(y:/9;; 

so  dass  g,  oder  OP',  die  Projection  von  g  auf  die  Ebne  von 
ßy  ist;  und  u",  oder  OP",  der  Theil  (oder  die  Componeute) 
von  g  ist,  welche  senkrecht  zu  dieser  Ebne  ist.  Dann  er- 
halten wir  eine  unendliche  Reihe  von  abgeleiteten  Vectoren, 
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9i$  Qu  Pa>  •  •  °der  besser  zwei  solche  Reihen,  die  einander 
wechselweise  folgen,  wie  folgt: 

YI    j  oi  =  ffQ  =  9\  -  V ;   ps  =  y2p  -  ? '  +  *V'i 
" (  p3  =  </3c>  =  c'i  -        p»  =  <p*q  =  p '  +  ^p"; 

u.  8.  w.;  tlie  beiden  Reihen  von  abgeleiteten  Punkten,  Pv  P.lf 
Pv  Pv  .  .  .  sind  somit,  abwechselnd,  auf  den  beiden  Lothen, 
PP  und  P,/y,  angeordnet,  welche  von  den  Punkten  P  und 
P1  auf  die  gegebne  Ebne  BOC gefällt  sind;  und  die  Abstände, 
PP2J  Pi^s,  QFii  -  •  bilden  eine  geometrische  Progression,  in 
der  ein  jeder  gleich  dem  ihm  vorhergehenden  ist,  multiplicirt 
mit  dem  constanten  Factor  —  /,  oder  mit  dem  negativen 
Werthe  des  Cosinus  des  gegebnen  Winkels  BOC. 

(3.)  Wenn  nun  dieser  Winkel  wieder  als  von  0  und  jt 
verschieden  angenommen  wird ,  und  im  Allgemeinen  auch  von 
dem  zwischenliegenden  Werthe  so  erhalten  wir  die  beiden 
Grenzwerthe, 

VII.  . .  Q+u  =  Q,  (»2a +i  ==  q\  , 

wenn 

n  =  oc; 

oder  mit  Worten,  die  abgeleiteten  Punkte  P2,  Pt,  .  .  von 
grader  Ordnung,  streben  dem  Punkte  P',  und  die  anderen 
abgeleiteten  Punkte,  P%i  P3,  .  .  von  ungrader  Ordnung,  stre- 
ben dem  anderen  Punkte  P'v  als  Grenzlagen,  zu:  diese  beiden 
Grenzpunkte  sind  die  Fusspunkte  der  beiden  (gradlinigen) 
Lothe,  welche  (wie  vorher)  von  P  und  P'  auf  die  Ebne  BOC 
gefällt  sind. 

(4.)  Aber  grade  die  erste  Abweichung  PP,  ist  klein  von 
der  dritten  Ordnung,  wenn  die  Länge  Tq  der  Linie  OP  weder 
als  gross  noch  als  klein  angesehn  wird,  und  wenn  die  Seiten 
des  sphärischen  Dreiecks  BQC  klein  von  der  ersten  Ordnung 
sind.  Denn  wir  haben  nach  VI.  die  folgenden  Ausdrücke  für 
diese  Abweichung, 

VIII  .  .  PP,  =  gt  -  g  m  [P  - 

—  —  sin  rts .  sin  pa  .  To .  Ug  ; 

hier  bezeichnet  pa  die  Neigung  der  Linie  g  zur  Ebne  ßy\ 
oder  das  Bogenloth  vom  Punkte  Q  auf  die  Seite  BC\  oder  u, 
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des  Dreiecks.  Die  kürzlich  (305)  aufgestellten  Sätze  werden 
damit  bewiesen,  und  sind  correct 

(5.)  Und  wenn  wir  jetzt  die  sphärische  Constructiou  wie- 
der aufnehmen  und  erweitern,  und  uns  vorstellen,  dass  Dx  von 
BAtC  abgeleitet  wird,  wie  Al  von  BDC,  oder  D  von  BAC 
abgeleitet  wurde;  wählend  angenommen  werden  kann,  dass  At 
nach  derselben  Regel  von  BDXC±  und  Z>2  von  BA^C,  u.  s.  w., 
durch  eine  unendliche  Reihe  von  sphärischen  Parallelogrammen 
abgeleitet  wird,  in  denen  der  vierte  Punkt  irgend  eines  als  der 
zweite  Punkt  des  nächsten  behandelt  wird,  während  der  erste 
und  dritte  Punkt  ungcändert  bleiben:  so  sehn  wir,  dass  die 
Punkte  Av  A.>,  .  .  sämmtlich  auf  dem  Bogenloth  liegen,  wel- 
ches von  A  auf  BC  gefällt  ist;  und  dass  ebenso  die  Punkte 
Dl ,  Dt ,  .  .  sämmtlich  auf  dem  anderen  Bogenloth  liegen, 
welches  von  D  auf  BC  gefallt  ist.  Wir  sehn  auch ,  dass  die 
letzten  Lagen,  v4x  und  Z?x,  genau  mit  den  Fusspunkten  die- 
ser beiden  Lothe  zusammenfallen:  ein  bemerkenswertlier  Satz, 
und  es  würde  vielleicht  schwierig  sein ,  ihn  durch  irgend  eine 
andere  Methode  zu  beweisen,  als  durch  Quaternionen ,  wenig- 
stens mit  so  einfachen  Rechnungen  wie  diejenigen  sind,  welche 
vorher  angewandt  wurden. 

(6.)  Es  mag  bemerkt  werden ,  dass  man  auf  die  Con- 
struction  der  Fig.  68  auf  andere  Weise  hätte  kommen  können 
(vergl.  223,  IV.),  nach  den  Sätzen  des  zweiten  Theils,  wenn 
wir  die  vierte  Proportionale  (297)  zu  drei  rechten  Quaternionen 
zu  bestimmen  versucht  hätten;  zum  Beispiel,  zu  drei  rechten 
Versoren,  t>,  v'}  v",  als  deren  Achsen  die  Einheitslinien  a,  ßf  y 
anzunehmen  sein  würden.  Das  Resultat  würde  im  Allgemeinen 
ein  Quaternion  vv~lv"  sein,  dessen  skalar  Theil  e  ist,  und  3 
der  Index  seines  rechten  Theils:  e  und  $  bezeichnen  den- 
selben Skalar,  und  denselben  Vector,  wie  in  den  Xebenartikeln 
zu  297. 

306.  Quaternionen  können  auch  angewandt  werden,  um 
eine  neue  Construction  zu  liefern,  welche  die  graphische  Be- 
stimmung der  beiden  Reihen  abgeleiteter  Punkte. 

L  . .  D,  Av  Dv  Av  Dv  u.  s.  w., 
vervollständigt  [vergl.  305,  (5.)],  wenn  die  drei  Punkte  A,  B,  C 
auf  der  Einheitskugel  gegeben  sind;  und  welche  so  —  wenn  ich  so 
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sagen  darf  —  mit  Hülfe  einer  neuen  Figur  das  Streben  dieser 
abgeleiteten  Punkte  sichtbar  macht,  sich  den  Fusspunkteu  — 
nennen  wir  sie  D'  und  Ä  —  dieser  beiden  Bogenlothe  ab- 
wechselnd und  ins  Unendliche  zu  nähern ,  welche  von  den 
beiden  gegenüberliegenden  Ecken,  D  und  A,  des  ersten  sphä- 
rischen Parallelogramms,  BACDy  auf  seine  gegebne  Diago- 
nale BC  gefällt  sind;  diese  Diagonale  ist,  wie  wir  gesehu 
haben,  allen  den  aufeinanderfolgenden  Parallelogrammen  ge- 
meinsam. 

(1.)  Bei  dem  gegebnen  Dreieck  ABC  nehmen  wir  der 
Einfachheit  wegen  an,  dass  seine  Seiten  abc  kleiner  als  Qua- 
dranten sind,  wie  in  297,  so  dass  ihre  Cosinus  Imn  positiv 
sind;  es  seien  Ä,  B',  C  die  Fusspunkte  der  Lothe,  welche 
auf  diese  drei  Seiten  von  den  Punkten  A.  B.  C  gefällt  sind; 
es  seien  auch  M  und  Ar  zwei  Hülfspunkte.  welche  durch  die 
Gleichungen  bestimmt  werden, 

IL  . .  n  BM=  rs  MC. 

r>  AM=  r>  MN; 

so  dass  die  Bogen  AN  und  BC  einander  in  M  halbiren.  Man 
fälle  von  N  ein  Loth  ND'  auf  BC.  so  dass 

HL  . .  ">  BD'  =  -  ÄC\ 

und  es  seien  B  '.  C  zwei  andere  Hülfspunkte,  auf  den  Seiten 
b  und  c,  oder  auf  den  Verlängerungen  derselben ,  welche  den 
beiden  weiteren  Gleichungen  genügen, 

IV.  . .  -  BIT  =  r.  AC; 

rsCC  =  r^AB. 

(2.)  Dann  schneiden  die  Lothe  auf  diese  letzteren  Seiten, 
CA  und  AB,  welche  in  den  zuletzt  erwähnten  Punkten,  B  und 
C"f  errichtet  werden,  einander  in  dem  Punkte  D,  welcher  das 
sphärische  Parallelogramm  BACD  vervollständigt'  (305);  und 
der  Fusspunkt  des  Lothes  vom  Punkte  D  auf  die  dritte  Seite 
BC  des  gegebnen  Dreiecks  fällt  mit  dem  Fusspunkt  D 
des  Lothes  von  N  auf  dieselbe  S eite  zusammen  [vergl.  305, 
(2.)];  so  dass  dies  letztere  Loth  ND'  ein  Ort  des  Punktes 
D  ist. 

(3.)  Um  einen  anderen  Ort  für  diesen  Punkt  zu  erhalten, 
der  unserem  gegenwärtigen  Zweck  augepasst  ist.  möge  E 
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jetzt*  den  neuen  Punkt  bezeichnen,  in  welchem  die  beiden 
Diagonalen,  AD  und  BC,  einander  schneiden;  dann  können 
wir,  da  wir  [vergl.  297,  (2.)]  den  Ausdruck  haben, 

V.  .  .  OD=  U{mß  +ny  -  la\ 
schreiben  [vergl.  297,  (25.),  und  (30.)], 

VI.  ..OE=  U{mß  +  ity), 

wonach 

VII.  .  .  sin  Bll :  sin  EC  =  ;i :  m  =  cos  BÄ :  cos  ÄC\ 

die  Diagonale  AD  theilt  somit  den  Bogen  BC  in  Abschnitte, 
deren  Sinus  den  Cosinus  der  anliegenden  Seiten  des  gegebnen 
Dreiecks,  oder  den  Cosinus  ihrer  Projectionen  BÄ  und  A'C 
auf  BC  proportional  sind;  so  dass  der  grössere  Abschnitt  der 
kleineren  Seite  anliegt,  und  der  Mittelpunkt  M  von  BC  (1.) 
zwischen  den  Punkten  A  und  E  liegt. 

(4.)    Der  Durchschnittspunkt  E  ist  daher  ein  bekannter 

Punkt,  und  der  grosse  Kreis 
durch  A  und  E  ist  ein  zwei- 
ter bekannter  Ort  fiir  D\ 
dieser  Punkt  kann  daher 
als  der  Durchschnitt  der 
Verlängerung  des  Bogens 
AE  mit  dem  Loth  ND'  von 
iVaus(l.)  angesehn  werden. 
Und  da  E  jenseits  des  Mit- 
telpunktes M  von  BC  liegt 
(3.),  mit  Beziehung  auf  den 
Fusspunkt  Ä  des  Lothes 
auf  BC  von  A  aus  gefällt, 
aber  (wie  leicht  zu  beweisen 
ist)  nicht  so  weit  jenseits  M 
wie  der  Punkt  D',  oder  mit 


Fi*.  73. 


anderen  Worten,  da  er  zwischen  M  und  D  fällt  (wenn  der 
Bogen  BC,  wie  vorher  angenommen  wurde,  weniger  als  ein 
Quadrant  ist),  so  schneidet  der  verlängerte  Bogen  AE  den 

*  Es  ist  zu  beachten,  dass  M,  jV,  E  hier  nicht  dieselben  Bedeutungen 
haben  wie  in  Fig.  68;  und  dass  die  jetzigen  Buchstaben  C  und  C"  dem 
Q  und  R  in  dieser  Figur  entsprechen. 
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Bogen  NU  zwischen  N  und  D'\  oder  mit  anderen  Worten, 
der  senkrechte  Abstand  des  gesuchten  vierten  Punktes  D 
von  der  gegebnen  Diagonale  BC  des  Parallelogramms,  ist 
kleiner  als  der  Abstand  des  gegebenen  zweiten  Punktes  A 
von  derselben  gegebnen  Diagonale.  (Vergl.  die  beigefugte 
Fig.  73.) 

(5.)  Geht  man  zunächst  (305)  dazu  über  einen  neuen 
Punkt  Ax  von  B,  D.  C  abzuleiten,  wie  D  von  B,  A,  C  abge- 
leitet worden  ist,  so  sehn  wir,  dass  wir  nur  einen  neuen* 
Hülfepunkt  Fj  durch  die  Gleichung. 

VIII...  r^EM=  rs  MF, 
zu  bestimmen  brauchen;  und  dann  DF  zu  zielm  und  es  zu 
verlängern  haben,  bis  es  AÄ  in  dem  gesuchten  Punkte  Ax 
trifft,  der  somit  das  zweite  Parallelogramm,  BDCAiy  vervoll- 
ständigt, dessen  eine  gegebne  Diagonale  BC  ist,  wie  vorher. 

(6.)  Ebenso  brauchen  wir,  um  das  dritte  Parallelogramm, 
BAX  CDX ,  mit  derselben  gegebenen  Diagonale  BC  zu  vervoll- 
ständigen [vergl.  305,  (5.)],  nur  den  Bogen  AXE  zu  zielm,  und 
ihn  zu  verlängern,  bis  er  NU  in  Z>,  trifft;  und  danach  wür- 
den wir  den  Punkt  A2  eines  vierten  der  Reihe  nach  folgenden 
Parallelogramms  BDX  CAt  finden,  wenn  wir  DXF  ziehn,  und  so 
stetig  weiter. 

(7.)  Das  beständige  und  ins  Unbegrenzte  fortdauernde 
Streben  der  abgeleiteten  Punkte  D,  Dx,  .  .  zum  Grenzpunkt 
D'  hin,  und  der  anderen  (oder  mit  ihnen  abwechselnden)  ab- 
geleiteten Punkte  Av  Av  .  .  zu  dem  anderen  Grenzpunkt  Ä 
hin.  wird  daher  aus  dieser  neuen  Construction  einleuchtend; 
und  ihre  End-  (oder  Grenz-)  Resultate  können  wir  durch  die 
beiden  Gleichungen  [vergL  wieder  305,  (5.)]  ausdrücken, 

IX.  . .  Dx>  =  &  ;       A*  =  Ä. 

*  Dieser  neue  Punkt,  und  der  Durchschnitt  der  Lothe  des  gegebnen 
Dreiecks,  ist  augenscheinlich  nicht  derselbe  in  der  neuen  Fig.  78,  wie  die 
mit  denselben  Buchstaben,  F  und  P,  bezeichneten  Pnukte  in  der  früheren 
Figur  68;  obwohl  die  vier  Punkte  J,  B,  C,  D  in  denselben  Beziehungen 
zu  einander  in  beiden  Figuren  gedacht  Bind ,  und  in  Wirklichkeit  auch 
in  Fig.  67 ;  DA  CD  ist  in  dieser  Figur  auch ,  wie  wir  vorgeschlagen 
haben  es  zu  nennen,  ein  sphärisches  Parallelogramm.  Vergleiche  die  An- 
merkung zu  (3.). 
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(8.)  Aber  die  Kleinheit  i305)  der  ersten  Abweichung  AA^ 
wird,  wenn  die  Seiten  des  gegebnen  Dreiecks  ABC  klein  sind, 
zu  gleicher  Zeit  vermittelst  derselben  Construction  mit  Hülfe 
der  Formel  VII.  einleuchtend;  sie  zeigt,  dass  (las  Intervall* 
EM,  oder  das  gleiche  Intervall  MF(o.\  klein  von  der  dritten 
Ordnung  ist,  wenn  die  Seiten  des  gegebnen  Dreiecks  als  klein 
von  der  ersten  Ordnung  angenommen  werden:  das  stimmt  aber 
mit  der  Gleichung  305,  VIII.  überein. 

(9.)  Die  Theorie  solcher  sphärischen  Parallelogramme  er- 
laubt einige  interessante  Anwendungen ,  besonders  in  Verbin- 
dung mit  sphärischen  Kegelschnitten;  wir  können  indessen 
hier  nicht  auf  sie  eingehn ,  und  wollen  nur  einen  Satz**  aus- 
sprechen, dessen  Beweis  (vergl.  271)  durch  Quatemionen 
leicht  ist: 

„Wenn  KLMN  irgend  ein  sphärisches  Vierseit  ist,  und  / 
irgend  ein  Punkt  auf  der  Kugel;  wenn  wir  ferner  die  sphä- 
rischen Parallelogramme, 

X...KILA,   LIMB,    MINO,  NIKD, 

vollständig  ausführen ,  und  die  Pole  E  und  F  der  Diagonalen 
KM  und  LN  des  Vierseits  bestimmen;  so  sind  diese  beiden 
Pole  die  Brennpunkte***  eines  sphärischen  Kegelschnitts, 
welcher  dem  abgeleiteten  Vierseit  ABCD  eingeschrieben  ist, 
oder  welcher  seine  vier  Seiten  berührt.4 

♦  Die  Formel  VII.  ergiebt  leicht  die  Relation, 

VII'. . .  tan  EM  =  tan  MA  [tan 

und  danach  igt  das  Intervall  EM  in  dem  hier  angenommenen  Falle  (8.) 
klein  von  der  dritten  Ordnung;  und  allgemein  zeigt  die  Formel ,  das», 

wenn  a  < ,,  ist,  wie  in  (1.),  während  b  und  c  ungleich  sind,  das  Inter- 
vall EM  kleiner  als  MA' ,  oder  als  DM,  ist,  so  dass  E  zwischen  M 
und  D  fallt,  wie  in  (4.). 

•*  Dieser  Satz  wurde  der  Köuiglich  Irischen  Akademie  im  Juni,  1845, 
als  eine  Folgerung  aus  den  Grundsätzen  der  Quatcrnioncn  mitgetheilt. 
Siehe  die  Berichte  von  diesem  Datum  (Vol.  III.,  Seite  109). 

***  In  der  Sprache  der  neueren  Geometrie  kann  man  sagen,  dieser 
fragliche  Kegelschnitt  berührt  acht  gegebene  Bogen ;  vier  reelle,  nämlich 
die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA;  und  vier  imaginäre,  nämlich  zwei  von 
jedem  der  beiden  Focalpunkte,  E  und  F,  aus. 
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(10.)  Daher  erhalten  wir,  in  einer  an  anderer  Stelle  vor- 
geschlagenen Bezeichnung*,  bei  diesen  Constructionsbedingun- 
gen  die  Formel: 

XI. . .  EF{.  .)ABCD\ 

oder 

XI'.  .  .  EF{.  .)  BCDA  ;    u.  s.  w. 

(11.)  Bevor  ich  diesen  Abschnitt  und  diesen  Artikel 
schliesse,  scheint  mir  nicht  unerheblich  zu  bemerken,  dass  die 
Projection  y  des  Einheitsvectors  y,  auf  die  Ebne  von  u  und 
ß,  durch  die  Formel  gegeben  wird, 

YTT         -      «  sin  o  cos  B  +  {fsinbcoeA 

All.  ,  .  y  ^  1 —   —  y 

'  sin  o 

und  dass  daher  der  Punkt  P,  in  welchem  (siehe  wieder  Fig. 
73)  sich  die  drei  Bogenlothe  des  Dreiecks  ABC  schneiden, 
auf  dem  Vector, 

XIII. . .  p  =  a  tan  A  -f  ß  tan  B  +  y  tan  C, 

liegt. 

(12.)  Es  mag  hinzugefügt  werden,  in  Betreff  der  (Jon- 
struetion  in  305,  (2.),  dass  die  graden  Linien, 

XIV.  .  .  PPV  P\P%,  ^3^1  >  •  •  • 

wie  weit  deren  Reihe  auch  immer  fortgesetzt  werden  mag, 
die  gegebene  Ebne  BOC,  abwechselnd,  in  den  beiden  Punkten 
S  und  T  schneiden,  deren  Vectoren, 

XV...  os=  ^4^, 

und 

sind;  und  die  somit  zwei  feste  Punkte  in  der  Ebne  werden, 
wenn  die  Lage  des  Punktes  P  im  Räume  gegeben  oder  an- 
genommen wird. 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  402. 
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Neunter  Abschnitt 

Ueber  eine  dritte  Methode  ein  Produot  oder  eine  Function 
von  Vectoren  als  Quaternion  su  deuten;  und  über  die 
Uebereinstimmung  der  Resultate  der  so  erhaltenen  Deutung 
mit  denjenigen,  welche  nach  den  beiden  vorhergehenden 
Methoden  dieses  Theils  abgeleitet  worden  sind. 

307.  Der  Begriff  der  vierten  Proportionale  zu  drei  recht- 
winkligen Einheitslinien,  und  dass  sie  selbst  eine  Art  von  vier- 
ter Einheit  in  der  Geometrie  ist.  ist  augenscheinlich  charak- 
teristisch für  unser  Rechensystem ;  und  bietet  eine  dritte 
Methode  dar  ein  Product  von  zwei  Vectoren  als  einen  Quaternion 
zu  deuten:  sie  findet  sich  indessen  in  allen  ihren  Ergebnissen 
in  Uebereinstimmung  mit  den  beiden  vorigen  Methoden  (278, 284 
des  vorliegenden  Theils;  und  lässt  sich  leicht  auf  Producte  von 
drei  oder  mein-  Linien  im  Baume,  und  allgemein  auf  Functionen 
von  Vectoren  (289)  ausdehnen.  In  der  That  brauchen  wir  uns  nur 
vorzustellen  (vergl.  die  folgende  Anm.),  dass  jeder  vorgesclüagene 
Vector,  u,  durch  die  neue  oder  vierte  Einheit,  u,  dividirt  wird, 
auf  welche  wir  vorher  hingewiesen  haben;  und  dass  der  so  er- 
haltene Quotient,  welcher  stets  (nach  303,  VIEL.)  der  rechte 
Quaternion  7_1«  ist,  dessen  Index  der  Vector  a  ist,  für  diesen 
Vector  eingesetzt  wird:  der  sich  ergebende  Quaternion  wird 
endlich ,  wenn  wir  es  für  passend  halten ,  in  dieselbe  vierte 
Einheit  multiplicirt.  Denn  auf  diesem  Wege  reproduciren  wir 
nur  das  Verfahren  von  284,  oder  289,  obwohl  jetzt  als  eine 
Folgerung  eines  verschiedenen  Gedankenganges,  oder  einer 
anders  beschaffenen,  aber  in  Uebereinstimmung  mit  dem  dor- 
tigen befindlichen  Methode:  und  sie  fuhrt  somit,  vermittelst 
einer  neuen  Methode,  zu  denselben  Rechnungsregeln  wie  vorher. 

Anmerkung.  Auf  einem  einigermassen  entsprechenden 
Wege  zeigte  Des  Cartes  in  seiner  Geometria  (Schooten's 
Ausgabe,  Amsterdam,  1659),  dass  alle  Producte  und  Potenzen 
von  Linien,  welche  allein  in  Betreff  ihrer  Länge  in  Betracht 
gezogen  werden,  und  ohne  irgend  wie  Bezug  auf  ihre  Richtun- 
gen zu  nehmen,  durch  eine  passende  Einführung  einer  zur  Ein- 
heit genommenen  Linie  als  Linien  gedeutet  werden  könnten, 
wie  gross  auch  immer  die  Dimension  des  Productes  oder 
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der  Potenz  sein  möchte.  So  begegnet  uns  (auf  Seite  3  des 
erwähnten  Werkes)  die  folgende  Bemerkung: 

„Ubi  notandum  est,  gudd  per  a2  vel  b3,  simüesve,  communiter, 
non  nisi  lineas  omnino  simplices  coneipiam,  licet  illas,  ut  nominibus 
in  Algebra  usitatis  utar,  Quadrata  aut  Cubos,  etc.  appellem." 

Aber  es  war  viel  schwieriger  die  entsprechende  Multipli- 
cation  von  Linien  mit  bestimmter  Richtung  im  Räume  zu  ver- 
vollständigen; und  zwar  weil  keine  solche  Linie  vorhanden  ist, 
welche  zu  allen  anderen  Linien  in  symmetrischer  Beziehung 
steht,  oder  welche  allen  mögüchen  Ebnen  gemeinsam  ist  (vergl. 
die  Anmerkung  zu  Seite  331).  Die  Einheit  der  Vector-Multipli- 
cation  kann  nicht  in  eigentlichem  Sinne  selbst  ein  Vector 
sein,  wenn  der  Begriff  der  Symmetrie  des  Raumes  beibehalten 
und  mit  den  anderen  Bestandteilen  der  Frage  gebührend  in 
Zusammenhang  gebracht  wird.  Diese  Schwierigkeit  verschwin- 
det indessen,  wenigstens  in  der  Theorie,  wenn  wir  dazu  ge- 
langen, die  neue  Einheit,  von  einer  skalar  Art  (300),  zu  be- 
trachten, welche  wir  vorher  durch  das  für  den  Augenblick 
eingeführte  Symbol,  w,  bezeichnet  hatten,  und  im  vorigen  Ab- 
schnitt als  eine  gewisse  vierte  Proportionale  zu  drei  recht- 
winkligen Einheitslinien  erhalten  hatten,  wie  es  die  drei  coini- 
tialen  Kanten  AB,  AC,  AD  eines  —  wie  wir  gesagt  hatten  — 
Einheitswürfels  sind:  denn  diese  vierte  Proportionale  erleidet, 
nach  dem  vorgeschlagenen  Begriff  derselben,  keine  Verän- 
derung, wenn  der  Würfel  ABCD  in  irgend  einer  Weise  be- 
wegt, oder  gedreht  wird;  und  sie  kann  daher  als  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  Richtungen  sämmtlicher  Linien  im  Räume 
angesehn  werden,  oder  in  Bezug  auf  alle  möglichen  Fort- 
bewegungen (oder  Translationen)  eines  Punktes,  oder  Körpers. 
In  der  That  denken  wir  uns,  dass  ihre  Bestimmung,  und  die 
Unterscheidung  derselben  (als  +  u)  von  der  entgegengesetzten 
Einheit  derselben  Art  ( —  «),  allein  von  der  üblichen  Annahme 
einer  Längeneinheit  abhängt,  in  Verbindung  mit  der  Auswald 
einer  Drehuugsrichtung  (zum  Beispiel,  der  rechtsläufigen), 
welche  als  positiv  zu  betrachten  sein  wird,  und  mit  welcher 
eine  anderssinnige  Drehungsrichtung  um  dieselbe  willkürliche 
Achse  (als  solche)  im  Gegensatz  steht.  In  welcher  Weise 
jetzt  auch  immer  der  angenommene  Würfel  im  Räume  um- 


518 


Elemente  der  Quateroionen.  [Theil  III. 


herbewegt  werden  mag,  die  vorgestellte  Drehung  um  die  Kante 
AB,  von  AC  nach  AD,  bewahrt  denselben  Charakter,  als  rechts- 
läufige oder  linksläufige,  zu  Ende  wie  zu  Anfang  der  Bewegung. 
Wenn  daher  die  vierte  Proportionale  zu  den  drei  Kanten,  in 
dieser  Anordnung  genommen,  mit  +  h,  oder  einfach  mit  -f  1, 
in  einem  Stadium  der  willkürlichen  Bewegung  bezeichnet  wird, 
so  kann  sie  (in  dem  hier  betrachteten  Sinne)  durch  dasselbe 
Symbol  in  jedem  anderen  Stadium  bezeichnet  werden:  während 
der  entgegengesetzte  Charakter  der  (gedachten)  Drehung  um 
dieselbe  Kante  AB,  von  AD  nach  AC,  uns  dazu  fuhrt,  die  vierte 
Proportionale  zu  AB,  AD,  AC  als  im  Gegensatz  zur  vorigen 
gleich  —  tfj  oder  gleich  —  1,  anzusehn.  Zwar  kann  dieser  Begriff 
einer  neuen  Einheit  für  den  Raum,  welche  in  symmetrischer 
Beziehung  zu  allen  linearen  Richtungen  in  ihm  steht  (wie 
vorher),  als  etwas  abstract  und  metaphysisch  erscheinen;  sollten 
Leser  ihn  dafür  halten,  so  können  sie  ihre  Aufmerksamkeit 
natürlich  auf  die  Rechnungsregeln  beschränken,  welche  vorher 
aus  ihm  abgeleitet  worden  sind,  und  aus  anderen  mit  ihm  im 
Zusammenhang  stehenden  Betrachtungen  r  und  die  (wie  ich 
hoffe)  in  diesem  und  in  einem  früheren  Buche  mit  hinreichen- 
der Klarheit  und  Vollständigkeit  aufgestellt  und  durch  Bei- 
spiele erläutert  worden  sind. 

(1.)  Die  Gleichung  der  Einheitskugel ,  p2  +  1  =  0  (282, 
XIV.),  kann  somit  als  Abkürzung  der  folgenden  vollständigeren 
Gleichung  gedacht  werden: 


der  Quotient  g:u  wird  als  dem  rechten  Quaternion,  i_1o, 
gleich  (nach  303)  betrachtet,  der  hier  ein  rechter  Versor  (154) 
sein  muss,  da  sein  Quadrat  die  negative  Einheit  ist. 

(2.)   Die  Gleichung  des  Ellipsoids, 


kann,  in  gleicher  Weise,  als  Abkürzung  der  anderen  Gleichung, 


T{to  +  gx)  =  x2  -t 


»   (282,  XIX.), 


angesehn  werden;  und  ähnlich  in  anderen  Fällen. 
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(3.)  Wir  könuten  auch  diese  Gleichungen,  der  Kugel  und 
des  Ellipsoids,  unter  den  anderen,  aber  mit  den  vorigen  im  Zu- 
sammenhang stehenden  Formen  hinschreiben: 

III.  .  .  I  o  =  -  u ; 

IV...  tI'-q  +  ?  xU  *  x  -  1  r, 

mit  Bedeutungen,  die  sich  leicht  von  selbst  nach  den  Sätzen 
des  vorigen  Abschnitts  darbieten. 

(4.)  Es  muss  indessen  im  Unterschiede  dazu  wohl  ver- 
standen werden,  dass  wir  nicht  vorschlagen ,  diese  Form  der 
Bezeichnung  in  der  praktischen  Anwendung  unseres  Rechnungs- 
systems anzunehmen:  und  dass  wir  sie  nur  vorübergehend  als 
eine  an  die  Hand  gaben,  welche  dazu  dienen  kann,  einiges 
weitere  Licht  auf  den  Begriff  zu  werfen,  der  in  diesem  dritten 
Theil  eingeführt  wurde,  nämlich  den  eines  Productes  von  zwei 
Vectoren  als  einen  Quaternion. 

(5.)  Im  Allgemeinen  scheint  die  Bezeichnung  als  Product, 
welche  den  grössten  Theil  dieses  Theils  und  Kapitels  hin- 
durch angewandt  worden  ist,  viel  passender  für  wirklichen  Ge- 
brauch beim  Rechnen  zu  sein,  als  irgend  welche  Bezeichnung 
als  Quotient:  entweder  von  der  Art,  wie  sie  eben  jetzt  zum 
Zwecke  der  Erläuterung  angeführt  wurde,  oder  von  der  Art, 
wie  sie  im  zweiten  Theil,  im  Zusammenhang  mit  jenem  ersten 
Begriff  eines  Quaternions  v112)  angewandt  wurde,  auf  den  dieser 
Theil  hauptsächlich  Bezug  hat,  nämlich  als  eines  Quotienten 
zweier  Vectoren  (oder  zweier  Linien  von  bestimmter  Rich- 
tung im  Räume).  Die  Bezeichnungen  der  beiden  Theile 
sind  indessen  aufs  innigste  mit  einander  verknüpft ,  und  den 
ersteren  hielt  ich  für  eine  nützliche  Vorbereitung  für  den 
letzteren,  grade  in  Betracht  der  Quotientenformen  von  vielen 
der  gebrauchten  Ausdrücke:  während  die  charakteristischen 
Operationszeichen,  wie 

S,  V,  T,  Ut  K,  N, 

in  beiden  gemäss  genau  denselben  Gesetzen  angewandt  wer- 
den. Kurz,  ein  Leser  des  zweiten  Theils  braucht  nichts  in 
dem  dritten  zu  verlernen;  weungleich  man  annehmen  kann. 
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dass  er  für  den  Gebrauch  etwas  kürzerer  und  angemessenerer 
Yerfahrungsarten  vorbereitet  worden  ist,  als  diejenigen  waren, 
welche  vorher  angewandt  wurden. 

Zehnter  Abschnitt. 

Ueber  die  Deutung  einer  Potenz  eines  Vectora  als  Quaternion. 

308.  Die  einzigen  Symbole  von  denjenigen  Arten,  wie  sie 
in  277  erwähnt  wurden,  welche  bis  jetzt  noch  nicht  gedeutet 
worden  sind,  sind  der  Cubus  «3,  und  die  allgemeine  Potenz  a', 
einer  beliebigen  Yectorbasis,  «,  mit  einem  beliebigen  skalar 
Exponenten,  t\  denn  wir  haben  schon  Deutungen  [282,  (1.), 
(14.},  und  299,  (8.)]  für  die  besonderen  Symbole  «!,  er-1,  a~*. 
angegeben,  welche  in  dieser  letzten  Form  mitenthalten  sind. 
Und  wir  behalten  diese  besonderen  Deutungen  bei,  wenn  wir 
jetzt  in  vollständiger  üebereinstimmung  mit  den  Sätzen  dieses 
und  des  vorhergehenden  Theils  als  Definition  aufstellen,  das* 
die  Potenz  a*  allgemein  ein  Quaternion  sein  soll,  der  in  zwei 
Factoren  zerlegt  werden  kann,  von  der  tensor  und  versor  Art, 
wie  folgt: 

I.  .  .  «'  =  TV.tV; 
hier  bezeichnet  Ta*  den  arithmetischen  Werth  der  /-Potenz 
der  positiven  Zahl  Ta,  welche,  wie  üblich,  die  Länge  der 
Basislinie  a  darstellt;  und  Uu*  einen  Versor,  welcher  be- 
wirkt, dass  sich  irgend  eine  Linie  q,  welche  senkrecht  zur 
Linie  u  ist,  um  sie  wie  um  eine  Achse  um  /  rechte  Winkel, 
oder  Quadranten,  dreht,  und  zwar  in  einer  positiven  oder  ne- 
gativen Richtung,  je  nachdem  der  skalar  Exponent,  t,  selbst 
eine  positive  oder  negative  Zahl  [vergl.  23 1,  (5.)]  ist. 

(1.)  Was  die  Fortlassung  der  Parenthesen  in  der  Formel 
1.  betrifft,  so  wollen  wir  bemerken,  dass  die  vorige  Definition, 
oder  Deutung,  des  Symbols  </',  uns  in  den  Stand  setzt,  zu 
schreiben  (vergl.  237,  II  III.), 

IL,.  7V)  =  (7a)'=  7V; 
III...  r(a')  =  (£/«)'=  Ca'. 

(2.)   Die  Achse  und  der  Winkel  der  Potenz  u*.  diese  als 
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ein  Quaternion  aufgefasst,  werden  allgemein  durch  die  beiden 
folgenden  Formeln  bestimmt: 

IV. . .  Ax.  a1  =  ±  Uu ; 
V.  .  .  L.      =  2nn  ± 
die  nebeneinanderstehenden  Vorzeichen,  und  die  ganze  Zahl,  n, 
welche  positiv  oder  negativ  oder  null  sein  kann,  werden  so 
gewählt,  dass  sie  den  Winkel  in  die  üblichen  Grenzen,  0  und 
jt,  bringen. 

Im  Allgemeinen  (vergl.  235)  können  wir  von  dem 
(positiven  oder  negativen)  Producte  \tn,  als  von  der  Amplitude 
derselben  Potenz  in  Bezug  auf  die  Linie  u  als  Umdrehungs- 
achse  sprechen;  und  können  demgemäss  schreiben, 

VI.  .  .  am.u*  =  |/.t. 

(4.)    Wir  können  auch  schreiben  (vefgL  234,  VII.  VIII.), 

VII.  ..£/«<  =  cos  ~  +  Ua.  sin  £  ; 

oder  kurz, 

vjir...  üu'  =  c«s^. 

(5.)    Im  Besonderen  ist, 

IX. . .  Ua*  =  c«sr,7i  =  ±  1 ; 
IX...  £7*2»  +  »=  ±Uu\ 

das  obere  oder  untere  Vorzeichen  wird  genommen,  je  nachdem 
die  Zahl  n  (welche  als  ganz  angenommen  ist)  grade  oder  un- 
grade ist.    Zum  Bei>piel,  wir  haben  so  die  Cuben, 

X.  .  .  Utfi  =  -  Va\ 
X  .  .  .  u3  =  —  uNu. 

(6.)  Der  Conjugirte  und  die  Norm  der  Potenz  u'  kann 
(und  es  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die  Drehung  einer  Linie 
JL  u  um  —  \tx  um  -f  «}  gleichbedeutend  mit  einer  Drehung 
dieser  Linie  um  -f  ^trt  um  —  u  ist)  somit  ausgedrückt  werd«  n: 

XI. .  .  ÄV  =  TV .  Ua~'  =  (-  «)* ; 
XII.  ..iYV  =  Tu-'; 

und  die  Parenthesen  sind  unnöthig,  da  (nach  295,  VIII.) 
Ka  =  -  u. 

J.)  Der  Skalar,  Vector,  und  Reciproke  derselben  Potenz 
werden  durch  die  Formeln  gegeben: 
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XIII...  5.f/=  TV.coSy ; 

XIV. ..  V.ai  =  IV.tfc.sin'f; 

XV. .  .  1 :    =  r«-« .  U«-<  =  t*-*  =  Ka* :  AV  [vergl.  190.  (3.)]. 

(8.)    Wenn  wir  irgend  einen  Vector  q  in  die  Theile  q 
und  (>"  zerlegen,  welche  bezüglicli  parallel  und  senkrecht  zu  u 
sind,  so  erhalten  wir  die  allgemeine  Transformation*: 

XVI.  .  .  tSgct-*  =  a'io'  +  (>")«"' 

=  Q    +  tV.O, 

=  einem  neuen  Vector,  welcher  dadurch  erhalten  wird,  dass 
man  sich  p  um  eine  Winkelgröase ,  welche  durch  tn  ausge- 
drückt wird,  konisch  um  die  Linie  a  als  Achse  [vergl.  297, 
(15.)]  drehn  lässt 

(9.)  Allgemeiner  [vergl.  191,  (5.)],  wenn  q  irgend  ein 
Quaternion  ist,  und  wenn 

XVII.  ..r<* qn-'^r/, 

so  wird  der  neue  Quaternion  q  aus  q  durch  eine  solche  ko- 
nische Drehung  seiner  eignen  Achse  Ax.  y  um  a  um  den 
Winkel  tn  gebildet,  ohne  irgend  welche  Aenderung  seines 
Winkels  Z.  q,  oder  seines  Tensors  Tq. 

(10.)  Behandelt  man  ijk  als  drei  rechtwinklige  Einheits- 
linien (295),  so  kann  da*  Symbol,  oder  der  Ausdruck, 

XVIII.  .  .  g  =  rk'fkj-k-'7 

oder 

XIX.  ..<>  =  rA'/'A1-', 

in  dem 

XX.  ..r^O,  #Ä0, 
^0,  t^2, 
ist,  irgend  einen  Vector  darstellen;  die  Länge  oder  der  Tensor 
dieser  Linie  n  ist  r;  ihre  Neigung**  gegen  k  ist  sx\  und  der 

*  Vergleiche  den  kurz  nachher  folgenden  Nebenartikel  (11.). 
**  Wenn  wir  uns  vorstellen  (vergl.  die  Anmerkung  zu  Seite  446). 
dass  die  beiden  Linien  i  und  j  bezüglich  gegen  den  Süd-  und  West- 
Punkt  des  Horizontes  gerichtet  sind ,  während  die  dritte  Linie  k  nach 
dem  Zenith  gerichtet  ist,  dann  ist  an  die  Zenith -Distanz  von  p;  und 
in  ist  das  Azimuth  derselben  Linie,  von  Süd  nach  West  gemessen,  und 
daher  (wenn  nöthig)  durch  Nord  und  Ost,  wieder  nach  Süd. 
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Winkel,  um  welchen  die  variable  Ebne  kg  von  der  Anfangs- 
lage ki  aus,  mit  einer  anfanglichen  Richtung  gegen  die  Lage 
kj  hin,  gedreht  gedacht  werden  kann,  ist  tn. 

(11.)  Wenn  wir  die  Umformung  XVI.  vollständig  aus- 
führen, und  vom  Ausdruck  XVIII.  zu  dem  weniger  symmetri- 
schen, aber  gleichbedeutenden  Ausdruck  XIX.  Übergehn,  so 
wenden  wir  den  Satz  an,  dass 

XXI. . .  hj-  =  S-*  0  =  -  K{kj-)  =  j'k, 

ist ;  er  lässt  sich  leicht  erweitern ,  und  kann  durch  solche 
Transformationen,  wie  sie  VIL  oder  VIII.  sind,  bestätigt 
werden. 

(12.)  Es  ist  kaum  nothwcndig  zu  bemerken,  dass  die 
Definition  oder  Deutung  L,  der  Potenz  u%  irgend  eines  Vec- 
tors  u,  wie  in  der  Algebra  die  exponential  Eigenschaft  ergiebt, 

XXII.  . .  «V<  = 

welche  Skalare  auch  immer  mit  s  und  t  bezeichnet  werden 
mögen;  und  gleiches  gilt,  wenn  mehr  als  zwei  Factoren  von 
dieser  Form  vorhanden  sind. 

(13.)  Was  die  Verificationen  des  Ausdrucks  XVI1T.  be- 
trifft, wenn  er  als  Darstellung  eines  Vectors  angesehn  wird, 
so  mögen  wir  hier  bemerken,  dass  er  ergiebt, 

XXIIL  . .  q  =  —  Kq  j 

und 

XXIV.  .  .  o»  =  -  r\ 

(14.)  Allgemeiner  werden  wir  finden,  dass  wenn  u*  irgend- 
ein Skalar  ist,  wir  die  in  hohem  Grade  einfache  Transformation 
erhalten : 

XXV.  .  .  qu  =  {rktj'kj-'k-t)u  =  r*fttj'h»j—k-t. 

In  der  That  bezeichnen  die  beiden  letzten  Ausdrücke  allge- 
mein zwei  gleiche  Quaternionen ,  denn  sie  haben:  I.  gleiche 

*  Die  Benutzung  des  Buchstabens  u ,  um  das  zu  bezeichnen .  was 
wir  in  den  beiden  vorhergehenden  Abschnitten,  als  eine  vierte  Einheit 
u.  s.  w. ,  bezeichneten ,  wurde  ausdrücklich  als  eine  nur  augenblickliche 
bezeichnet.  Im  Allgemeinen  werden  wir  daher  diese  skalar  Einheit  ein- 
fach gleich  der  Zahl  Eins  setzen;  und  sie  (wenn  es  überhaupt  nothwcn- 
dig sein  sollte,  sie  zu  bezeichnen)  durch  das  übliche  Symbol,  1,  für  diese 
Zahl  bezeichnen. 
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Tensoren,  jeden  =  /•";  II.  gleiche  Winkel,  jeden  =  L.  (Au); 
und  IIL  gleiche  (oder  zusammenfallende)  Achsen,  von  denen 
jede  aus  ±  k  durch  ein  und  dasselbe  System  von  zwei  aufein- 
anderfolgenden Drehungen  gebildet  wird,  die  eine  um  den 
Winkel  sn  um  j,  und  die  andere  um  den  Winkel  tu  um  A. 

309.  Irgend  ein  Quaternion,  q,  der  nicht  einfach  ein 
Skalar  ist,  kann  auf  die  Form  ul  durch  eine  passende  Wahl 
der  Basis,  u,  und  des  Exponenten,  t,  gebracht  werden;  von 
diesem  letzteren  kann  überdies  angenommen  werden;  dass  er 
zwischen  die  Grenzen  0  und  2  fallt;  wir  brauchen  für  diesen 
Zweck  nur  zu  schreiben, 

I  t-lL-9- 
1.  ..f-    ^  , 

i 

II.  .  .  Tu  wm  Tg  T ; 

III.  .  .  Uu  =  hx.q\ 

und  somit  zeigt  sich  die  allgemeine  Abhängigkeit  eines  Qua- 
ternions  von  einem  skalar  und  einem  vector  Element  von  selbst 
auf  einem  neuen  Wege  (vergl.  17,  207,  292).  Wenn  der  vor- 
geschlagene Quaternion  ein  Versor  ist ,  Tq  =  1 ,  so  erhalten 
wir  Tu  =  1 ;  oder  mit  anderen  Worten,  die  Basis,  u,  der  ihm 
äquivalenten  Potenz  ist  eine  Einheitslinie.  Umgekehrt  kann 
jeder  Versor  als  eine  Potenz  einer  Einheitslinie  mit  einem 
skalar  Exponenten,  t,  angesehn  werden,  der  im  Allgemeinen 
als  positiv  und  kleiner  als  zwei  angenommen  werden  kann;  so 
dass  wir  allgemein  schreiben  können, 

IV.  .  .  Uq  - 

und 

V.  . .  «  =  Ax.q=  T-n, 

wo 

VI.  ../>0,  t<2; 

wenn  auch  der  Exponent  t  gleich  0  oder  2  werden  kann,  und 
die  Basis  u  dann  eine  unbestimmte  oder  willkürliche  Richtung 
hat,  wenn  dieser  Versor  zu  1  oder  —  1  degenerirt.  Und  aus 
solchen  Umformungen  von  Versoren  können  neue  Methoden 
für  die  Behandlung  von  Fragen  der  sphärischen  Trigono- 
metrie, und  allgemein  der  sphärischen  Geometrie,  abgeleitet 
werden. 
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(1.)  Denken  wir  uns,  dass  P,  Q,  R,  in  Fig.  46,  durch 
Ay  Bf  C  ersetzt  werden ,  deren  Einheitsvectoren  a,  ß,  y  seien 
wie  üblich;  und  es  mögen  x,  y,  z  drei  Skalare  zwischen  0  und 
2  sein,  welche  durch  die  drei  Gleichungen  bestimmt  werden, 

VII.  .  .X7C  =  2A, 

zn=  2C; 

wo  A,  B,  C  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnen. 
Die  drei  Versoren,  welche  durch  die  drei  Pfeile  in  dem 
oberen  Theile  dieser  Figur  angedeutet  sind,  werden  somit 
dann  bezeichnet  durch: 

VIU. ..  q  =  «*; 

q  =  ßi; 

qq  =  y%~*; 

so  dass  wir  die  Gleiclmng  haben, 

IX.  = 

oder 

X.  . .  y'ßyu*  =  -  1 ; 

und  aus  der  letzteren  folgen  durch  leichte  Divisionen  und 
Multiplicationen  unmittelbar  die  beiden  anderen: 

X'.  .  .  a'y'ß*  =  -  1 ; 
X".  .  .  ßva'y'  =  -  1; 

die  Drehung  um  u  von  ß  nach  y  wird  wieder  als  negativ 
angenommen. 

(2.)    In  X.  können  wir  schreiben  (nach  308,  VIII), 

XI.  .  .  u*  =  cusA\ 

ß*  =  cßsB; 
y*  =  cysC; 

und  dann  wird  die  Formel,  für  irgend  ein  sphärisches  Drei- 
eck, in  welchem  die  Anordnung  der  Drehung  die  vorige  ist : 

XIL  .  .  cysC.cßsB .cusA  =  -  1 ; 
oder  (vergL  IX.), 

XIII. .  .  -  cosC  +  ?'sinCT=(cos5  +  ,?sin2?)(cosy!  +  «sin  ,4). 

(3.)  Nimmt  man  von  beiden  Seiten  der  letzten  Gleichung 
die  Skalare,  und  erinnert  sich  daran,  dass  Sßu=—C09r, 

Hamilton,  Quatfrnionen.  35 
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so  leiten  wir  somit  unmittelbar  eine  Form  der  Grund- 
gleichung  der  sphärischen  Trigonometrie  ab;  nämlich  die 
Gleichung, 

XIV.  .  .  cos  C  +  cos  A  cos  B  =  cos  c  sin  A  sin  B. 

(4.)  Nimmt  man  die  Vectoren,  so  erhalten  wir  die 
andere  Formel: 

XV. . .  y  sin  C  =  u  sin  A  cos  B  4-  ß  sin  B  cos  A 

+  VfiasinAsinB; 
sie  stimmt,  wie  leicht  zu  sehn,  mit  306,  XII.  überein,  und 
kann  auch  mit  Nutzen  mit  der  Gleichung  210,  XXXVIL  ver- 
glichen werden. 

(5.)  Das  Resultat  XV.  kann  als  Satz  in  folgender  Form 
ausgesprochen  werden: 

„Wenn  in  irgend  einem  sphärischen  Dreieck  ABC  drei 
Linien  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  O  aus  gezogen  werden,  die 
eine  nach  dem  Punkt  A  hin,  von  einer  Länge  =  sin  AcosB; 
eine  andere  nach  dem  Punkt  B  hin,  deren  Länge  =  sin  B  cos  A 
sei;  und  die  dritte  senkrecht  zur  Ebne  AOB,  und  nach  der- 
selben Seite  von  ihr  aus  gezogen,  nach  welcher  der  Punkt  C 
liegt,  und  der  Länge  nach  =  sin  csin  A sin  B;  und  wenn  wir 
mit  diesen  drei  Linien  als  Kanten  ein  Parallelepiped  con- 
struiren:  so  ist  die  mittlere  Diagonale  von  O  aus  nach  C  hin 
gerichtet  und  hat  eine  Länge  -  sin  C.u 

(6.)  Dividirt  man  beide  Glieder  derselben  Gleichung  XV. 
durch  q,  und  nimmt  die  Skalare,  so  findet  man,  dass,  wenn  P 
irgend  ein  vierter  Punkt  auf  der  Kugel  ist ,  und  Q  der  Fuss- 
punkt des  Lothes,  welches  von  diesem  Punkt  auf  den  Bogen  AB 
gelallt  wird,  und  wenn  wir  das  Loth  PQ  als  positiv  betrachten, 
wenn  C  und  P  auf  ein  und  derselben  Seite  des  Bogens  liegen 
(oder  auf  ein  und  derselben  Halbkugel  von  denjenigen  beiden, 
in  welche  der  grosse  Kreis  durch  A  und  B  die  Kugelober- 
fläche  theilt),  findet  man,  dass  wir  dann  erhalten, 

XVI. . .  sin  C cos  PC  =  sin  A  cos  B  cos  PA  +  sin  B  cos  A  cos  PB 

+  sin  A  sin  B sin  c  sin  PQ ; 
und  diese  Formel  hätte  aus  der  Gleichung  210,  XXX VUL 
dadurch  abgeleitet  werden  können,  dass  man  zuerst  ab c ABC 
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durch  cyklische  Vertauschung  in  bcaBCA  verwandelt  hätte, 
und  dann  von  dem  ersten  Dreieck  zu  seinem  Polardreieck, 
oder  Supplementardreieck ,  übergegangen  wäre:  und  aus  ihr 
hätten  viele,  weniger  allgemeine  Gleichungen  abgeleitet  wer- 
den können,  wenn  man  dem  P  besondere  Lagen  beige- 
legt hätte. 

(7.)  Zum  Beispiel,  wenn  wir  uns  den  Punkt  P  als  den 
Mittelpunkt  des  umschriebenen  kleinen  Kreises  ABC  denken, 
und  mit  R  den  Bogenradius  dieses  Kreises  bezeichnen,  und 
mit  S  die  halbe  Summe  der  drei  Winkel ,  so  dass  2  S  =  A 
+  B  +  C=7i  +  o,  wenn  a  wieder ,  wie  in  297 ,  (47.) ,  die 
Fläche*  des  Dreiecks  ABC  bezeichnet,  so  ist  danach 

XVII.  ..PA  =  PB  =  PC=R, 

und 

sin/'Q  =  sin  Ä  sin  (S-  C), 
und  es  ergiebt  die  Formel  XVI.  leicht, 

XVIII.  .  .  2cot  R sin  *  —  sin  A  sin  B sin c ; 

eine  Beziehung  zwischen  Radius  und  Fläche,  welche  mit  be- 
kannten Resultaten  übereinstimmt,  und  aus  der  wir,  nach  297, 
LXX.,  u.  s.  w.,  die  bekannte  Gleichung  ableiten  können : 

XIX.  ..aanÄ  =  4sin|sin  * sin  §; 

in  ihr  haben  wir  wieder,  wie  in  297,  (47.),  u.  s.  w., 

XX  .  .  e  —  {Saßy  =  )  sin  a  siaA  sin  C  —  u.  8.  w. 

(8.)  Ebenso  hätten  wir  annehmen  können,  dass  P}  in  der 
entsprechenden  allgemeinen  Gleichung  210,  XXX VIII.,  in  den 
Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  kleinen  Kreises  versetzt  wor- 
den wäre,  und  dass  der  Bogenradius  dieses  Kreises  r,  die 
halbe  Summe  der  Seiten  s  wäre;  und  so  würden  wir  mit 
Leichtigkeit  die  weitere  bekannte  Beziehung  haben  ableiten 
können,  welche  gewisse rraassen  reciprok  polar  zu  XVIIL  ist, 

XXI. .  .  2  tan  r .  sin  s  =  e. 


*  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  dem  erwähnten  Nebenartikel. 
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Aber  diese  Resultate  werden  hier  nur  erwähnt,  um  die  Frucht- 
barkeit der  Formeln  durch  Beispiele  zu  belegen,  auf  welche 
unsere  Rechnungsmethode  hinfuhrt,  und  aus  denen  sich ,  wie 
wir  sahn,  der  Satz  in  (5.)  leicht  folgern  liess. 

(9.)  Wir  könnten  das  temäre  Product  in  der  Gleichung 
XII.  entwickeln,  wie  wir  das  binäre  Product  XIII.  entwickelt 
haben;  man  vergleiche  skalar  und  vector  Theile;  und  operire 
an  dem  letzteren  mit  dem  Symbol  So  wurden  neue 

allgemeine  Sätze,  oder  wenigstens  neue  allgemeine  Formen, 
entstehn,  und  es  ist  an  dieser  Stelle  völlig  hinreichend,  auf 
ihre  Aufsuchung  hingewiesen  zu  haben. 

(10.)  Was  die  Anordnung  der  Drehung  (1.),  (2.)  anbe- 
trifft, so  ist  klar,  aus  dem  blossen  Anblick  der  Formel  XV., 
dass  die  Drehung  um  y  von  ß  nach  a,  oder  diejenige  um  C 
von  B  nach  A,  positiv  sein  muss,  wenn  die  Gleichung  XV. 
statt  haben  soll;  wenigstens  wenn  die  Winkel  A,  B,  C  des 
Dreiecks  ABC,  wie  gewöhnlich,  als  positiv  behandelt  werden: 
denn  die  Drehung  um  die  Linie  Vßu  von  ß  nach  u  ist  stets 
positiv  [nach  281,  (3.)]. 

(11.)  Wenn  daher  in  irgend  einem  gegebenen  sphärischen 
Dreieck,  ABC,  dessen  Winkel  wieder  als  positiv  angenommen 
sind,  die  Drehung  um  C  von  B  nach  A  zufallig  (im  Gegensatz 
dazu)  negativ  sein  sollte,  so  würden  wir  gezwungen  sein,  die 
Formel  XV.  zu  verändern;  und  das  könnte  geschehn,  indem 
man  zum  Beispiel,  um  ihre  genaue  Richtigkeit  wiederherzu- 
stellen, u  mit  ß  vertauschte,  und  zu  gleicher  Zeit  A  mit  B. 

(12.)  Es  giebt  indessen  einen  Sinn,  in  welchem  die  Formel 
noch  als  völlig  richtig  angesehn  werden  könnte,  ohne  irgend 
welche  Aenderung  in  der  Art  sie  zu  schreiben;  nämlich  wenn 
wir  die  Symbole  A,  B,  C  in  dem  zuletzt  angenommenen  Falle 
(11.)  so  deuteten,  als  ob  sie  negative  Winkel  bezeichneten. 
Demgemäss  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Reciproke  der  Glei- 
chung X.  nehmen,  die  weitere  Gleichung, 

XXII.  .  .  a—ß-*y->  =  -  1  ; 

wo  x,  y,  z  positiv  sind,  wie  vorher,  und  die  neuen  Exponenten, 
—  x,  —  y,  —  z,  daher  negativ  sind,  wenn  die  Drehung  um  u 
von  ß  nach  y  selbst  negativ  ist,  wie  in  (1.). 


Digitized  by  Google 


Kap.  I.] 


Exponential  Formel  für  die  Kogel. 


520 


(13.)  Ueberhaupt  können  wir  daher,  wenn  a,  ß,  y  irgend 
ein  gegebnes  System  dreier  coinitialen  und  diplanaren  Ein- 
heitslinien, OA,  OB,  OQ  ist,  stets  ein  System  von  drei  Ska- 
laren, x,  y,  z,  angeben,  welche  der  exponential  Gleichung  X. 
genügen,  und  Beziehungen  von  der  Form  VII.  zu  den  sphäri- 
schen Winkeln  A,  B,  C  haben;  aber  diese  drei  Skalare  sind, 
wenn  sie  so  bestimmt  werden,  dass  sie  zwischen  die  Grenzen 
±  2  fallen,  sämmtlich  positiv,  oder  sämmtlich  negativ,  je  nach- 
dem die  Drehung  um  u  von  ß  nach  y  negativ  ist,  wie  in  (1.), 
oder  positiv,  wie  in  (11.). 

(14.)  Was  die  eben  erwähnten  Grenzen  betrifft,  oder  die 
Ungleichheiten, 

XXHL..x<2,         y<2,  r<2; 

x>  -2,      y>  -2,      z>  -2, 

so  werden  sie  eingeführt  mit  dem  Hinblick  darauf,  das 
Problem,  die  Exponenten  xyz  in  der  Formel  X.  zu  finden, 
zu  einem  bestimmten  zu  machen;  denn  da  wir,  nach  308,  haben, 

XXIV.  . .  ««  =  ß*  wm  y*  «  +  1 , 

wenn 

Tu  =  Tß  =  Ty  =  1 , 

so  könnten  wir  anderwärts  irgend  ein  Vielfaches  (ein  positives 
oder  negatives)  der  Zahl  Vier  zum  Werthe  des  Exponenten 
irgend  einer  Einheitslinie  addiren,  und  der  Werth  der  resul- 
tirenden  Potenz  würde  doch  nicht  geändert  werden. 

(15.)  Wenn  wir  Exponenten  =  ±  2  zulassen,  so  könnten 
wir  das  Problem,  der  Gleichung  X.  zu  gentigen,  auf  anderem 
Wege  zu  einem  unbestimmten  machen;  denn  es  würde  dann 
genügend  sein  anzunehmen,  dass  irgend  einer  von  den  drei 
Exponenten  somit  gleich  +  2,  oder  gleich  —  2,  wäre,  und  dass 
von  den  beiden  andern  jeder  =0  wäre;  oder  auch,  dass  alle 
drei  von  der  Form  ±  2  wären. 

(16.)  Als  ich  kürzlich  sagte  (13.),  dass  die  Exponenten  x, 
ij,  z,  in  der  Formel  X.,  wenn  sie  wie  vorher  beschränkt  wer- 
den, ein  und  dasselbe  Vorzeichen  haben,  war  der  Fall  still- 
schweigend ausgeschlossen,  wenn  diese  Exponenten,  oder  einige 
von  ihnen,  nach  der  Multiplication  eines  jeden  mit  einem  Qua- 
dranten Winkel  ergeben,  welche  denen  des  sphärischen  Drei- 
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ecks  ABC  nicht  gleich  sind,  weder  wenn  man  sie  positiv,  noch 
wenn  man  sie  negativ  nimmt;  dagegen  den  Supplementwinkeln 
zu  diesen  Winkeln,  oder  den  negativen  Werthen  dieser  Supple- 
mentwinkel gleich  werden. 

(17.)  In  der  That  ist  es  augenscheinlich  (da  a1  =  ß* 
=  y2  =  —  1),  dass  die  Gleichung  X.,  oder  die  reciproke  Glei- 
chung XXII.,  wenn  sie  durch  irgend  ein  Werthsystem  von 
xyz  befriedigt  wird,  auch  befriedigt  werden  wird,  wenn  wir 
irgend  zwei  von  den  drei  exponential  Factoren  durch  die 
Quadrate  der  beiden  Einheitsvectoren  dividiren  oder  raultipli- 
ciren,  als  deren  Potenzen  diese  Factoren  angenommen  sind: 
oder  mit  anderen  Worten,  wenn  wir  die  Zahl  zwei  in  jedem 
der  beiden  Exponenten  hinzufügen  oder  abziehn. 

(18.)  Wir  können,  zum  Beispiel,  aus  XXII.  die  weitere 
Gleichung  ableiten: 

xxv. . .  -  -i; 

oder 

XXVL..«2-*^-*=;"-2; 

und  sie  kann,  wenn  wir  die  Drehung  so  wie  in  (1.)  annehmen, 
so  dass  xyz  positiv  sind,  in  folgender  Weise  gedeutet  werden. 

(19.)  Denken  wir  uns  ein  sichelförmiges  Stück  CC,  bei 
dem  die  Punkte  A  und  B  auf  seinen  beiden  begrenzenden 
Halbkreisen  liegen,  und  bei  dem  die  Drehung  um  A  von  B 
nach  C  negativ  ist;  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  bei 
dem  die  Drehung  um  A  von  B  nach  C  positiv  ist  Dann 
stellen,  in  dem  durch  Figur  45  und  46  erläuterten  Sinne,  die 
Supplementwinkel  n  —  A ,  %  —  B ,  der  Winkel  A  und  B  in 
dem  Dreieck  ABC,  oder  die  Winkel  bei  denselben  Punkten 
A  und  B  des  Dreiecks  ABC ,  welches  in  dem  zugehörigen 
sichelförmigen  Stück  liegt,  zwei  Versoren  dar,  einen  Multipli- 
cator  und  einen  Multiplicandus ,  welche  ebendiejenigen  sind, 
die  in  XX VL  durch  die  beiden  Factoren,  und  ßs~',  be- 
zeichnet werden;  und  das  Product  dieser  beiden  Factoren,  in 
dieser  Aufeinanderfolge  genommen,  ist  jener  dritte  Versor, 
dessen  Achse  nach  C  hin  gerichtet  ist,  und  in  demselben  all- 
gemeinen Sinne  (177),  durch  den  Aussenwinkel  der  Sichel  im 
Punkte  C  dargestellt  wird;  und  es  ist  an  Grösse  dem  Aussen- 
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winkel  desselben  sichelförmigen  Stücks  bei  C  gleich,  oder  dem 
Winkel  rt  -  C.   Dies  Product  ist  daher  der  Potenz  der  Ein- 

heitslinie  OC\  oder  -  y}  gleich,  deren  Exponent  =  —  {n  —  C) 

=  2  —  z  ist;  wir  haben  daher,  nach  dieser  Construction ,  die 
Gleichung, 

XXVH. . .  u*-*ß*~y  =  (-  y)2-'; 

und  sie  stimmt  [nach  308,  (6.)]  mit  der  vorigen  Formel  XXVI. 
überein. 

310.    Die  Gleichung, 

iC    IB  2Ä 

L  .  .  y  ß*  a* '  —  -  1, 

welche  sich  aus  309,  (1.)  ergiebt,  und  in  der  a,  ß,  y  die  Ein- 
heitsvectoren  OA,  OB,  OC  irgend  dreier  Punkte  auf  der  Ein- 
heitskugel sind;  während  die  drei  Skalare  A,  B,  C,  welche  in 
den  Exponenten  der  drei  Factoren  vorkommen,  allgemein  die 
Winkeigrössen  der  Drehung  um  die  drei  Einheitslinien,  oder 
Radien,  «,  ß,  y  darstellen,  von  der  Ebne  AOC  zur  Ebne  AOB, 
von  BOA  nach  BOC,  und  von  COB  nach  COA,  und  positiv 
oder  negativ  sind,  je  nachdem  die  Drehungen  der  Ebnen  selbst 
positiv  oder  negativ  sind:  muss  als  eine  Formel  betrachtet 
werden,  welche  in  den  Anwendungen  unserer  Rechnungsart 
von  Wichtigkeit  ist.  Sie  schliesst,  zum  Beispiel,  die  ganze 
Lehre  von  den  sphärischen  Dreiecken  ein;  nicht  nur,  weil  sie 
—  wie  wir  gesehn  haben  [309,  (3.)]  —  zu  einer  Form  der 
Grundskalargleichung  der  sphärischen  Trigonometrie  führt, 
nämlich  zu  der  Gleichung, 

U. .  .  cos  C  +  cos  A  cos  B  =  cos  c  sin  A  sin  B\ 
sondern  auch,  weil  sie  eine  vector  Gleichung  [309,  (4.)]  er- 
giebt, welche  dazu  dient,  die  Winkel,  oder  die  Drehungen 
A,  Bj  C,  mit  den  Richtungen*  der  Radien  «,  ßt  y,  oder 


*  Es  kann  dies  als  ein  weiteres  Beispiel  der  gewöhnlichen  Beziehung 
zur  Richtung  angesehn  werden,  als  verschieden  von  derjenigen  der  reinen 
Grösse  (oder  des  Betrags),  obwohl  sie  mit  ihr  in  Verbindung  steht,  welche 
unser  ganzes  Rechnungssystem  durchzieht,  und  für  dasselbe  in  ganz  be- 
sonderem Grade  charakteristisch  ist;  während  Des  Cartes,  im  Gegen- 
theil ,  den  Zweck  im  Auge  hatte ,  alle  Probleme  der  Geometrie  auf  die 
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OA,  OD,  OC,  für  irgend  ein  System  von  drei  graden  Linien 
in  Verbindung  zu  setzen,  welche  von  einem  Anfangspunkt 
aus  divergiren.  Es  mag  daher  hier  nicht  unangemessen  sein, 
einige  wenige  weitere  Bemerkungen  über  die  Natur,  Augen- 
scheinlichkeit  und  Ausdehnung  der  vorigen  Formel  L  zu 
geben. 

(1.)   Multipiicirt  man  beide  8eiten  der  Gleichung  I.  mit 

dem  inversen  Exponential  y  "  ,  so  erhalten  wir  die  Trans- 
formation [vergl.  309,  (1.)]: 

III.  .  .  ß"  w  ^  —  y    "  =  y    ■  . 

(2.)    Multipiicirt  mau  ferner  beide  Seiten  von  I  in* 

u    "  ,  so  erhalten  wir  die  weitere  Formel : 

SC    S_B  _iA  2('-^) 

IV.  .  .  y  ß »  =  -  a   ■  =  a  m  . 

(3.)    Multipiicirt  man  diese  letzte  Gleichung  IV.  durch 

Bestimmungen  der  Längen  von  graden  Linien  zurückzuführen:  wenn 
auch  (wie  alle,  welche  seine  Coordinaten  benutzen,  ja  wohl  wissen)  eine 
gewisse  Beziehung  zur  Richtung  selbst  in  seiner  Theorie  unvermeidlich 
ist,  in  Verbindung  mit  der  Deutung  der  negativen  Wurzeln  (welche  von 
ihm  inverse  oder  falsche  Wurzeln  genannt  werden)  von  Gleichungen. 
So  finden  wir  in  der  ersten  Sentenz  von  Schootcn's  kürzlich  erwähnter 
Uebersctzung  (1659)  der  Geometrie  des  Des  Cartes  die  Worte: 

„Omnia  Grometriae  Prollemata  facilh  a  l  hujtumodi  termino*  redvci 
jHHsnnt ,  ut  deinde  ad  illorum  conti ruetionem ,  opus  tan/um  rit  rectarum 
quarundam  longUudincm  corfnoscere." 

Der  sehr  verschiedene  geometrische  Gesichtspunkt,  zu  welchem  der 
Schreiber  dieser  Zeilen  geführt  wurde ,  macht  es  um  so  angemessener, 
hier  die  tiefe  Bewunderung  auazudrücken,  mit  welcher  er  die  erwähnte 
Abhandlung  des  Des  Cartes  betrachtet:  sie  enthält  in  der  That  die 
Keime  eines  so  grossen  Theils  von  Allem ,  was  seitdem  in  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  gethan  worden  ist,  selbst  was  imaginäre  Wurzeln 
von  Gleichungen  betrifft,  wenn  man  sie  als  Kennzeichen  der  geometrischen 
Unmöglichkeit  ansieht. 

•  In  Betreff  der  Unterscheidung  zwischen  der  Multiplication  eines 
Quaternions  in  und  durch  einen  Factor,  siehe  die  Anmerkungen  zu  den 
Seiten  188,  204. 
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*A  SC 

a "  ,  und  die  Gleichung  IIL  in  y -  ,  so  leiten  wir  die  weite- 
ren Formeln  ab: 

Ii    !C  W 

V. . .  a"  y"  ß"  =  -  1 ; 

SB    ZA  SC 

YL..ßm  u*  y*  =  -  1 , 

so  dass  cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  «,  ß,  y,  und 
A,  B,  C,  in  der  Gleichung  L  erlaubt  ist;  wie  in  der  That  aus 
der  eigenen  Natur  des  Satzes  zu  erwarten  war,  welchen  diese 
Gleichung  ausdrückt. 

(4.)  Entweder  aus  V.  oder  aus  VL  können  wir  die 
Formel  ableiten: 

Ii     IC  SB  Hm-B, 

vn.  ..«»>-=-  ß   "  =  ß  "  ; 

vergleicht  man  sie  mit  III.  und  IV.,  so  sieht  man,  dass  cykli- 
sche Vertauschung  der  Buchstaben  auch  in  diesen  Gleichungen 
erlaubt  ist 

(5.)  Nimmt  man  die  Reciproke  (oder  Conjugirte)  zur 
Gleichung  L,  so  erhält  man  (vergl.  309,  XXII.)  die  weitere 
Gleichung: 

_IA    _  IB    _  2C 

vm. .  .  «  -  ß   -  y   -  =  -  1  j 

oder 

2(*  —  A)     l{n  —  B;     2(m  —  C) 

IX...  u    "    ß    "     y   «     =  +  1 ; 

und  in  ihr  ist  cyklische  Permutation  der  Buchstaben  wieder 
erlaubt,  und  aus  ihr  (oder  aus  III.)  können  wir  sofort  die 
Formel  ableiten, 

_iA    _2B  SC 

X. . .  a    "  ß    ■  «  —  y  ■  . 

(6.)  Die  Gleichung  X.  kann  auch  so  geschrieben  werden 
(vergl.  309,  XXVII.) : 

Hn—A)    i(n-B,  »(»  —  C)  3(«— C) 

XL  .  .  a    -     ß    "     =        ■       =  (-  y)    "  . 

(7.)  Und  alle  die  vorhergehenden  Gleichungen  können 
durch  einen  Hinweis  auf  die  allgemeine  Construction  (177)  für 
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die  Multiplier  tion  von  Versoren  gedeutet  [vergl.  309,  (19*)], 
und  zu  gleicher  Zeit  bewiesen  werden,  welche  die  Figuren  45 
und  46  zu  erläutern  bestimmt  waren;  wenn  wir  im  Gedächtniss 
behalten,  dass  eine  Potenz  a*,  einer  Einheitslinie  «,  mit  einem 
skalar  Exponenten  t  (nach  308,  309),  ein  Versor  ist,  dessen 
Wirkung  die  Drehung  einer  Linie  -L  u  um  t  rechte  Winkel 
ist,  um  u  als  Drehungsachse. 

(8.)  Der  Satz,  welcher  durch  die  Gleichung  I.  ausgedrückt 
wird,  und  aus  dem  sämmtliche  folgenden  Gleichungen  abgeleitet 
worden  sind,  kann  in  folgender  Weise  ausgesprochen  werden, 
wenn  wir  die  Definition  annehmen,  welche  in  einem  früheren 
Theil  dieses  Werkes  [180,  (4.)]  für  die  sphärische  Summe 
zweier  Winkel  auf  einer  Kugeloberfläche  vorgescldagen  wor- 
den ist: 

„In  irgend  einem  sphärischen  Dreieck  ist  die  sphärische 
Summe  der  drei  Winkel,  wenn  sie  in  einer  passenden  Auf- 
einanderfolge genommen  werden,  gleich  zwei  rechten  Winkeln." 

(9.)  In  der  That,  wenn  die  Drehung  um  A  von  B  nach 
C  negativ  ist,  so  ist  die  sphärische  Summe,  welche  man  erhält, 
wenn  man  den  Winkel  B  zum  Winkel  A  sphärisch  addirt 
(nach  der  Definition,  auf  welche  ich  Bezug  genommen  habe), 
gleich  dem  Aussenwinkel  bei  C;  wenn  wir  daher  zu  dieser 
Summe,  oder  dem  Supplement  von  C,  den  Winkel  C  selbst 
addiren,  so  bekommen  wir  eine  End-  oder  Gesammtsumme, 
welche  genau  gleich  n  ist;  Addition  sphärischer  Winkel  mit 
einem  Scheitel,  und  daher  in  einer  Ebne,  wird  in  der  üb- 
lichen Weise  ausgeführt;  dagegen  vollzieht  sich  die  sphärische 
Summation  von  Winkeln  mit  verschiedenen  Scheiteln  nach  den 
neuen  Regeln,  welche  im  neunten  Abschnitt  des  zweiten  Theils, 
Kap.  L,  abgeleitet  worden  sind;  und  welche  mit  dem  Begriff 
der  Winkelbewegung,  oder  der  Zusammensetzung  von  Winkel- 
bewegungen,  in  verschiedenen  und  aufeinanderfolgenden  Ebnen, 
im  Zusammenhang  stehn  [180,  (5.)]. 

(10.)  Ohne  zu  verlangen,  dass  man  der  folgenden  Be- 
zeichnung Wichtigkeit  beilege,  schlage  ich  sie  grade  vorüber- 
gehend vor,  als  eine,  welche  dazu  dienen  mag,  an  den  Begriff 
zu  erinnern  und  ihn  darzustellen,  auf  den  hier  Bezug  genom- 
men ist.  Benutzt  man  ein  plus  in  Parenthesen  als  ein  Symbol 
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oder  als  ein  charakteristisches  Zeichen  für  solche  sphärische 
Addition  von  Winkeln,  so  können  wir  die  Formel  L,  wie 
folgt,  abkürzen: 

XIL..C(+)£(+)^«*; 

(las  Zeichen  für  einen  addirten  Winkel  wird  zur  Linken  des 
Zeichens  für  den  Winkel  geschrieben,  zu  welchem  er  addirt 
wird  [vergl.  264,  (4.)];  denn  solche  Addition  entspricht  (wie 
vorher)  einer  Multiplication  von  Versoren,  und  wir  sind  über- 
eingekommen, das  Symbol  des  Multiplicators  zur  Linken*  des 
Symbols  des  Multiplicandus  zu  schreiben,  bei  jeder  Multipli- 
cation von  Quaternionen. 

311.  Es  giebt  indessen  einen  anderen  Gesichtspunkt  der 
wichtigen  Gleichung  310,  L,  nach  dem  sie  besser  mit  der 
Addition  von  Bogen  [180,  (3.)]  in  Verbindung  zu  setzen  ist 
als  mit  der  Addition  von  Winkeln  [180,  (4.)];  und  nach  dem 
sie  mit  Hülfe  des  supplementären  oder  polar  Dreiecks,  A  BC, 
in  folgender  Weise  gedeutet,  und  von  neuem  bewiesen  wer- 
den kann. 

(1.)  Die  Drehung  um  A  von  B  nach  C  werde  wieder  als 
negativ  vorausgesetzt,  und  es  seien  ä,  B',  C  (wie  in  175)  die 
positiven  Pole  der  Seiten  BC,  CA,  AB;  und  a,  ß/,  y  seien 
ihre  Einheitsvectoren.  Dann  ist  ,  da  die  Drehung  um  a  von 
y'  nach  ß'  positiv  ist  [nach  180,  #.)]i  und  an  Grösse  dem 
Supplement  des  sphärischen  Winkels  A  gleich,  das  Product 
y'ft  [nach  281,  (2.),  (3.)]  ein  Versor,  dessen  Achse  a,  und 
dessen  Winkel  A  ist;  und  ähnliche  Resultate  ergeben  sich  für 
die  beiden  anderen  Producte,  uy,  ffa. 

(2.)    Wenn  wir  daher  schreiben  (vergl.  291), 

L..«'=  UVßy, 
—  UVyUy 
y  =  UVuß, 

und  annehmen,  dass 

II.  .  .  Tu  =  Tß  =  Ty  =  1, 

und 

III.  .  .  Sußy  >0, 


•  Vergl.  die  Anmerkung  zu  Seite  188. 
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so  erhalten  wir  [vergl.  wieder  180,  (2.)], 

IV.  ..««  UV/ fit 

ß=  UVa'y'y 

r  =  uvpj, 

und 

V.  . .  A  =  L  y'P, 

B=  L.  a'y', 
C  =  £-(Tu\ 

und  daraus  erhalten  wir  (nach  308  oder  309)  die  folgenden 
exponential  Ausdrücke  für  die  drei  letzten  Producte  von  Ein- 
heitslinien, 

2B 

«>'  =  /?"; 

(3.)  Multiplicirt  man  diese  drei  Ausdrücke  in  umgekehrter 
Reihenfolge,  so  erhalten  wir  daher  das  neue  Product: 

!_C    W  U 

Vn.  ..yßm  a> *  .uy .y  ß 

=  y',ß,iai 

und  die  Gleichung  310,  L  wird  auf  diesem  Wege  von  neuem 
bewiesen. 

(4.)   Und  da  wir,  anstatt  VI.,  hätten  schreiben  können, 

- 

ß"  =  -4-, 
g 


so  sehn  wir,  dass  die  Gleichung,  welche  zu  beweisen  ist,  auf 
die  Form  der  Identität, 


«  • 


a    f  g 

zurückgeführt  werden  kann;  und  als  Ausdruck  dafür  gedeutet 
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werden  kann,  wie  es  augenscheinlich  ist,  dass,  wenn  man  sich 
einen  Punkt  zuerst  auf  der  Seite  BC  entlang  bewegt  denkt, 
im  polar  Dreieck  ABC,  von  B  nach  C\  dann  auf  der  fol- 
genden Seite  CA  entlang,  von  C  nach  Ä\  und  endlich  auf 
der  übrigbleibenden  Seite  AB  entlang,  von  Ä  nach  Bt 
er  in  die  Lage  zurückgekehrt  ist,  von  der  er  ausgegangen 
ist,  oder  im  Ganzen  seine  Stelle  überhaupt  nicht  ge- 
ändert hat 

(5.)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  bilden  wir  nun,  was 
ich  an  einem  anderen  Orte  eine  Addition  von  Bogen  genannt 
habe  (anstatt  von  Winkeln  wie  in  310);  und  in  einer  schon 
gebrauchten  [264,  (4.)]  Bezeichnung  können  wir  das  Resultat 
durch  die  Formel  ausdrücken, 

X.  .  .  rs  AB  +  n  CA  +  r>  BC  =  0; 

jedes  von  den  beiden  zur  linken  Hand  stehenden  Symbolen 
bezeichnet  einen  Bogen,  den  man  sich  zu  dem  Bogen  addirt 
denkt  [als  einen  auf  ihn  folgenden  Vectorbogen,  180,  (3.)], 
dessen  Symbol  unmittelbar  auf  ihn  folgt,  oder  ihm  zunächst 
geschrieben  ist,  aber  zur  rechten  Hand. 

(6.)  Die  Ausdrücke  VI.  oder  VIII.,  für  die  exponential 
Factoren  in  310,  L,  zeigen  auf  einem  neuen  Wege  die  Notli- 
wendigkeit,  auf  die  Anordnung  der  Factor*  n  in  dieser  Formel 
Acht  zu  geben:  denn  wenn  wir  diese  Anordnung  unikehren 
würden,  ohne  die  Exponenten  zu  ändern  (wie  in  310,  VILL), 
so  können  wir  jetzt  übersehn,  dass  wir  das  neue  Product  er- 
halten würden: 

1A    Jß    10  ,      ,  a 

xi... w  ß"  r  =-}  y  |  =  +  VP*f\ 

und  das  ist,  in  Folge  der  Diplauarität  der  Linien  a,  ß',  /,  nicht 
gleich  der  negativen  Einheit,  sondern  gleich  einem  gewissen 
anderen  Versor;  auf  die  Eigenschaften  desselben  können  wir 
aus  dem  schliessen,  was  in  297,  (64.),  und  in  298,  (8.)  gezeigt 
wurde,  aber  wir  können  hier  nicht  dabei  verweilen. 

312.  Im  Allgemeinen  (vergl.  221),  umschliesst  eine  Glei- 
chung, wie 

I.  .  .  q  =  q , 
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zwischen  zwei  Quatemionen  ein  System  von  vier*  skalar 
Gleichungen,  wie  sie  die  folgenden  sind: 

II. .  .  Sq  =  Sq;  Saq  —  Suq; 

Sßq'=Sßq;  Syq'=Syq; 

hier  können  a,  ß,  y  irgend  drei  wirkliche  und  diplanare  Vec- 
toren  sein :  und  umgekehrt,  wenn  a,  ß,  y  irgend  drei  derartige 
Vectoren  sind,  dann  bringen  die  vier  skalar  Gleichungen  IL 
hervor,  und  werden  ausreichend  ersetzt  durch,  die  eine  qua- 
temion  Gleichung  I.  Dagegen  ist  eine  Gleichung  zwischen 
zwei  Vectoren  nur  mit  einem  System  von  drei  skalar  Glei- 
chungen gleichbedeutend,  von  der  Art,  wie  sie  die  drei  letzten 
Gleichungen  II  sind;  zum  Büspiel,  in  294,  (12.),  ist  die  eine 
vector  Gleichung  XXII.  mit  den  drei  skalar  Gleichungen  XXL 
gleichbedeutend,  unter  der  unmittelbar  vorhergehenden  Be- 
dingung XX.  In  gleicher  Weise  umschliesst  eine  Gleichung 
zwischen  zwei  Versoren  von  Quaterinonen**,  wie  die  Gleichung. 

HL..  Uq  =  Uq, 

allgemein  ein  System  von  drei,  aber  von  nicht  mehr  als  drei, 
skalar  Gleichungen;  denn  der  Versor  Uq  hängt  im  Allgemeinen 
(vergL  157)  von  einem  System  von  drei  Skalaren  ab,  nämlich 
von  den  beiden,  welche  seine  Achse  Ax.  q  bestimmen,  und  von 
dem  einen,  welcher  seinen  Winkel  L.  q  bestimmt;  oder  weil 
die  versor  Gleichung  III.  mit  der  tensor  Gleichung, 

IV.  . .  Tq  =  Tq,     vergl.  187,  (13.), 

combinirt  werden  muss,  um  die  quaternion  Gleichung  I.  zu  re- 
produciren.  Jetzt  ist  die  vorige  Gleichung,  310,  L,  augen- 
scheinlich von  dieser  versor  Form  III.,  wenn  u,  ß,  y  wieder 

•  Auf  die  Eigenschaft,  welche  solche  Resultate  wie  dieses  darthun, 
und  ihr  Bezug  auf  den  Gebrauch  des  Namens,  Quatemionen,  wie  er 
für  diese  ganze  Rechnungsart  angewandt  wurde,  wegen  ihres  wesentlichen 
Zusammenhangs  mit  der  Zahl  Vier,  braucht  hier  nicht  wieder  näher  ein- 
gegangen zu  werden. 

••  Eine  Gleichung,  Uq'  =  Uq,  oder  UVq  =  UVq ,  zwischen  zwei 
Versoren  von  Vectoren  (156),  oder  zwischen  den  Achsen  zweier  Quater- 
nionen  (291),  ist  nur  einem  System  von  zwei  skalar  Gleichungen  äqui- 
valent; denn  die  Richtung  einer  Achse,  oder  eines  Vectors,  hängt  nur 
von  einem  System  von  zwei  Winkelelemeuten  (III)  ab. 
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als  Emheitslinien  angenommen  werden.  Wenn  wir  daher  diese 
Gleichung  antreffen,  oder  wenn  eine  von  ihrer  Form  uns  be- 
gegnet wäre,  ohne  ihre  geometrische  Bedeutung  irgendwie  zu 
kennen,  so  könnten  wir  vorschlagen,  sie  in  Bezug  auf  die  drei 
Skalare  A,  B,  C  aufzulösen,  die  als  drei  unbekannte  Grössen 
zu  behandeln  wären.  Die  wenigen  folgenden  Bemerkungen  Über 
das  in  dieser  Weise  gestellte  Problem  mögen  hier  wohl  am 
Platze  sein,  und  sind  recht  lehrreich. 
(1.)    Schreibt  man  zur  Abkürzung, 

V.  .  .cot  A  =  t,      C0t#  =  K,  cotC=r, 

und 

VI.  . .  s  =  —  cosec  A  cosec  B  cosec  C, 

so  wird  die  aufzulösende  Gleichung  (nach  308,  VII.,  oder 
309,  XII.), 

vn.  ..(o  +  y)  («+/S)  (<  +  «)-*; 

in  ihr  sind  die  Tensoren  auf  beiden  Seiten  schon  gleich,  denn 
VIII.       =        1)  («*  +  1)  [fi  +  1). 

(2.)  Multiplicirt  man  die  Gleichung  VII.  durch  t  +  a, 
und  in  t  —  a,  und  dividirt  das  Resultat  durch  f 5  +  1,  so  er- 
halten wir  die  neue  Gleichung  von  derselben  Form,  welche 
aber  von  ihr  durch  cyklische  Vertauschung  [vergL  310,  (3.)] 
verschieden  ist: 

IX.  ..(#+«)(»  +  y)  (m +  /?)  =  *; 

und  ebenso, 

X.  .  .  («  +  ß)  (t  +  a)  {y  +  y)  =  5. 

(3.)  Nimmt  man  die  halbe  Differenz  der  beiden  letzten 
Gleichungen,  und  beachtet,  dass  (nach  279,  IV.,  und  294,  II.) 

XT      mfl«r-«rß)=  V.ßV«y  =  ySaß-uSßYl 
\  \  {ßa  —  aß)  =  Vßa,       J  {ßy  -  yß)  =  Vßy, 

so  gelangen  wir  zu  der  neuen  Gleichung,  von  vector  Form : 

XII.  .  .  0  =  v  Vßa  +  t  Vßy  +  y  Saß  -  a  Sßy  ; 

sie  ist  nur  einem  System  von  zwei  skalar  Gleichungen  äqui- 
valent, denn  sie  ergiebt  0  =  0,  wenn  man  an  ihr  mit  S.ß 
[vergl.  294,  (9.)]  operirt. 
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(4.)  Sie  setzt  uns  indessen  in  den  Stand,  die  beiden 
Skalare,  t  und  v,  zu  bestimmen;  denn  wenn  wir  an  ihr  mit 
S.a  operiren,  so  bekommen  wir  (vergl.  298,  XXVL), 

XIII.  .  .  tSaßy  =  «s  Sßy  -  SßaSay  =  S(Vßa.  Vuy)\ 

und  wenn  wir  an  derselben  Gleichung  XII.  mit  8 .  y  operiren, 
so  erhalten  wir  in  gleicher  Weise, 

XIV.  .  .  v  Saßy  =  y*Saß  -  SaySyß  =  8{  Vuy.  Vyß). 

(5.)  Cranz  ähnliche  Methoden  ergeben  das  entsprechende 
Resultat, 

XV.  .  .  uSaßy  =  ß*8ru  -  SyßSßu  =  S(Vyß.  Vßa); 

und  somit  ist  die  Aufgabe  in  dem  Sinne  gelöst  ,  dass  Aus- 
drücke für  die  drei  gesuchten  Skalare  t,  u,  v,  oder  für  die 
Cotangenten  V.  der  drei  gesuchten  AVinkel  A,  B,  C,  gefunden 
worden  sind:  und  aus  ihnen  kann  der  vierte  Skalar,  s,  in 
der  quaternion  Gleichung  VII.  leicht  abgeleitet  werden, 
wie  folgt. 

(6.)  Da  wir  [nach  294,  (6.),  wenn  wir  ö  mit  «  vertauschen, 
und  nachher  cyklisch  permutiren]  für  irgend  drei  Vectoren,  u, 
ß,  y,  die  allgemeinen  Transformationen  haben, 

XVI.  .  .  uSaßy  =  V(  Vßa.  Vay), 
ßSaßy=  V(Vyß.Vßa), 
ySaßy=  V(V«y.  Vyß), 

so  ergeben  die  Ausdrücke  XIII..  XV.,  XIV., 

{t+a)Saßy=  Vßa.  Vuy\ 
XVII.  .  .   (u  +  ß)Saßy  =  Vyß.  Vßa; 

\{v+y)Saßy=  Vuy.  Vyß; 

und  danach  ist,  nach  VII., 

XVIU. . .  s{Saßy)*  =  ( Vyßf  ( Vßa)*  {Vay)%\ 

und  somit  ist  auch  der  übrigbleibende  Skalar,  s,  völlig  be- 
stimmt. 

(7.)  Und  die  Gleichung  VIII.  kann  auch  bewahrheitet 
werden,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Ausdrücke  XVII.  er- 
geben, 
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afi+l){8«ßYy  =  {Vßuf{Vay)*>, 
XIX. .  .    (Ms  +  1)  (Sußyf  =  (  Vyßf  (  Vßa)*; 

{v*+l){S*ßy)'={V«y)*{Vrßf- 
(8.)    Die  Gleichungen  XIII.,  XIV.,  XV.,  XVI.  ergeben, 
durch  Elimination  von  Sußy,  die  neuen  Ausdrücke: 

XX. . .  «I-1  =  ( V:  S)  (  Vßu.  Vuy) , 
ßu~l  —  { Vi  S)  ( Vyß .  Vßu) , 
yv-i  =  {V:S)(Vay.Vyß); 

vergleicht  man  sie  mit  der  Formel  281,  XXVIIL,  nachdem 
man  das  charakteristische  Zeichen  I  fortgelassen  hat  (291),  so 
findet  man,  dass  die  drei  Skalare,  u,  v,  entweder  L  die 
Cotangenten  der  Winkel  sind,  welche  den  Seiten  a,  b,  c  des 
sphärischen  Dreiecks  gegenüberliegen,  in  dem  die  drei  ge- 
gebenen Einheitslinien  u,  ß,  y  endigen,  oder  II.  die  negativen 
Werthe  dieser  Cotangenten  sind,  wobei  die  Winkel  des  Drei- 
ecks selbst,  wie  gewöhnlich,  als  positiv  [309,  (10.)]  angenommen 
werden,  je  nachdem  die  Drehung  um  u  von  ß  nach  y  negativ 
oder  positiv  ist:  das  heisst  [294,  (3.)],  je  nachdem  Saßy> 
oder  <  0  ist;  oder  endlich,  nach  XVIII.,  je  nachdem  der  vierte 
Skalar,  s,  negativ  oder  positiv  ist,  denn  das  zweite  Glied  der 
Gleichung  XVIII.  ist  stets  negativ,  da  es  das  Product  von 
drei  Vectorquadraten  (282,  292)  ist 

(9.)  Im  ersten  Falle,  welcher  der  von  309,  (1.)  ist,  sehn 
wir  daher  von  Neuem,  nach  V.  und  VI,  dass  uns  erlaubt  ist, 
die  Skalare  A,  B,  C  in  der  exponential  Formel  310,  L,  als 
gleich  zu  deuten  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreiecks  (8.), 
welches  gewöhnlich  durch  dieselben  Buchstaben  bezeichnet 
wird.  Aber  wir  sehn  auch,  dass  wir  irgend  ein  grades  Viel- 
faches von  ir  zu  diesen  drei  Winkeln  addiren  können,  ohne  die 
exponential  Gleichung  zu  stören;  oder  irgend  ein  grades,  und 
zwei  ungrade  Viellache  von  in  irgend  einer  Anordnung,  so 
dass  ein  positives  Product  der  Cosecanteu  bewahrt  bleibt,  denn 
ä  ist,  in  diesem  Falle,  negativ  in  VI.,  nach  8.). 

(10.)  Im  zweiten  Falle,  welcher  der  von  309,  (11.)  ist, 
können  wir  aus  ähnlichen  Gründen  die  Skalare  A,  B,  C,  in 
der  Formel  310,  L,  als  gleich  den  negativen  Werthen  der 
Winkel  des  Dreiecks  deuten;  und  damit  haben  wir,  was  VI. 
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jetzt  erfordert,  denn  s  ist  jetzt  positiv  (8.),  ein  negatives  Pro- 
duct  der  Cosecanten,  während  ihre  Cotangenten  die  gewünsch- 
ten "Werthe  haben.  Aber  wir  können  auch,  wie  in  (9.).  irgend 
eiu  Vielfaches  von  n  zu  den  somit  für  die  Formel  gefundenen 
Skalaren  addiren,  vorausgesetzt,  dass  die  Anzahl  der  ungraden 
Vielfachen,  welche  so  addirt  werden,  selbst  grade  (0  oder  2)  ist. 

(11.)  Die  Schlüsse  in  309,  oder  310,  in  Betreff  der  Deu- 
tung der  exponential  Formel  werden  daher  bestätigt,  und 
hätten  durch  die  eben  angegebne,  neue  Analyse  vorweggenom- 
men werden  können:  bei  ihrer  Ausführung  ist  es  augenschein- 
lich, dass  wir  nur  mit  reellen  Skalaren,  und  mit  reellen  Vec- 
toren,  zu  thun  haben. 

(12.)  Wenn  diese  letzte  Beschränkung  beseitigt  und  ima- 
ginäre Werthe  zugelassen  worden  wären,  so  hätten  wir,  bei 
der  Auflösung  der  quaternion  Gleichung  VII.,  damit  be- 
ginnen können,  an  dieser  Gleichung,  wie  in  IL,  mit  den  vier 
Charakteristiken, 

XXL  .  .  St    S.u,    S.ß,    und  S.y, 

zu  operiren;  und  das  würde,  bei  den  Bedeutungen  von  /,  m,  n 
und  e,  wie  in  297,  (1.),  (3.),  und  daher  bei  der  folgenden  Be- 
ziehung zwischen  diesen  vier  skalar  Daten, 

XXII.  .  .  <?2  =  1  -  P  -  m*  -  n2  +  2lmn, 

ein  System  von  vier  skalar  Gleichungen  ergeben  haben,  welche 
die  vier  gesuchten  Skalare,  s,  t,  u,  v,  enthalten;  und  man  hätte 
suchen  können,  aus  ihnen  die  (reellen  oder  imaginären)  Werthe 
dieser  vier  Skalare,  durch  die  gewöhnlichen  Methoden  der 
Algebra,  abzuleiten. 

(13.)  Die  vier  skalar  Gleichungen,  welche  man  so  erhält, 
sind  die  folgenden: 

0  =  e  +  It  +  mv  +  nv  —  tuv  +  s] 
XXIII       )  0  =  et  +  mtu  +  ntv  +  uv  —  l; 

0  =  —  eu  +  Itu  +  tv  +  nuv  +  m  —  2ln\ 
0  =  ev  +  tu  +  Ito  +  muv  —  n; 

eliminirt  man  uv  und  u  zwischen  den  drei  letzten  von  ihnen, 
so  findet  man,  mit  Hülfe  von  XXII.,  die  Determinante, 
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1 ,  mt,  ntv  +  et  —  l 
XXIV. . .  0  =    m,  t,  Itv  +  ev  —  n 

n,  It  m  —  2/fl 

=  <-('2  +  1)  (*»-*  +  /«); 

und  entsprechende  Eliminationen  ergeben, 

XXV.  .  .  0  =  i  {t-  +  1)  {eu  -  m  +  nl), 

und 

XXVI.  .  .  ü  =  (/2  +  lj  {e*uv  -  (m  -  «/)  (n  -  /w) 

+  (1  -**)(«<-/+«»)}. 

(14.)  Verwerfen  wir  daher  den  Factor  t-+l,  so  finden 
wir,  als  die  einzige  reelle  Lösung  des  Problems  (12.),  das 
folgende  System  von  Werthen: 

XXVlL  .  .  et  =  l  —  mn; 

eu  =  :n  —  «/; 
ev  =  n  —  im; 

und 

XXVIII.  .  .  t»s  =  -  (1  -  P)  (1  -  ro2)  (1  -  h2); 

es  entspricht  genau  denjenigen,  welche  wir  vorher,  in  (4.),  (5.), 
(6.),  fanden,  und  könnte  dazu  dienen,  die  Deutung  der  ex- 
ponential  Formel  (310)  wieder  möglich  zu  machen. 

(15.)  Dagegen  findet  man  nach  der  rein  algebraischen 
Seite  hin ,  durch  eine  ähnliche  Analyse ,  dass  die  vier  Glei- 
chungen XXIII.  auch  durch  ein  System  von  vier  imaginären 
Lösungen  befriedigt  werden,  welche  durch  die  folgenden  For- 
meln dargestellt  werden: 

vvtv      \<2+l=0;  y2+l=0; 

AA1A.  .  .  <  . 

(  s  =  tu v  —  lt  —  mu  —  nv  —  e  =  0; 

es  mag  genügen,  sie  im  Vorbeigehn  erwähnt  zu  haben,  denn 
sie  scheinen  nicht  irgendwie  solch  geometrisches  Literesse  zu 
haben,  um  zu  verdienen,  dass  man  sich  hier  bei  ihnen  auf- 
halte: obwohl,  was  die  Uebereinstimmung  der  verschiedenen 
angewandten  Verfahren  betrifft,  daran  erinnert  werden  kann, 
dass  wir,  während  wir  von  der  Gleichung  VII.  zu  IX.  über- 
gingen (2.),  nach  gewissen  vorläufigen  Multiplicationen,  durch 
t'  +  1  dividirten,  wozu  wir  berechtigt  waren,  als  wir  nur  nach 
reellen  Lösungen  suchten,  denn  es  wurde  angenommen,  dass  t 
ein  Skalar  sei. 
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(16.)  Dies  scheint  mir  eine  natürliche  Gelegenheit  zu  sein, 
zu  bemerken,  dass  die  folgende  allgemeine  Transformation  be- 
steht, welche  drei  Vectoren  auch  immer  durch  a,  ßt  y  be- 
zeichnet werden  mögen: 

XXX.  .  .  S(Vßy.  Vya.  Vaß)  =  -  (Saßy)*; 

sie  beweist  auf  einem  neuen  Wege  (vergL  180),  dass  die 
Drehung  um  die  Linie  Vßy,  von  Vyu  nach  Vaß,  stets 
positiv  ist;  oder  dass  ihre  Richtung  in  demselben  Sinne 
[281,  (3.)]  statt  hat,  wie  die  Drehung  um  Vaß  von  a  nach 
ß,  u.  s.  w. 

(17.)    Ebenso  haben  wir  allgemein, 

XXXI.  .  .  S(Vaß.Vya.Vßy)  =  +  (Saßy)*, 

und 

XXXII. .  .  S{  Vyß .  Vay .  Vßa)  =  +  {Saßy)*; 

so  dass  die  Drehung  um  Vyß  von  Vay  nach  Vßa  negativ 
ist,  welche  Anordnung  auch  immer  die  drei  diplanaren  Vec- 
toren, u,  ß,  y  zu  einander  haben  mögen. 

(18.)  Wenn  daher  A",  B",  C  die  negativen  Pole  der 
drei  aufeinanderfolgenden  Seiten,  BC,  CA,  AB,  irgend  eines 
sphärischen  Dreiecks  sind,  so  ist  die  Drehung  um  A"  von  B* 
nach  C"  negativ:  und  das  ist  völlig  übereinstimmend  mit  dem 
entgegengesetzten  Resultat  (180),  in  Betreff  des  Systems  der 
drei  positiven  Pole  Ä,  B,  C. 

(19.)  Eine  quantitative  Deutung  der  Gleichung  XXX. 
kann  auch  leicht  angegeben  werden:  denn  wir  können  aus  ihr 
[nach  281,  (4.),  und  294,  (3.)]  schliessen,  dass  wenn  OABC 
irgend  eine  Pyramide  ist,  und  wenn  die  Längen  der  Normalen 
OÄ,  OB',  OC  zu  den  drei  Seitenflächen  BOC,  COA,  AOB 
numerisch  gleich  den  Flächeninhalten  jener  Seitenflächen  sind 
(in  so  fern  sie  in  denselben  Verhältnissen  zu  Einheiten 
stehn,  u.  s.  w.),  dann  (mit  einer  ähnlichen  Beziehung  auf 
Einheiten)  das  Volumen  der  neuen  Pyramide,  OABC,  drei 
Viertel  vom  Quadrat  des  Volumens  der  vorigen  Pyramide, 
OABC  ist. 

313.  Aber  in  310  wurde  eine  Anspielung  auf  eine  Aus- 
dehnung der  exponential  Formel  gemacht,  welche  kürzlich  dis- 
cutirt  worden  ist;  und  in  der  That,  diese  Formel  lässt  sich 
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leicht  von  Dreiecke  auf  Polygone  auf  der  Kugel  ausdehnen: 
denn  wir  können,  allgemein,  schreiben, 

wenn  Ax  At . . .  A-i  A»  irgend  ein  sphärisches  Polygon  ist, 
und  wenn  die  Skalare  Av  Alt . .  .in  den  Exponenten  die  po- 
sitiven oder  negativen  Winkel  dieses  Polygons  bezeichnen, 
welche  als  die  Drehungen  AnAxAt,  A1A2AS, . . .  betrachtet 
werden,  nämlich  derjenigen  von  Ax An  nach  AXA„  u.  s.  w.; 
während  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl*  >  2  ist. 

(1.)  Eine  Art,  diese  erweiterte  Formel  zu  beweisen,  ist 
die  folgende.  Es  sei  OC  =■  y  der  Einheitsvector  eines  be- 
liebigen Punktes  C  auf  der  Kugeloberfläche;  und  man  denke 
sich  Bogen  grosser  Kreise  von  dem  Punkte  C  aus  nach  den  n 
aufeinanderfolgenden  Ecken  des  Vielecks  gezogen.  Wir  er- 
halten so  ein  System  von  n  sphärischen  Dreiecken,  und  jeder 
Winkel  des  Polygons  wird  (im  Allgemeinen)  in  zwei  (positive 
oder  negative)  Theilwinkel  zerlegt,  welche  in  folgender  Weise 
bezeichnet  werden  können: 

H. . .  CAX  Aj  =  A  j ,     CA^  A$  =  A  g,  •  •  •  \ 

III.  . .  An  Ax  C  =  A  j ,     A j  A^  C  =  A  | ,  •  •  •  j 

so  dass,  wenn  man  die  Vorzeichen  der  Winkel  bei  den  Ad- 
ditionen beachtet, 

IV.  . .  Ax  =  A  x     A  iy       At  =  A  3  -f-  A  2  > 
u.  s.  w.,  ist.   Es  sei  auch 

V. . .  A%  C  Ax  =  Cj ,      A$  CA^  =  Cj , 

u.  s.  w.;  und  daher 

VT. . .  C.  -f  Ct  +  . .  +  C„  -  einem  graden  Vielfachen  von  it, 

welches  sich  auf  2n  reducirt  in  dem  einfachen  Falle  eines 
Vielecks,  welches  keine  einspringenden  Winkel  hat^  und  wenn 
der  Punkt  C  in  seinem  Innern  liegt. 

(2.)  Daher  haben  wir  für  das  Dreieck  CAX  A% ,  dessen 
Winkel  C,,  A\,  Ä'%  sind,  nach  310,  DI.,  die  Gleichung, 
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VII. . .  «2  ■  ux  n  =  —  y   "  ; 
und  ebenso  erhalten  wir  für  das  Dreieck  C^Ait 

VIII. . .  er,  ■  «s  "  =  —  y    "  ,   u.  s.  w. 

Wenn  wir  dagegen  VII.  durch  VIII.  niultipliciren,  so  erhalten 
wir,  nach  IV.,  das  Product, 

%Ä'\     iA,     1A\  _^C.+C^ 

IX.  .  .  «3  •  «,  »      *  =  +  y       -  ; 

und  wenn  man  so  fortfährt,  so  erhält  man  zuletzt,  nach  VI., 
ein  Product  von  der  Form, 

tA»,       iAn  tAj  t£, 

X.  . .  «j  ■  « „  "  . . .  a,  ■      "   =  (—  1)" ; 

es  reducirt  sich  auf  L,  wenn  es  durch  u    "  ,  und  in  «  " 
multiplicirt  wird  [vergl.  310,  (3.)].    Der  Satz  ist  daher  be- 
wiesen. 

(3.)  Mit  Worten  [vergl.  310,  (8.)] :  „die  sphärische  Summe 
der  aufeinanderfolgenden  Winkel  irgend  eines  sphärischen  Po- 
lygons ist,  wenn  sie  in  passender  Auleinanderfolge  genommen 
werden,  gleich  einem  Vielfachen  von  zwei  rechten  Winkeln, 
welches  ungrade  oder  grade  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  der 
Seiten  (oder  Ecken)  des  Polygons  selbst  ungrade  oder  grade 
ist";  die  früher  gegebne  Definition  [180,  (4.)]  einer  sphärischen 
Summe  von  Winkeln  wird  folglich  beibehalten.  Und  der  Schluss 
kann  kurz  so  ausgesprochen  werden:  Wenn  ein  willkürlicher 
Punkt  C  auf  der  Kugeloberfläche  angenommen  wird,  wie  in 
■;1.),  so  ist  die  sphärische  Summe  der  beiden  Theilwinkel,  an 
den  Enden  irgend  einer  Seite,  das  Supplement  des  Winkels, 
welcher  jene  Seite  umspannt,  im  Punkte  C;  aber  die  Summe 
aller  solcher  Winkel,  welche  umspannt  werden,  ist  entweder 
vier  rechte  Winkel,  oder  ein  gewisses  ganzes  Vielfaches  davon: 
daher  kann  die  Summe  ihrer  Supplemente  sich  nur  um  ein  ge- 
wisses derartiges  Vielfaches  von  nn  unterscheiden,  wenn  n  die 
Anzahl  der  Seiten  ist 

(4.)  Welches  auch  immer  diese  Anzahl  sein  mag,  wenn 
wir  mit  />„  das  exponential  Product  in  der  Formel  I.  bezeichnen, 
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so  haben  wir  für  jeden  Vector  q,  und  für  jeden  Quaternion  q, 
die  Gleichungen: 

XL  .  .paopn-1  = 
XII. .  .pnqpn-x  —  q\ 

von  denen  die  erstere  [nach  308,  (8.)]  in  folgender  Weise  ge- 
deutet werden  kann:  — - 

..Wenn  man  sich  irgend  eine  Linie  OP,  welche  vom  Mittel- 
punkt O  einer  Kugel  aus  gezogen  ist,  konisch  um  irgend  welche 
n  Radien,  OAx ,  .  .  OA„,  als  um  n  aufeinanderfolgende  Drehungs- 
achsen drehen  lässt,  um  Winkel,  welche  bezüglich  dem  Dop- 
pelten der  Winkel  des  sphärischen  Vielecks  Ax  .  .  An  gleich 
sind,  so  wird  die  Linie  durch  die  Zusammensetzung  dieser  n 
Drehungen  wieder  in  ihre  Anfangslage  zurückgebracht." 

(5.)  Ein  anderer  Weg,  die  erweiterte  Formel  I.  für  irgend 
ein  sphärisches  Polygon  zu  beweisen,  ist  demjenigen  ent- 
sprechend, welcher  in  311  für  den  Fall  eines  Dreiecks  auf 
einer  Kugel  angewandt  wurde,  und  kann,  wie  folgt,  angegeben 
werden.  Es  seien  A\,  A\,  .  .  .  A'n  die  positiven  Pole  der 
Bogen  AXA2,  AtA3,  .  .  .  AnAx\  und  es  seien  u'v  a'v  .  . .  «'„, 
die  Einheitsvectoren  dieser  n  Pole.  Dann  ist  der  Punkt  Ax 
der  positive  Pol  des  neuen  Bogens  A\Ä„,  und  der  Winkel 
Ax  des  Vielecks  in  diesem  Punkte  wird  durch  das  Supplement 
dieses  Bogens  gemessen;  und  ähnliche  Resultate  gelten  für 
andere  Ecken  des  Vielecks.  Somit  erhalten  wir  das  System 
von  Ausdrücken  (vergl.  311,  VI.): 

XIII.  .  .  (ex  -  =  a\  ttm\  .  .  .  an  ■  =  a'u  r/n-\ ; 

so  dass  das  Product  von  Potenzen  in  I.  gleich  dem  folgenden 
Product  der  n  Quadrate  von  Einheitslinien  ist,  und  daher  gleich 
der  «-Potenz  der  negativen  Einheit, 

XIV.  .  .  a'n  U'n-l>  Ce'n-i  fi'n-Z  •  •  •  « 'j  tt\  .       «'»  =  (—  1)"; 

und  somit  ist  der  erweiterte  Satz  von  Neuem  bewiesen. 

(6.)  Dies  letztere  Verfahren  kann  auf  einen  anderen 
Satz  über  Drehungen  übertragen  werden,  auf  den  ich  mög- 
licherweise, im  zweiten  und  letzten  Kapitel  des  dritten  Theils, 
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kurz  zurückkommen*  kann,  aber  bei  dem  wir  hier  nicht  ver- 
weilen können. 

(7.)  Es  mag  hier  (vergl.  309,  XIL)  indessen  bemerkt  wer- 
den, dass  die  erweiterte  exponential  Formel  I.  so  geschrieben 
werden  kann: 

XV.  .  .  ca%sAn.can-\sAn-\  .  .  .  ca2sA2.calsAl  =  (—  1)". 

(8.)  Zum  Beispiel,  wenn  AB  CD  irgend  ein  sphärisches 
Vierseit  ist,  dessen  Winkel  (passend  gemessen)  durch  A,  . .  D 
bezeichnet  werden,  so  dass  A  die  positive  oder  negative  Drehung 
von  AD  nach  AB  darstellt,  u.  s.  w.,  während  u,  ß,  y,  S  die 
Einheitsvectoren  seiner  Ecken  sind,  dann  ist 

XVL  .  .  cÖsD .cysC.cßsB.casA  =4-1. 

(9.)  Daher  können  wir  (vergl.  309,  XIII.)  auch  schreiben, 

XVII. . .  (cos  C  -  r  sin  C)  (cos  D  -  tfsin  D) 

=  (cos 2?  +  /?sin  B)  (cos  A  4-  «sin  A)\ 

und  daher  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  Skalare  nimmt, 
und  die  Vorzeichen  wechselt, 

XVIII. . .  -  cos  Ccos  D  +  sin  Csin  D  cos  CD 

=  —  cos  B  cos  A  4-  sin  2?  sin cos  BA; 

in  der  That  ist  jedes  Glied  der  letzten  Formel  (nach  309. 
XIV.)  dem  Cosinus  des  Winkels  AEB,  oder  CED,  gleich, 
wenn  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  AD,  BC  des  Vier- 
seits  in  E  schneiden. 

(10.)  Es  sei  g  =  OP  der  Einheitsvector  irgend  eines 
fünften  Punktes,  P,  auf  der  Kugeloberfläche;  operirt  man 
dann  mit  S.g  an  XVII.,  so  erhalten  wir  die  weitere  all- 
gemeine Formel, 

0  =  sin  A  cos B cos  AP  +  sin  B cos  A  cos  BP 
4-  sin  A  sin  B  sin  A  B  sin  P  Q 
4-  sin  Ccos  D  cos  CP  +  sin  D  cos  Ccos  DP 
4-  sin  Csin  D  sin  CD  sin  PR ; 

in  der  die  Sinus  der  Seiten  AB,  CD  stets  als  positiv  behan- 
delt werden;  die  Sinus  der  Lothe  PQ  und  PR,  auf  diese 

•  Vergl.  297,  (24.). 
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beiden  Seiten,  dagegen  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wer- 
den, je  nachdem  die  Drehungen  um  P,  von  A  nach  B  und  von 
C  nach  D,  negativ  oder  positiv  sind:  und  aus  ihr  können,  da- 
durch, dass  man  dem  P  besondere  Lagen  giebt,  verschiedene 
andere,  aber  weniger  allgemeine  Gleichungen  der  sphärischen 
Trigonometrie  abgeleitet  werden. 

(11.)  Zum  Beispiel,  wenn  wir  P  in  den  Durchschnitts- 
punkt, nennen  wir  ihn  F,  der  gegenüberliegenden  Seiten  AB, 
CD  versetzen,  so  werden  die  beiden  letzten  Lothe  null,  und 
zwei  von  den  sechs  Gliedern  aus  der  allgemeinen  Formel  XIX. 
verschwinden;  und  eine  ähnliche  Reduction  auf  vier  Glieder 
begegnet  uns,  wenn  wir  den  willkürlichen  Punkt  P  zum  Pol 
einer  Seite,  oder  einer  Diagonale  machen. 

314.  Die  Definition  der  Potenz  a*,  welche  in  308  an- 
gegeben wurde,  setzt  uns  in  den  Stand,  einige  nützliche  Aus- 
drücke, durch  Quaternionen,  für  kreisförmige,  elliptische,  und 
spiralförmige  Orte  in  einer  gegebenen  Ebne,  oder  im  Räume, 
zu  bilden,  und  einige  wenige  von  ihnen  mögen  hier  erwähnt 
werden. 

(1.)  Es  sei  a  irgend  ein  gegebner  Einheitsvector  OA,  und 
ß  irgend  eine  andere  gegebne  Linie  OB,  senkrecht  zu  ihr;  dann 
ist,  nach  der  Definition  (308),  wenn  wir  schreiben, 

I...OP=q  =  a*ß,     Tu  —  1 ,    Saß  =  0, 

der  Ort  des  Punktes  P  der  Umfang  eines  Kreises  mit  dem 
Mittelpunkt  O,  und  dem  Radius  OB,  der  in  einer  Ebne  senk- 
recht zu  OA  liegt. 

(2.)  Wenn  wir  die  Bedingung  Tu  —  1  beibehalten,  aber 
nicht  die  Bedingung  Suß  =  0,  dann  ist  das  Product  tSß  im 
Allgemeinen  ein  Quaternion,  und  nicht  nur  ein  Yector;  aber 
wenn  wir  seinen  Vectortheil  (292)  nehmen,  können  wir  den 
neuen  vector  Ausdruck  bilden, 

IL.  .  OP=  g  =  V.u*ß  =  ßcosz  +  ysinx, 

wo 

III.  . .  2x  =  tn, 

und 

IV.  ..y  =  OC=  Vuß-, 
und  jetzt  ist  der  Ort  von  P  eine  ebne  Ellipse,  deren  Mittel- 
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punkt  O  ist,  und  deren  grosse  und  kleine  Halbachsen  OB  und 
OC  sind:  während  die  Winkelgrösse,  x,  das  ist,  was  oft  die 
excentrische  Anomalie  genannt  wird. 

(3.)  Wenn  wir  schreiben,  unter  denselben  Bedingungen  (2.), 

V.  ..  OB  =  p  =  Vß«:«  =  u-*Y, 

und 

VI.  .  .  OP'  =  0  =  Voa : «  «  «  Voa, 

so  dass  B'  und  P*  die  Projectionen  ;203;  von  B  und  P  auf 
eine  Ebne  sind,  welche  durch  O,  rechtwinklig  zur  Einheitslinie 
OA,  gelegt  ist,  so  haben  wir,  nach  II.,  die  Gleichung, 

VII.  .  .  u'  =  ,/cosj  +  j'sinr  =  "'ß,. 

so  dass  der  Ort  des  projicirten  Punktes  P'  ein  Kreis  ist,  in 
dem  OB'  und  OC  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Radien  sind. 

(4.)  Unter  denselben  Bedingungen  ist  der  elliptische  Ort 
(2.),  des  Punktes  P  selbst,  der  Durchschnitt  des  graden  Cy- 
liuders  [vergl.  203,  (5.)], 

VIII. . .  TVag  -  TVaß  «  Ty, 

mit  der  Ebne, 

IX.  . .  0  -  Syßg, 

oder 

IX'.  .  .  (PSuq  =  SaßSßg    (vergl.  298,  XXVI.); 

und  als  eine  Bestätigung  dieser  letzten  Formel  haben  wir, 
nach  II.  und  IV., 

X.  . .  Sag  =  Sa  ß  cos  x, 
Sßo  =  ß-cosx. 

(5.)  Wenn  wir  die  Bedingung  Saß-0  (1.)  beibehalten, 
aber  jetzt  nicht  die  Bedingung  Tu  =  1,  so  können  wir  wie- 
der die  Gleichung  I.  für  q  schreiben;  aber  der  Ort  von  P  ist 
jetzt  eine  logarithmische  Spirale,  deren  Pol  O  ist,  in  der  Ebne 
senkrecht  zu  OA ;  denn  gleiche  Winkelbewegungen  der  drehen- 
den Linie  OP  entsprechen  jetzt  gleichen  Multiplicationen  der 
Länge  der  Linie  o. 

(6.)  Zum  Beispiel,  wenn  der  skalar  Exponent  t  um  4  an- 
wächst, so  dass  die  sich  drehende  Einheitslinie, 

XI. .  .  Uo  -  Ual.  Uß 
in  die  Richtung  zurückkehlt  (vergl.  309,  XXIV.),  welche  sie 
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hatte,  bevor  das  Anwachsen  von  t  statt  fand,  so  wird  die  Länge 
Tq  der  drehenden  Linie  q  selbst,  oder  des  Radius  vector  des 
Ortes,  mit  Tu*  multiplicirt;  und  dieser  constante  und  positive 
Skalar  ist  jetzt  nicht  gleich  der  Einheit 

(7.)    Wenn  wTir  beide  Bedingungen  (1.)  verwerfen, 

Tu=  1,       und       Suß  =  0, 

so  dass  die  Linie  a,  oder  die  Basis  der  Potenz  u*,  jetzt  weder 
eine  Einheitslinie  ist,  noch  senkrecht  zu  ß,  nämlich  zu  der- 
jenigen Linie,  an  welcher  die  Potenz  operirt,  als  ein  Factor, 
so  müssen  wir  wieder  vector  Theile  nehmen,  aber  wir  haben 
jetzt  den  neuen  Ausdruck : 

XII.  .  .  OP  =  q  =  V.  &ß  =  a'  [ß  cos  x  +  y  sin  sr), 

in  dem  wir  zur  Abkürzung  geschrieben  haben, 

XIII.  .  .  «  =  Tu ,  =  V{  Uu .  ß). 

(8.)  In  diesem  complicirteren  Falle  ist  der  Ort  von  P 
wieder  eine  ebne  Curve,  und  kann  jetzt  eine  elliptische*  loga- 
rithmische Spirale  genannt  werden;  denn  wenn  wir  den  skalar 
Factor,  unterdrücken,  so  verfallen  wir  wieder  auf  die  Form 
IL,  und  haben  wieder  eine  Ellipse  als  Ort:  aber  wenn  wir 
diesen  Factor  in  Rechnung  ziehn,  so  finden  wir  [vergl.  (2.)], 
dass  gleiche  Zunahmen  der  excentrischen  Anomalie  {x\  in  der 
so  bestimmten  Hülfsellipse,  gleichen  Vervielfachungen  der  Länge 
{Tg)  des  Vectors  der  neuen  Spirale  entsprechen. 

(9.)  Wir  können  auch  B  und  P,  wie  in  (3.),  in  die  Punkte 
B  und  P',  auf  die  Ebne  durch  O  senkrecht  zu  OA  projiciren, 
und  diese  Ebne  enthält  wieder  den  Endpunkt  C  des  Hülfs- 
vectors  und  dann  wird,  da  leicht  zu  beweisen  ist,  dass 
y  =  Uu .  ß1,  die  Gleichung  der  projicirten  Spirale  (wenn  Tu  > 
oder  <  1), 

XIV7.  .  .  o  =  a'(ß'  cos  j-  +  j'sin  x)  =  u*  ß'\ 

so  dass  wir  wieder  auf  den  Fall  (5.)  gebracht  werden,  und  wir 


*  Die  gebräuchliche  logarithinische  Spirale  könnte  vielleicht ,  im 
Gegensatz  zu  dieser ,  eine  kreisförmige  logarithmische  Spirale  genannt 
werden.   Vergleiche  den  folgenden  Nebenartikel  (9.),  in  lirtreff  der  Pro 
jection  der  hier  sogenannten  elliptischen  logarithmischen  Spirale. 
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sehn,  dass  die  projicirte  Curve  eine  logarithmische  Spirale  ist, 
von  der  bekannten  und  gewöhnlichen  Art. 

(10.)  Verschiedene  Spiralen  von  doppelter  Krümmung 
könnnen,  in  demselben  allgemeinen  Sinne,  allein  dadurch  dar- 
gestellt werden,  dass  man  ein  vector  Glied  proportional  mit  t 
einfuhrt,  im  Verein  mit  einem  constanten  vector  Glied,  oder 
ohne  dasselbe,  in  jeden  der  vorher  gegebenen  Ausdrücke  für 
den  variablen  Vector  q.    Zum  Beispiel,  die  Gleichung, 

XV. . .  q  —  ctu  +  tSß, 

im  Verein  mit 

Tu  =  \ ,      und       Saß  =  0, 

wo  c  irgend  ein  constanter  Skalar  verschieden  von  null  ist, 
stellt  eine  Schraubenlinie  dar,  auf  dem  graden  kreisförmigen 
Cylinder  VIII 

(11.)  Und  wenn  wir  einen  neuen  und  variablen  Skalar,  i/, 
als  Factor  in  das  Glied  rechter  Hand  einfuhren,  und  somit 
schreiben, 

XVL..Q  =  cta  +  ua'ß, 

so  erhalten  wir  einen  Ausdruck  für  einen  variablen  Vector  (>, 
der  von  zwei  variablen  Skalaren  {t  und  u)  abhängig  angesehn 
wird,  und  der  somit  (99)  der  Ausdruck  für  einen  Vector 
einer  Fläche  wird:  nämlich  jener  wichtigen  Schraubenfläche, 
welche  der  Ort  der  Lothe  ist,  die  man  von  den  verschiedenen 
Punkten  einer  gegebenen  Schraubenlinie  auf  die  Achse  des  Um- 
drehung8cylinders  fällt,  auf  welchem  jene  Schraubenlinie,  oder 
spiralige  Curve,  gezogen  ist 

815.  Ohne  für  jetzt  das  Studium  dieser  Orte  durch  Qua- 
ternionen  weiter  zu  verfolgen,  mag  doch  bemerkt  werden,  dass 
die  Definition  (308)  der  Potenz  «*,  besonders  für  den  Fall, 
wenn  Tu  =  1  ist,  in  Verbindung  mit  den  Gesetzen  (182)  von 
t,  j,  k,  und  mit  der  Identificirung  (295)  dieser  drei  wichtigen 
rechten  Versoren  mit  ihren  Indices,  uns  in  den  Stand  setzt, 
ausser  anderen  die  folgenden  Transformationen  aufzustellen, 
welche  sich  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  als  nützlich  er- 
weisen werden. 
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(1.)  Es  sei  u  irgend  ein  Einheitsvector ,  und  es  möge  * 
irgend  ein  Skalar  sein;  dann  ist, 

I.  .  .  S.a-*  =  S.a'\ 
IL  . .  S.a-'-1  =  S.u*+l  =  -  S.a'-1 ; 

m.  .  .  «<=  S.a*  +  uS.a*-1] 

IV.  ..«-*=  S.a*-  «S.a«-1; 
V.  .  .  {S.  a1)2  +  {S.  -  «*<*-*  =  1. 

(2.)  Es  mögen  u  und  t  irgend  zwei  Einheitsvectoren  sein, 
und  es  sei  t  wieder  irgend  ein  Skalar;  dann  ist 

VI...  S.«*=  S.t'; 
Vn..T.«,  =  «Ä.ß'-1; 

vni. . .  u  v.  «<  =  «a  s.  o4-1  =  5.  «*+*. 

(3.)   Daher  ist,  nach  den  Gesetzen  von  i,  j,  k, 
IX. .  .  iT.i'  =jV.f  =  = 

(4.)  Wir  haben  auch,  nach  denselben  Grundsätzen  und 
Gesetzen, 

X.  ..iV.f  =  V.k*\ 

kV.i'^V.f; 

XI.  .  ,JV.*-  -  V.kl\ 

(5.)  Der  Ausdruck  308,  (10.),  für  einen  beliebigen  Vector 
p,  kann  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden: 

XII.  .  .  g  =  rF.A2'  +  i  +  rk*  V.i1: 

(6.)    Und  er  kann,  wie  folgt,  entwickelt  werden: 

XIII. .  .  q  =  r  {(icos/yr  -+•  j  sin  tn)  sin  s n  4-  äcosäti}. 

(7.)  Wir  werden  im  zweiten  Kapitel  dk-ses  Theils  auf 
einige  von  diesen  letzten  Ausdrücken  zurückkommen,  im  Zu- 
sammenhang mit  Differentialen  und  Ableitungen  von  Potenzen 
von  Vectoren;  aber  für  die  Zwecke  dieses  Abschnitts  ist 
genug  gegeben. 
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Elfter  Abschnitt. 

Ueber  Potenzen  und  Logarithmen  diplanarer  Quaternionen ; 
und  über  einige  zusätzliche  Formeln. 

316.  Wir  wollen  dieses  Kapitel  mit  einem  kurzen  er- 
gänzenden Abschnitt  schliessen,  in  dem  die  letzte  Definition 
(308)  einer  Potenz  eines  Veetors,  mit  einem  skalar  Exponenten, 
so  erweitert  werden  soll,  dass  er  den  allgemeinen  Fall  einer 
Potenz  eines  Quaternions  mit  einem  quaternion  Exponenten 
einschliesst ,  selbst  wenn  die  beiden  so  in  Zusammenhang  ge- 
brachten Quaternionen  diplanar  sind:  und  eine  damit  im  Zu- 
sammenhang stehende  Definition  soll  gegeben  werden  (welche 
in  Uebereinstimmung  ist  mit  der  weniger  allgemeinen  von  der- 
selben Art,  die  im  zweiten  Kapitel  des  zweiten  Theils  ange- 
geben wurde),  für  den  Logarithmus  eines  Quaternions  in  einer 
beliebigen  Ebne*:  zusammen  mit  einigen  wenigen  zusätzlichen 
Formeln,  welche  vorher  nicht  so  passend  eingeführt  werden 
konnten. 

(1.)    Wir  schlagen  nun  vor,  allgemein  zu  schreiben, 

q  sei  irgend  ein  Quaternion,  und  t  sei  die  reelle  und  bekannte 
Basis  des  natürlichen  (oder  Napier'schen)  Systems  der  Lo- 
garithmen reeller  und  positiver  Skalare;  so  dass  (wie  üblich'. 

II.  . .  b  =  tl  =  1  +  |  +  ~  -f-  u.  s.  w. 

«2*71828... 
[Vergl.  240,  (1.)  und  (2.).] 

(2.)  Wir  werden  auch ,  für  irgend  einen  Quaternion  y, 
den  folgenden  Ausdruck  für  seinen  —  wie  wir  ihn  nennen 
wollen  —  Hauptlogarithmus,  oder  einfach  seinen  Loga- 
rithmus, hinschreiben, 

*  Die  Quaternionen,  welche  in  dem  Kapitel,  auf  welches  Bezug  ge- 
nommen ist,  betrachtet  worden  sind,  waren  sämmtltch  in  der  Ebne  des 
rechten  Versors  i  angenommen.  Siehe  dagegen  die  zweite  Anmerkung 
zu  Seite  355. 
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HL  ..lq  =  ITq  +  Z.  q.ül'fj; 
und  somit  erhalten  wir  (vergl.  243)  die  Gleichung. 

IV.  q. 

(3.)  Wenn  q  irgend  ein  wirklicher  Quaternion  (144)  ist, 
der  nicht  zu  einem  negativen  Skalar  entartet  (131),  so  gicbt 
die  Fonnel  III.  einen  bestimmten  Werth  Air  den  Logarithmus. 
lq,  an;  er  ist  von  der  Art  (vergl.  wieder  243),  dass 

V.  .  .  Slq  =  / Tq\ 
VL..Vlq=  Lq.UYq: 

TEL..UVlq  =  UVq\ 

XHl...TVlq=  L.q\ 

der  skalar  Theil  des  Logarithmus  ist  somit  der  (natürliche) 
Logarithmus  des  Tensors;  und  der  vector  Theil  desselben 
Logarithmus  lq  wird  durch  eine  Linie  in  der  Richtung  der 
Achse  Ax.q  construirt,  deren  Länge  zu  der  angenommenen 
Längeneinheit  in  demselben  Verhältniss  steht,  wie  dasjenige  ist, 
welches  der  Winkel  L.  q  zu  der  üblichen  Wiukeleinheit  [vergl. 
241,  (2.),  (4.)]  hat. 

(4.)  Wenn  allein  verlangt  würde,  es  sollte  der  Gleichung, 

IX.  .  .  & '  —  q, 

genügt  werden,  in  welcher  q  als  ein  gegebener  und  wirklicher 
Quaternion  angenommen  wird,  welcher  nicht  gleich  irgend 
einem  negativen  Skalar  (3.)  ist,  so  könnten  wir  das  thun,  in- 
dem wir  schreiben  (vergl.  wieder  243), 

X.  .  .  q  =  (log?),,  =  lq  +  2  n  71  UVq, 

wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  positiv  oder  negativ  oder 
null;  und  unter  diesem  Gesichtspunkt  ist  das,  was  wir  den 
Logarithmus,  lq,  des  Quaternions  q,  genannt  haben,  nur  das. 
was  als  die  einfachste  Lösung  der  exponential  Gleichung  IX. 
betrachtet  werden  kann,  und  als  solche  so  bezeichnet  wer- 
den kann: 

XL  .  .  lq  =  (l0g?)0. 

(5.)  Der  ausgenommene  Fall  (3.),  wenn  q  ein  negativer 
Skalar  ist,  wird  in  dem  Sinne  ein  unbestimmter,  aber  kein 
unmöglicher  Fall:  denn  wir  haben,  zum  Beispiel,  nach  der 
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Definition  III.  den  folgenden  Ausdruck  für  den  Logarithmus 
der  negativen  Einheit, 

XII. . .  /(-  l)«»y-l; 

der  in  seiner  Form  mit  älteren  und  wohlbekannten  Resultaten 
übereinstimmt,  aber  hier  so  gedeutet  wird,  als  ob  er  irgend 
einen  Einheitsvector  bedeute,  dessen  Länge  zu  der  Längen- 
einheit im  Verhältniss  von  n  zu  1  (vergl.  243,  VH)  steht 

(6.)  Wir  schlagen  auch  vor,  allgemein,  für  irgend  zwei 
Quaternionen ,'  q  und  q\  selbst  wenn  sie  diplanar  sind,  den 
folgenden  Ausdruck  [vergl.  243,  (4.)]  für  den  —  wie  wir 
sagen  wollen  —  Hauptwerth  der  Potenz,  oder  einfach 
für  die  Potenz,  hinzuschreiben,  in  welchem  der  vorige  Qua- 
teraion  q  die  Basis  ist,  während  der  letztere  Quaternion  q\ 
der  Exponent  ist: 

XIII.  . .     -  6*'*; 

und  so  erhält  die  quaternion  Potenz,  im  Allgemeinen, 
mit  Hülfe  der  Definitionen  I.  und  III.,  eine  vollkommen  be- 
stimmte Bedeutung. 

(7.)  Wenn  die  Basis,  q,  ein  Vector,  p,  wird,  so  wird  sein 
Winkel  ein  rechter  Winkel;  die  Definition  III.  ergiebt  daher, 
für  diesen  Fall, 

XIV... /p  =        +  l  Ug; 

und  das  ist  der  Quaternion,  welcher  in  dem  Ausdruck, 

XV.  .  .  0*  =  t<  \ 
mit  q  multiplicirt  wird. 

(8.)  Wenn  der  Exponent  q,  bei  derselben  vector  Basis, 
ein  Skalar,  t,  wird,  so  wird  die  letzte  Formel: 

XVI.  .  .  o<  =  «»♦  =  To'.*'"', 

wenn 

2x  =  tn ; 

und  da,  nach  L,  die  Beziehung  {LTg)3  —  —  1,  ergiebt, 
XVII.  .  .  tF°*  =  COS  *  +  Upsinr, 

oder  kurz, 

XVII'.  .  .       =  cusx, 
so  sehn  wir,  dass  die  vonge  Definition,  308, 1.,  der  Potenz 
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auf  diesem  Wege  reproducirt  wird,  als  eine,  welche  in  der  all- 
gemeineren Definition  XIII.,  der  Potenz  q* ,  mitenthalten  ist; 
denn  wir  können,  nach  der  zuletzt  erwähnten  Definition,  schreiben, 

XVni. . .  [UgY  =  i*u'  =  cqs  ~    (vergL  234,  VIII.), 

mit  den  letzten  Werthen  XVI.  und  XVII.  für  x  und  «xü*. 

(9.)  In  der  jetzt  vorgetragenen  Theorie  diplanarer  Qua- 
ternionen können  wir  nicht  erwarten,  zu  finden,  dass  die  Summe 
der  Logarithmen  irgend  zweier  vorgeschlagenen  Factoren,  all- 
gemein, gleich  dem  Logarithmus  des  Productes  sein  wird;  doch 
in  dem  einfacheren  und  zuerst  behandelten  Falle  complanarer 
Quaternionen,  kann  diese  algebraische  Eigenschaft  als  geltend 
angesehn  werden,  mit  den  gebührenden  Modificationen  in  Be- 
treff der  Vielfachheit  der  Werthe.* 

(10.)  Die  Definition  III.  setzt  uns  indessen  in  den  Stand, 
allgemein  die  sehr  einfache  Formel  (vergl.  243,  IL,  III.) 
aufzustellen : 

XIX.  .  .  lq  =  l{Tq.Uq)  =  ITq  +  lUq\ 

in  welcher  [vergl.  (3.)], 

XX...    Wq  =  Lq.UVq  =  Vlq; 
XXI...  TlUq=  Lq\ 

XXn.  .  .  UlUq  =  UVq. 
(11.)    Wir  haben  auch  allgemein,  nach  XIII.,  für  irgend 
einen  skalar  Exponenten,  t,  und  irgend  eine  quatemion  Basis, 
<y,  die  Potenz, 

XXIII.  . .  $  -      =  ( Tq)' .  (cos  t  L-  7  +  UVq .  sin  t  L  q) ; 
oder  kurz, 

XXLII'.  . .    =  7y .  cvst  L.  q, 

wenn 

v  =  UVq, 

hier  können  die  Parenthesen  um  Tq  fortgelassen  werden, 
denn  es  ist 

XXIV. . .  TV)  =  {TqY  =  T<f     (vergl.  237,  IL). 
(12.)    Wenn  die  Basis  und  der  Exponent  einer  Potenz 
zwei  rechtwinklige  Vectoren,  o  und  g,  sind,  dann  ist,  wie  auch 

•  In  243,  (3.)  hätte  bemerkt  werden  können,  dass  jeder  Werth 
jeden  Gliedes  der  Formel  IX.,  welcher  dort  gegeben  wurde,  einer  der 
Werthe  des  anderen  Gliedes  Ut;  und  eine  ähnliche  Bemerkung  pa«»t 
auf  die  Formern  I.  und  II.  von  236. 
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immer  ihre  Länge  sein  mag,  das  Product  g'lp,  nach  XIV., 
ein  Vector;  aber  e*  ist  stets  ein  Versor, 

XXV.  .  .  t"  —  cos  Ta  -f  Ua  sin  Ta, 

wenn  a  irgend  ein  Vector  ist;  wir  haben  daher, 

XXVI.  .  .  T.p  =  1, 

weun 

S.Qp  =  0; 

oder  mit  Worten,  die  Potenz  g*  ist  ein  Versor,  unter  der 
vorigen  Bedingung  der  Rechtwinkligkeit. 

(13.)  Zum  Beispiel  [vergl.  242,  (7.)*,  und  die  gleich 
folgende  Formel  XXVIIL), 

xxvn.     =   =  —  k-, 

und  allgemein,  wenn  die  Basis  eine  Einheitslinie  ist,  und  der 
Exponent  eine  Linie  von  irgend  welcher  Länge,  aber  senk- 
recht zur  Basis,  so  ist  die  Achse  der  Potenz  eine  Linie  senk- 
recht zu  beiden;  wenn  auch  die  Richtung  dieser  Achse  un- 
bestimmt wird,  dadurch  dass  sich  die  Potenz  selbst  auf  einen 
Skalar  reducirt,  was  in  gewissen  Fällen  vorkommen  kann. 

(14.)  Somit  können  wir  schreiben,  was  für  ein  Skalar  c 
auch  sein  mag, 

XXVIIL  . .  #  =  i*«  = 

=i  cos  2  -  Asm  2-; 

diese  Potenz  ist  daher  ein  Versor  (12.),  und  seine  Achse  ist 
allgemein  die  Linie  ^A;  aber  in  dem  Fall,  wenn  c  irgend 
eine  ganze  und  grade  Zahl  ist,  entartet  dieser  Versor  zur 
positiven  oder  negativen  Einheit  (153),  und  die  Achse  wird 
unbestimmt  (131). 

(15.)  Wenn  wir  wieder,  für  irgend  welchen  reellen  Qua- 
ternion,  q,  schreiben, 

XXIX...  UV9  =  v, 

und  daher 

*  Wir  fanden  ca  in  der  Theorie  complanarer  Quaternionen  an- 
gemessen ,  eine  gewisse  Vielfachheit  des  Werthcs  für  eine  Potenz  zuzu- 
lassen, wenn  der  Exponent  nicht  eine  ganze  Zahl  war;  und  daher  wurde 
eine  Bezeidinung  für  den  Hauptwerth  einer  Potenz  angewandt,  von  der 
uns  die  Uebereinkommen  des  gegenwartigen  Abschnitts  in  den  Stand 
setzen,  abzusehn. 
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XXX.  .  .  vq  —  qv, 

und 

XXXI.  1, 
so  bleibt  das  Verfahren  von  239  gültig,  wenn  wir  i  mit  v  ver- 
tauschen; die  Reihe,  welche  in  L  mit  tq  bezeichnet  wurde,  ist 
daher  stets  zuletzt  convergent*,  wie  gross  auch  immer  (aber 
endlich)  der  Tensor  Tq  sein  mag;  und  ebenso  sind  die  beiden 
folgenden  weiteren  Reihen,  die  aus  ilir  abgeleitet  sind,  und 
welche  darstellen  [vergL  242,  (3.)],  was  wir,  allgemein,  nach 
Analogie  mit  bekannten  Ausdrücken,  den  Cosinus  und  Sinus 
des  Quaternions  q  nennen  können,  schliesslich  stets  convergent: 
XXXII. .  .  cos  7  =  \  («*  +  r-*) 

*  1  ~  Ul  +  iT2X4  — u*9'w'; 
XXXIII. . .  sin  7  =  ~  («•*  -  r-*) 

=  \  ~  i .  2Ts+  i . 273TO"  ~  w* 
(16.)    Wir  werden  auch  als  Definition  aufstellen,  dass 
die  Secante,  Cosecante,  Tangente    und  Cotangente 
eines  Quaternions,  der  wieder  als  reell  angenommen  wird,  die 
Functionen  sind: 

XXXIV.  .  .  sec  g  —  2  —  ;       cosec  g  =  - — —  ; 

XXXV. . .  tan ,  _  .     cot ,  =  •  i 

und  somit  haben  wir  die  üblichen  Beziehungen,  sec  q  =  1 :  cos  q,  u.  s.w. 
(17.)   Wir  haben  auch, 

XXXVI.  .  .      —  cos  q  +  v  sin  q; 

e-**  =  cos  y  —  ü  sin  q; 
und  daher  ist,  wie  in  der  Trigonometrie  [vergl.  315,  (1.)], 
XXXVII.  .  .  (cos qY  +  (sin q)*  = 

=  6° 
=  1, 

was  für  ein  Quaternion  7  auch  sein  mag. 


•  In  der  That  kann  man  beweisen,  dass  diese  endliche  Convergenz 
besteht ,  selbst  wenn  der  Quaternion  imaginär  ist ,  oder  wenn  er  durch 
einen  Biquaternion  [214,  (8.)]  ersetzt  wird;  aber  wir  haben  hier  keine 
Gelegenheit,  irgend  welche  anderen,  als  reelle  Quaternionen  in  Betracht 
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(18.)  Und  alle  die  Formeln  der  Trigonometrie  für  die 
Cosinus  und  Sinus  der  Summen  von  zwei  oder  mehr  Bogen, 
u.  s.  w.,  bleiben  somit  auch  für  Quaternionen  gültig,  voraus- 
gesetzt, dass  die  so  zu  combinirenden  Quaternionen  in  ein  und 
derselben  Ebne  liegen;  zum  Beispiel, 

XXXVIII.  .  .  COS  (q  +  q)  -  COS  q  COS  q  —  sin  q  sin  q, 

wenn 

q  q. 

(19.)  Diese  Bedingung  der  Complanarität  Ist  hier  eine 
nothwendige;  denn  [vergl.  (9.)]  sie  ist  für  die  Aufstellung 
der  exponential  Beziehung  zwischen  Summen  und  Potenzen 
nothwendig. 

(20.)    Somit  können  wir  in  der  That  schreiben, 
XXXIX...  «i  + 

/  wenn 

aber,  im  Allgemeinen,  ergeben  die  Entwicklungen  dieser  bei- 
den Ausdrücke  die  Differenz, 

XL. . .  !■*  +  *—  &  ~  «"*  +  Glieder  drit- 

ter und  höherer  Ordnungen;  und 

XL\...{{qq  -qq)  =  V(  Vq .  Vq\ 

ein  Ausdruck,  welcher  nicht  verschwindet,  wenn  die  Quater- 
nionen q  und  q  diplanar  sind. 

(21.)  Einige  wenige  ergänzende  Formeln,  welche  mit  dem 
gegenwärtigen  Kapitel  im  Zusammenhang  stehn,  können  hier 
angefügt  werden,  wie  es  zu  Anfang  des  Artikels  (316)  erwähnt 
wurde.  Und  zuerst  mag  bemerkt  werden,  da  es  mit  der  Theorie 
der  Potenzen  von  Vectoren  im  Zusammenhang  steht,  dass, 
wenn  «,  ß,  y  irgend  drei  Einheitslinien,  OA,  OB,  OC,  sind 
und  wenn  a  die  Fläche  des  sphärischen  Dreiecks  A  BC  bezeichnet, 
dann  die  Formel  298,  XX.  so  geschrieben  werden  kann: 

XLU..  V^  =  «"5 

der  Exponent  ist  hier  ein  Skalar. 

(22.)  Die  unmittelbar  vorhergehende  Formel,  298,  XIX., 
ergiebt,  für  irgend  drei  Vectoren,  die  Relation: 

XLIII.  .  .  {üaßyf  +  {UßyY  +  {Uayf  +  (Uaß)2 
+  Way.SU«ß.SUßy  =  -  2; 
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zum  Beispiel,  wenn  a,  ß,  y  gleich  i,  j,  k  gemacht  werden,  so 
wird  das  erste  Glied  dieser  Gleichung,  1— 1  —  1-1  +  0=  —  2. 

(23.)  Das  Folgende  ist  eine  viel  complicirtere  Identität, 
welche  nicht  nur  drei  willkürliche  Vectoren  a,  ß,  y  umfasst, 
sondern  auch  vier  willkürliche  Skalare,  a,  b,  c  und  r;  aber 
sie  lässt  gewisse  geometrische  Anwendungen  zu,  und  der  Leser 
wird  finden,  dass  es  eine  gute  Uebung  in  Transformationen 
ist,  einem  Beweise  für  sie  selbst  nachzuforschen.  Um  die  Be- 
zeichnung abzukürzen,  werden  die  drei  Vectoren  a,  ß,  y,  und 
die  drei  Skalare  a,  b,  c  so  angesehn,  als  ob  sie  je  einen  Cy- 
klus  bildeten,  mit  Bezug  auf  welchen  die  Summen  2,  und  die 
Producte  77  gebildet  werden,  in  einem  Sinne,  der  so  durch 
ein  Beispiel  erläutert  werden  kann: 

XLIY.  .  .  2a  Vßy  =  aVßy  +  bVya+c  Vaß; 
na*  =  a}b*c\ 

Nachdem  dies  verständlich  gemacht  ist,  gebe  ich  die  zu  be- 
weisende Formel;  sie  ist  die  folgende: 

XLV.  .  .  (Saßy)*  +  (2uVßy)*  +  r*(2Vßy)* 
-  r*[2a(ß- y)]*  +  277(r»  +  Sßy  +  bc)  =  2/7(r»  +  a*) 
+  2/7«»  +  2(r*  +  u*  +  a*)  {( Vßy)* 
+  2bc(r*+  Sßy)-r*(ß-y)*\x 

das  Summationszeichen  in  der  letzten  Linie  erstreckt  sich 
über  alles,  was  folgt. 

(24.)  Zum  Beispiel,  wenn  man  die  vier  Skalare  a,  b,  c,  r 
jeden  =  0  macht,  so  ergiebt  die  Formel  für  irgend  drei  Vec- 
toren ce,  ß,  y,  die  Beziehung, 

XL  VT.  .  .  (Saßy)2  +  21ISßy  =  2fla>  +  2.  a*(Vßy)*- 
und  sie  stimmt  mit  der  sehr  nützlichen  Gleichung  294,  LIII. 
überein,  denn 

XL  VII.  .  .  u*(Vßy)*  =  a*  {(Sßy)*  -  ß*  y*} 

=  (aSßy)*  -  IIa*. 
(25.)   Es  seien  a,  ß,  y  die  Vectoren  der  drei  Punkte  A} 
B,  C,  welche  ausserhalb  einer  gegebenen  Kugel  liegen,  deren 
Radius  r  ist,  und  deren  Gleichung  ist,' 

XLVIII. .  .  q*  +  r*  =  0,     (vergl.  282,  XITL); 
und  es  mögen,  a,  b,  c  die  Längen  der  Tangenten  an  diese 
Kugel  bezeichnen,  welche  von  diesen  drei  Punkten  aus  bezüg- 
lich gezogen  sind.    Wir  haben  dann  die  Beziehungen: 
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XLIX.  .  .  a*  +  a*  =  ß*  +  b*  =  y*  +  c*  =  —  r1; 

so  da88  r*  -f  a1  =  —  as,  iL  s.  w.,  und  das  zweite  Glied  der 
Formel  XLV.  verschwindet;  das  erste  Glied  dieser  Formel 
ist  daher  auch  gleich  null,  bei  diesen  Bedeutungen  der  Buch- 
staben: und  somit  erhält  man  einen  Satz,  welcher  sich  sehr 
nützlich  erweist,  bei  der  Erforschung  des  Systems  der  acht 
(reellen  oder  imaginären)  kleinen  Kreise,  welche  eine  ge- 
gebene Reihe  von  drei  kleinen  Kreisen  auf  einer  Kugel  be- 
rühren. 

(26.)  Wir  können  auf  diese  Erforschung  hier  nicht  ein- 
gehn ;  aber  können  bemerken,  dass,  da  der  Yector  g  des  Fuss- 
punktes P  des  Lothes  OP,  welches  vom  Anfangspunkt  O  auf 
die  grade  Linie  AB  gefällt  ist,  durch  den  Ausdruck, 

gegeben  wird,  wie  auf  mannigfachen  Wegen  bewiesen  werden 
kann,  die  Bedingung  der  Berührung  der  graden  Linie  AB  mit 
der  Kugel  XLV  III.  durch  die  Gleichung  ausgedrückt  wird, 
LI —  TVßa  =  r  T(a  —  ß)\ 

oder 

LH. . .  ( Vßa)s  =  r*(a  —  ß)2; 
oder  durch  eine  andere  leichte  Transformation,  mit  Hülfe-  von 
XLIX., 

LIU.  .  .  (rf  +  Saß)2  -  (r>  +  a*)  (r*  +  (P) 

=  aH\ 

(27.)  Diese  letzte  Gleichung  erlaubt  offenbar  eine  Zer- 
legung in  zwei  Factoren,  welche  zwei  abwechselnde  Bedingun- 
gen darstellen,  nämlich, 

LIY.  .  .  r2  +  Saß  —  ab  =  0; 
LV.  .  .  rs  +  Saß  +  ab  =  0; 

und  wenn  wir  wieder  die  Tangenten  a  und  b  (25.)  als  positiv 
ansehn,  so  ist  leicht  zu  beweisen,  auf  mehrfach  verschiedenen 
Wegen,  dass  der  erste  oder  der  zweite  Factor  ausgewählt 
wird,  je  nachdem  der  Punkt  P,  in  welchem  die  Linie  AB  die 
Kugel  berührt,  zwischen  die  Punkte  A  und  B  fallt,  oder  nicht 
fällt;  oder  mit  anderen  Worten,  je  nachdem  die  Länge  dieser 
Linie  gleich  der  Summe,  oder  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Tangenten  ist. 
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(28.)   In  der  That  haben  wir,  im  ersten  Falle, 
LVL..  T{ß- + 

oder 

0  =  [ß  -  a)*  +  (b  +  a)2  =  -  2(rl  +  Suß  -  ab), 
kraft  der  Beziehungen  XLIX.;  dagegen,  im  zweiten  Falle, 
LVII.  ..  T{ß—ä)  =  ±(*-a), 

oder 

0  =  {ß  -  u)'  +  {b  -  a)*  =  -  2(r'  +  Suß  +  aÄ); 
und  es  mag  bemerkt  werden,  dass  wir  auf  diesem  Wege  hätten 
dahin  gelangen  können,  das  System  der  beiden  Bedingungen 
(27.)  zu  finden,  und  daraus  die  Gleichung  LQL,  oder  ihre 
Transformationen,  LH.  und  LI. 

(29.)  Wir  können  uns  einen  Tangentenkegel  von  A  aus 
denken,  welcher  der  Kugel  XLVI1I.  umschrieben  ist,  und 
welcher  sie  in  einem  kleinen  Kreise  berührt,  dessen  Ebne, 
oder  die  Polarebne  des  Punktes  A,  —  wie  man  leicht  findet 
—  die  Gleichung  hat, 

LVin.  .  .  Suo  +  rs  =  0 
[vergl.  294,  (28.),  und  215,  (10.)];  und  ebenso  stellt  die  Gleichung, 

LIX.  .  .  SßQ  +  rs  =  0, 
die  Polarebne  des  Punktes  B  dar,  und  diese  Ebne  schneidet 
die  Kugel  in  einem  zweiten  kleinen  Kreise:  und  diese  beiden 
Kreise  berühren  einander,  wenn  eine  der  beiden  Bedingungen 
(27.)  erfüllt  wird;  solche  Berührung  ist  eine  äussere  für  den 
Fall  LIV.,  dagegen  eine  innere  für  den  Fall  LV. 

(30.)  Die  Bedingung  (26.)  für  die  Berührung  der  Linie 
und  Kugel  hätte  auf  andere  Weise  gefunden  werden  können, 
als  die  Bedingung  für  die  Gleichheit  der  Wurzeln  in  der  qua- 
dratischen Gleichung  [vergl.  216,  (2.)], 

LX.  .  .  0  =  [xa  +  yß)1  +  {*  +  tfr-, 

oder 

LXL  .  .  0  =  x3{r*  +  «*)  +  2xy  r!  +  Suß)  +  ^ V  +  ß*)\ 
die  Berührung  wird  somit  hier  als  ein  Fall  des  Zusammen- 
fallens der  Durchschnittspunkte  angesehn. 

(31.)  Die  Gleichung  der  Conjugation  [vergl.  215,  (13.)], 
welche  ausdrückt,  dass  jeder  der  beiden  Punkte  A  und  B  in 
der  Polarebne  des  andern  liegt,  ist  (mit  den  gegenwärtigen 
Bezeichnungen), 

LXII.  .  .  r2  +  Suß  =  0; 
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die  gleichen,  aber  entgegengesetzten  Wurzeln  von  LXL,  welche 
dann  statt  haben,  wenn  die  Linie  die  Kugel  schneidet,  ent- 
sprechen hier  der  wohlbekannten  harmonischen  Theilung  der 
Secantlinie  AB  [vergL215,  (16.)],  und  sie  verbindet  somit  zwei 
conjugirte  Punkte. 

(32.)  Ebenso  erhalten  wir,  aus  der  quadratischen  Glei- 
chung 216,  III.,  die  entsprechende  Gleichung, 


welche  die  Vectoren  A,  p  irgend  zweier  Punkte  L,  M  in  Zu- 
sammenhang setzt  ,  die  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  das 
Ellipsoid  216,  IL;  und  wenn  wir  den  Punkt  L  auf  die  Ober- 
fläche versetzen,  so  stellt  die  Gleichung  LXELI.  die  Tangen- 
tialebne  im  Punkte  L  dar,  wenn  man  sie  als  den  Ort  des  con- 
jugirten  Punktes  3/  ansieht;  und  daraus  ist  leicht  die  Normale 
in  irgend  einem  Punkte  des  Ellipsoids  abzuleiten.  Aber  alle 
Untersuchungen,  welche  Normalen  zu  Oberflächen  be- 
treffen, können  besser  im  Zusammenhang  mit  der  Differen- 
tialrechnung der  Quaternionen  durchgeführt  werden,  zu 
der  wir  zunächst  Übergehn  wollen. 

(33.)  Es  mag  indessen  hier  hinzugefügt  werden,  in  Betreff 
der  Potenzen  von  Quaternionen  mit  skalar  Exponenten  (11.), 
dass  das  Symbol  tfrq-'  einen  Quaternion  darstellt,  welcher 
aus  r  gebildet  wird,  durch  eine  konische  Drehung  seiner  Achse 
um  diejenige  von  q  um  einen  Winkel  =  2tL.q\  und  die  beiden 
Glieder  der  Gleichung, 


LXIV...  (qrq~*y  =  qr<q-\ 

sind  Symbole  für  ein  und  denselben  Quaternion. 
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Kapitel  IL 

Ueber  Differentiale  und  Entwicklungen  ron  Functionen 
der  Quaternionen;  und  Uber  einige  Anwendungen  der 
Quaternionen  auf  geometrische  und  physikalische  Fragen. 


Erster  Abschnitt. 
Ueber  die  Definition  simultaner  Differentiale. 

317.  In  dem  vorhergehenden  Kapitel  dieses  Theils,  und 
an  verschiedenen  Stellen  des  Theils,  welcher  ihm  vorhergeht, 
haben  wir  in  dem  Maasse,  als  wir  vorschritten,  Gelegenheit 
genommen,  eine  beträchtliche  Mannigfaltigkeit  von  Beispielen 
fiir  die  geometrische  Verwendbarkeit  der  Quaternionen  vorzu- 
bringen: aber  sie  wurden  gegeben,  hauptsächlich  um  uns  zu 
unterstützen,  dem  Leser  die  Bedeutungen  von  neuen  Bezeich- 
nungen einzuprägen,  oder  die  von  neuen  Combinationen  von 
Symbolen,  wenn  sich  solche  unserer  Beachtung  von  selbst  im  Fort- 
gange darboten.  In  diesem  Schlusskapitel  wünschen  wir  einige 
wenige  weitere  Beispiele  zu  bieten,  ebenfalls  von  geometrischer 
Art,  aber  in  freierer  Weise  als  vorher  von  Tangenten  und 
Normalen  an  Curven  und  Oberflächen  zu  handeln ;  und  wenigstens 
einige  Proben  für  die  Anwendung  der  Quaternionen  auf  phy- 
sikalische Untersuchungen  zu  geben.  Doch  zuerst  scheint  mir 
nothwendig,  hier  einige  Sätze,  und  einige  Bezeichnungen,  all- 
gemein aulzustellen,  welche  Differentiale  von  Quaternionen,  und 
von  Functionen  derselben  betreffen. 

318.  Die  gebräuchlichen  Definitionen  von  Differential- 
coefficienten  und  von  abgeleiteten  Functionen  werden  sich  all- 
gemein nicht  anwendbar  auf  unsere  Rechenart  erweisen,  in 
Folge  der  Eigenschaft  der  Quaternionniultiplication  (168, 191), 
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allgemein  nicht  umkehrbar  zu  sein.  Es  wird  daher  noth- 
wendig,  zu  einer  neuen  Definition  der  Differentiale 
unsere  Zuflucht  zu  nehmen,  welche  doch  so  gefasst  sein  muss, 
dass  sie  mit  den  üblichen  Regeln  der  Differentiation  in  Ueber- 
einstimmung  ist,  und  sie  umschliesst:  denn  Skalare  (131)  so- 
wohl, wie  Vectoren  (292).  werden  —  wie  wir  gesehn  haben  — 
von  dem  allgemeinen  Begriff  der  Quaternionen  umfasst, 

319.  Indem  wir  nach  einer  solchen  neuen  Definition 
suchen,  ist  es  natürlich,  auf  die  ersten  Grundsätze  alles  dessen 
zurückzugehn ,  was  das  Wesen  der  Differentiale  ausmacht:  und 
in  Betracht  zu  ziehn,  wie  wohl  der  grosse  Entdecker  der 
Fluxionen  die  Frage  würde  behandelt  haben,  wenn  er  jenes 
mächtigen  Hülfsmittels  der  gemeinen  Rechnung  beraubt  ge- 
wesen wäre,  welches  durch  den  commutativen  Charakter  der 
algebraischen  Multiplication  gewährt  wird;  oder  durch  die  ge- 
bräuchliche Gleichung, 

*y  =  y*, 

wenn  man  sie  als  eine  allgemeine  ansieht,  oder  als  eine,  welche 
für  jedes  Factorenpaar,  x  und  y,  besteht;  doch  sollen  Grenz- 
betrachtungen stets  erlaubt,  unendlich  kleine  Grössen  da- 
gegen stets  ausgeschlossen  sein:  und  in  der  That  würden  die 
Fluxionen  selbst  als  im  Allgemeinen  endlich*)  ange- 
selm  werden  können,  nach  dem,  was  die  letzte  Ansicht  New- 
ton's  gewesen  zu  sein  scheint. 

320.  Die  Antwort  auf  diese  Frage,  welche  ein  Studium 
der  Principia  an  die  Hand  zu  geben  scheint,  ist  in  der  folgen- 
den Definition  enthalten,  welche  —  wie  wir  glauben  —  voll- 
kommen allgemein  ist,  was  den  älteren  Calcül  betrifft,  und 
welche  wir  vorschlagen,  für  Quaternionen  zu  adoptiren: 

„Gleichzeitige  Differentiale  (oder  entsprechende 

*  Vergleiche  die  Bemerkungen,  welche  dem  zweiten  Hülfssatz  des 
zweiten  Buchs  der  Principien  (dritte  Ausgabe,  London  1726)  angefugt 
sind;  und  besonders  die  folgende  Stelle  (Seite  244): 

„Aeque  enim  tpectatur  in  hoc  Lemmate  magnitudo  momentorum,  ted 
prima  nascentium  proportio.  Eodetn  recidit  ri  loco  momentorum  utur- 
pentur  rel  velocitates  incrementorum  ac  decrementorum  (qua»  ttiam  motu*, 
mutationes  et  ßuxionc*  quantitatutn  nominare  licet)  vel  Jinitae  quaevit 
quantitates  velocitatfbut  hisce  proportionales." 
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Fluxionen)  sind  Grenzwerthe  Gleichvielfacher*  von 
gleichzeitigen  und  abnehmenden  Differenzen." 

Und  umgekehrt,  wenn  immer  irgend  welche  gleichzeitigen 
Differenzen,  irgend  eines  Systems  von  Variabein,  sämmtlich 
zusammen  zu  verschwinden  streben,  nach  irgend  einem  Gesetz, 
oder  System  von  Gesetzen;  dann  heissen  diese  Grenzwerthe, 
wenn  irgend  welche  Gleichvielfachen  dieser  abnehmenden 
Differenzen  sämmtlich  zusammen  irgend  einem  System  von  end- 
lichen Grenzwerthen  zustreben,  gleichzeitige  (simultane)  Diffe- 
rentiale der  zu  einander  in  Beziehung  stehenden  Variabein  des 
Systems;  und  sie  werden  als  solche  dadurch  bezeichnet,  dass 
man  den  Buchstaben  d,  als  ein  charakteristisches  Zeichen  der 
Differentiation,  dem  Zeichen  einer  jeden  solchen  Variabein 
vorsetzt. 

321.    Vollständiger  und  in  Zeichen,  es  mögen 

I-    •   •   @y     J*y    &f   •   •  • 

# 

irgend  ein  System  von  Variabein  (quaternion  oder  anderen)  be- 
zeichnen, welche  mit  einander  im  Zusammenhang  stehn;  und 
es  mögen 

II.  .  .  Aq,  Ar,  As, . . . 

*  Was  den  Begriff  betrifft,  solche  Differenzen  zu  mnltipliciren ,  oder 
allgemein  irgend  welche  Grössen,  welche  Bämtntlich  zusammen  kleiner  wer- 
den, zu  dem  Zweck,  ihre  schliesslichen  Beziehungen  ersichtlicher  zu  machen, 
so  kann  er  durch  verschiedene  Stellen  aus  den  Principia  von  Sir  Isaac 
Newton  gestützt  werden;  aber  besonders  durch  den  ersten  Abschnitt 
des  ersten  Buchs.  Man  sehe  zum  Beispiel  den  siebenten  Hülfssatz  (p.  31), 
in  welchem  solche  Ausdrücke,  wie  die  folgenden,  vorkommen:  „intelli- 
gent ur  semper  AB  et  AD  ad  puncto  longinqua  b  et  d  produci"  

„ideoque  rectae  temper  finitoe  Ab,  Ad,  .  .  Die  Vorschrift,  „ad  puncto 
longinqua  produci",  wird  im  Znsammenhang  mit  dem  achten  und  neunten 
Hülfssatz  desselben  Buchs  und  Abschnitts  wiederholt;  während  wir  unter 
dem  ersteren  von  diesen  beiden  Hülfssützen  den  Ausdruck  antreffen, 
„triangula  temper  finita" ,  welcher  auf  die  vergrößerten  Darstellungen 
von  drei  Dreiecken  angewandt  wird,  die  sämmtlich  zusammen  unbe- 
grenzt abnehmen:  und  unter  dem  letzteren  Hülfssatz  treffen  wir  die 
Worte  an,  „manente  longitudine  Ae",  wo  Ae  eitie  endliche  und  constante 
Linie  ist,  welche  durch  eine  beständig  zunehmende  Vervielfachung  einer 
beständig  abnehmenden  Linie  AE  (Seite  33  der  erwähnten  Ausgabe)  or- 
halten  wird. 
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wie  üblich,  ein  System  von  Differentialen  bezeichnen,  welche 
mit  ihnen  in  Verbindung  stehn  (oder  simultan  sind);  in  der 
Weise,  dass  die  Summen, 

III.  .  .  q  +  Jq,  r  +  Ar,  s  +  As,... 

ein  neues  System  von  Variabein  sein  sollen,  welche  denselben 
Gesetzen  in  Betreff  des  Zusammenhangs  genügen,  welche  sie 
auch  immer  sein  mögen,  wie  diejenigen  sind,  welchen  durch 
das  erste  System  I.  genügt  wird.  Wenn  man  dann  schritt- 
weise von  dem  neuen  System  zu  dem  alten  zurückgeht,  oder 
schrittweise  von  dem  alten  zu  dem  neuen  fortschreitet,  so 
kann  man  die  gleichzeitigen  Differenzen  IL  (im  Allgemeinen) 
sämmtlich  dazu  bringen,  sich  zusammen  der  Null  zu 
nähern,  denn  es  ist  klar,  dass  sie  sämmtlich  zusammen  ver- 
schwinden können.  Wenn  wir  dagegen,  während  wir  uns  die 
Differenzen  selbst  in  dieser  Weise  zusammen  in  unbegrenz- 
ter Weise  abnehmen*  denken,  sie  sämmtlich  mit  ein  und 
derselben,  aber  anwachsenden  Zahl,  «,  multiplicirt  denken,  so 
kann  das  System  ihrer  Gleichvielfachen, 

IV.  .  .  nAfj,  nAr,  njs,  .  .  . 

dahin  streben,  gleich  einem  gewissen  bestimmten  System  von 
endlichen  Grenzwerthen  zu  werden.  Und  wenn  das  stattfindet, 
wozu  es  in  allen  gewöhnlichen  Fällen  durch  eine  angemessene 
Anpassung  des  Zuwachses  von  n  zur  Abnahme  von  A  7,  u.  s.  w. 
gebracht  werden  kann,  so  sagt  man,  die  so  erhaltenen  Grenz- 
werthe  sind  die  simultanen  Differentiale  der  zu  ihnen  in  Be- 
ziehung stehenden  Variabein,  g,  r,  s\  und  sie  werden  als  solche, 
durch  die  Symbole: 

\  .  .  .  dqf  dr,  ds,  .  .  . 

bezeichnet 


*  Man  k.um  sagen,  ein  Quaternion  nimmt  ab,  wenn  sein  Tensor 
abnimmt;  und  er  nehme  unbegrenzt  ab,  wenn  sein  Tensor  der  XuU 
zustrebt. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Elementare  Erläuterungen  der  Definition  aus  der  Algebra 

und  Geometrie. 

322.  Um  keinen  möglichen  Zweifel,  oder  keine  Unklar- 
heit, in  Betreff  des  Sinnes  der  vorhergehenden  Definition  zu- 
rückzulassen, wollen  wir  sie  hier  anwenden,  um  das  Differential 
eines  Quadrates,  in  der  Algebra,  und  dasjenige  eines  Recht- 
ecks, in  der  Geometrie,  zu  bestimmen;  und  dabei  werden 
wir  zeigen,  dass,  während  für  derartige  Fälle  die  älteren  Kegeln 
reproducirt  werden,  die  behandelten  Differentiale  nicht  klein 
zu  sein  brauchen;  und  dass  es  ein  Fehler  und  nicht  eine  Ver- 
besserung der  Resultate  sein  würde,  wenn  wir  irgend  welche 
weiteren  Glieder  in  die  Ausdrücke  für  dieselben  einführen 
würden,  zu  dem  Zwecke,  sämmtliche  Differentiale  gleich  den 
entsprechenden  Differenzen  zu  machen:  obwohl  einige  von 
ihnen  so  angenommen  werden  können,  nämlich  eins  in  dem 
ersten  Beispiel,  und  in  dem  zweiten  Beispiel  zwei. 

(1.)  Was  die  Algebra  betrifft,  so  wollen  wir  die  Gleichung 
betrachten, 

I.  .  .  i)  —  xt; 

sie  ergiebt, 

IL  ..y  +  Ay  =  {x+Ax)\ 
und  daher,  wie  gewöhnlich,* 

HI. .  .  Ay  =  2xAx  +  Ar%\ 

oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 

IV.  .  .  nA!/  =  2xnAx  +  n-1(nAx)*, 
wo  n  ein  beliebiger  Multiplicator  ist,  welcher,  der  Einfach- 


*  Wir  schreiben  hier,  wie  es  gemeiniglich  geschieht,  Jx*  um  (J/)J 
zu  bezeichnen:  während  J.jr*,  nach  derselben  bekannten  Uebereinkunft, 
für  J(j-*I,  oder  für  dy  geschrieben  werden  würde.  Ebenso  werden  wir 
dx*,  wie  üblich,  für  (dr)'  sehreiben;  und  werden  dix*)  durch  d .  a-J  be- 
zeichnen. Vergleiche  die  Bezeichnungen  Sg*,  S.y*,  und  Fy*,  V.g3,  in 
199  und  204. 
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heit  wogen,  als  eine  positive  ganze  Zahl  angenommen  wer- 
den kann. 

(2.)  Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  dass,  während  die  Differenzen 
Ax  und  Ay  abnehmen,  welche  stets  mit  einander  und  mit  x 
durch  die  Gleichung  III.  verbunden  bleiben,  und  zusammen 
der  Null  zustreben,  die  Zahl  n  anwächst,  in  der  transformirten 
Gleichung  IV.,  und  der  Unendlichkeit  zustrebt,  in  einer  solchen 
Weise,  dass  das  Product,  oder  Vielfache,  n  Ax,  einer  gewissen 
endlichen  Grenze  a  zustrebt;  und  das  kann,  zum  Beispiel,  der 
Fall  sein,  wenn  wir  uns  die  Verpflichtung  auferlegen,  dass  Ax 
stets  der  Bedingung  zu  genügen  habe, 

V.  .  .  Ax  —  n~la, 

oder 

n  Ax  =  a, 

nachdem  wir  vorher  einen  gewissen  gegebenen  und  endlichen 
Werth  für  a  ausgewählt  haben. 

(3.)  Wir  erhalten  dann,  mit  der  letzten  Bedingung  V., 
den  folgenden  Ausdruck  nach  IV.  für  das  Gleichvielfache  n  Ay 
der  anderen  Differenz  Ay. 

VI.  .  .  nAy  =  2ia  +  «-1aJ 
=    b  +«-1aJ, 

wenn 

b  =  2xa 

ist.  Aber  da  a,  und  daher  a-,  gegeben  und  endlich  ist  [2.), 
während  die  Zahl  n  ins  Unendliche  anwächst,  so  strebt  das 
Glied  n~la2,  in  dem  Ausdruck  VI.,  für  nAy,  ins  Unbegrenzte 
der  Null  zu,  und  sein  Grenzwerth  ist  in  aller  Strenge  null. 
Daher  sind  die  beiden  endlichen  Grössen,  a  und  b  (da  x  als 
endlich  angenommen  worden  ist),  zwei  gleichzeitige  Grenzwerthe, 
denen,  unter  den  angenommenen  Bedingungen,  die  beiden  Gleich- 
vielfachen, n Ax  und  nAy,  zustreben*;  sie  sind  daher,  nach  der 


*  In  diesem  FaUe  hat,  in  der  That,  das  Vielfache  njx  nach  V.  einen 
constanten  Werth,  nämlich  a;  aber  es  erweist  »ich  ab  angemessen,  den 
Gebrauch  des  Wortes ,  Grenzwerth ,  so  auszudehnen  ,  dass  er  den  Fall 
von  Constanten  einschliesst:  oder  allgemein  zu  sagen,  dass  eine  Conatante 
ihr  eigner  Grenzwerth  ist. 
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Definition  (320),  gleichzeitige  Differentiale  von  x  und  y:  und 
wir  können  demnach  (321)  schreiben, 

VII.  ..dx  —  Uj       dy  =  b  =  2xa\ 

oder,  wie  gewöhnlich,  nach  Elimination  von  a, 
YIIL..dy  =  d.x*  =  2xdx. 

(4.)  Und  man  würde  den  gebräuchlichen  Ausdruck  für 
das  Differential  des  Quadrates  einer  Variabein  x  in  der  Al- 
gebra nicht  verbessern,  sondern  verschlechtern,  nach  der 
angenommenen  Definition  (320) ,  wenn  man  zu  ihm  das 
Glied  dx*  hinzufügen  würde,  in  Nachahmung  der  Formel 
III.  für  die  Differenz  A.x*.  Denn  dies  würde  darauf  hinaus 
kommen,  anzunehmen,  dass  für  einen  gegebenen  und  endlichen 
Werth,  a,  von  dx,  oder  von  n  Ax,  das  Glied  n-1«2,  oder 
n~ldx\  in  dem  Ausdruck  VI.  mr  n  Ay,  aufhören  könnte  sich 
der  Null  zu  nähern,  während  die  Zahl,  n,  durch  welche  das 
Quadrat  von  dx  dividirt  wird,  unbegrenzt  anwächst,  oder  sich 
(wie  oben)  der  Unendlichkeit  nähert. 

(5.)  Als  arithmetisches  Beispiel  mögen  hier  die  Werthe 
gegeben  werden, 

IX...x  =  2,   y  =  x2  =  4,    dx=  1000; 

und  es  wird  gefordert,  als  Folgerung  der  Definition  (320),  den 
arithmetischen  Werth  des  gleichzeitigen  Differentials,  dy,  zu 
berechnen.  Wir  erhalten  jetzt  die  folgenden  Gleichvielfachen 
der  gleichzeitigen  Differenzen, 

X. .  .  nAx  =  dx  =  1000; 

n  Ay  -  4000  +  1000000  »-»; 

aber  der  Grenzwerth  des  n-ten  Theils  einer  Million  (oder  irgend 
einer  grösseren,  aber  gegebenen  und  endlichen  Zahl)  ist  genau 
null,  wenn  n  unbegrenzt  anwächst;  der  gesuchte  Werth  von 
dy  ist  daher,  in  aller  Strenge,  in  diesem  Beispiel, 

XL.,  dy  =  4000. 

(6.)  Und  wir  sehn,  dass  die  beiden  gleichzeitigen 
Differentiale, 

XIL  .  .  dx  =  1000, 
dy  =  4000, 
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in  diesem  Beispiel  den  beiden  gleichzeitigen  Differenzen, 

XIII.  .  .  Ax  =  dx  =  1000, 

Ay  =  1002l-22  =  1004000, 

auch  nicht  annähernd  gleich  sind,  den  Differenzen,  welche  dem 
Werthe  n  —  1  entsprechen ;  wenn  sie  auch,  ohne  Zweifel,  nach 
dem  reinen  Begriff  der  gleichzeitigen  Differentiale,  wie  er  in 
der  Definition  (320)  verkörpert  ist,  solche  gleichen  Theile, 
welche  man  von  ihnen  zu  nehmen  hat,  haben  müssen,  wie 

XIV.  .  .  n~1dx       und  n~xdy, 

die,  für  grosse  Wertho  der  Zahl  n,  einem  gewissen  System 
von  gleichzeitigen  und  abnehmenden  Differenzen, 

XV.  . .  Ax      und  Ay, 

nahezu  gleich  sind;  und  einem  solchen  System  um  so  mehr 
und  mehr  nahezu  gleich  sind,  selbst  in  der  Art  eines  Verhält- 
nisses, je  kleiner  und  kleiner  sie  sämmtlich  zusammen  werden, 
und  zusammen  zu  verschwinden  streben. 

(7.)  Zum  Beispiel,  während  tue  Differentiale  selbst  die 
constanten  Werthe  XII.  beibehalten,  sind  ihre  millionsten 
Theile,  bezüglich, 

XVI.  ..71-1,/*  =  0-001, 

und 

n-hly  =  0-004, 

wenn 

n  =  1000000; 

und  derselbe  Werth  der  Zahl  n  ergiebt,  nach  X.,  die  Werthe 
von  gleicher  Strenge  der  beiden  gleichzeitigen  Differenzen, 
wie  folgt, 

XVII.  ..Ax  =  0-001, 

und 

Jy  =  0-004001; 

so  dass  diese  Werthe  der  abnehmenden  Differenzen  XV.  schon 
als  nahezu  gleich  den  beiden  gleichen  Theilen,  XTV.  oder  XVI., 
der  beiden  gleichzeitigen  oder  zusammengehörigen  Differentiale, 
XU.,  angesehn  werden  können.  Und  es  ist  augenscheinlich, 
dass  diese  Annäherung  noch  besser  erreicht  werden  würde, 
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wenn  man  grössere  Werthe  der  Zahl,  »,  nähme,  ohne  die 
strengen  und  constanten  Werthe  XII.,  von  d*  und  dy,  da- 
durch üherhaupt  zu  beeinflussen. 

(8.)  Es  ist,  indessen,  auch  augenscheinlich,  dass  wir,  nach 
der  Annahme  y  mm  .r-  und  x  =  2,  wie  in  IX.,  auch  irgend  einen 
andern  endlichen  Werth  für  das  Differential  dx  hätten  an- 
nehmen können,  anstatt  des  Wcrthes  1000;  und  wir  würden 
dann  einen  verschiedenen  (aber  noch  endlichen)  Werth  für 
das  andere  Differential,  r/y,  haben  ableiten  können,  und  nicht 
den  vorher  abgeleiteten  Werth,  4000:  aber  es  würde  stets,  in 
diesem  Beispiel,  oder  für  diese  Form  der  Function,  »/,  und  fllr 
diesen  Werth  der  Variabein,  .r,  in  aller  Strenge  die  Beziehung 
zwischen  den  beiden  gleichzeitigen  Differentialen,  dx  und  rfy, 
bestehn, 

XYIIT.  .  .  d;i  =  4dx; 

sie  ist  unverkennbar  ein  Fall  der  Gleichung  VIII.,  und  kann 
durch  gleiche  Betrachtungen  bewiesen  werden. 

323.  Indem  wir  zu  dem  versprochenen  Beispiel  aus  der 
Geometrie  (322.)  Übergehn,  werden  wir  wieder  sehn,  dass 
Differenzen  und  Differentiale  im  Allgemeinen  nicht  mit  ein- 
ander zu  verwechseln  sind,  und  dass  die  letzteren  (gleichwie 
die  ersteren)  nicht  klein  zu  sein  brauchen.  Aber  wir  werden 
auch  sehn,  dass  die  Differentiale  (gleichwie  die  Differenzen), 
welche  in  der  Aufstellung  einer  Beziehung,  oder  in  dem  Aus- 
spruch eines  Satzes  vorkommen,  welche  Grössen  betreffen,  die 
sich  zusammen  ändern,  irgend  einem  Gesetz  oder  irgend 
welchen  Gesetzen  gemäss,  selbst  nicht  unter  einander  gleich- 
artig zu  sein  brauchen:  es  wäre  hinreichend,  dass  jede  im  Be- 
sondern mit  der  Variabein  gleichartig  wäre,  welcher  sie  ent- 
spricht, und  deren  Differential  sie  ist,  wie  eine  Linie  einer 
Linie,  oder  eine  Fläche  einer  Fläche.  Wir  werden  auch  sehn, 
dass  die  Definition  (320.)  uns  in  den  Stand  setzt,  das  Diffe- 
rential eines  Rechtecks  zu  construiren,  als  die  Summe  zweier 
anderen  (endlichen)  Rechtecke,  ohne  irgendwie  auf  Längenein- 
heiten, oder  auf  Flächeneinheiten  Bezug  zu  nehmen,  und  ohne 
-elbst  in  Gedanken  irgend  welche  numerische  Berechnung  an- 
zuwenden, von  welcher  Art  sie  auch  immer  sein  mag. 
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(1.)  Es  sei  also,  wie  in  der  nebenstehenden  Figur  74. 
ABCD  irgend  ein  gegebnes  Rechteck,  und  es  seien  BE  und 
DG  irgend  beliebige,  aber  gegebne  und  ondliche  Zunahmen 
seiner  Seiten ,  A  />'  und  A  ü.  Mau  vervollständige  das  ver- 
größerte Rechteck  GAFF,  oder  kurz  AF,  welches  somit  das 
gegebne  Rechteck  A  C,  oder  CA ,  um  die  Summe  der  drei 

partiellen  Rechtecke,  CS,  CF,  CG, 
s  f*1    Übertrifft :   oder    um   den   —  wie 

können    —  Gnouiou*, 


wir 


sagen 


A 


( '  /;  /•;  FG 1)  C.  Man  nehme  auf  der 
Diagonale  CF  einen  Punkt  /  an, 
so  dass  die  Linie  CI  irgend  ein  be- 
liebig gewählter  Tlieil  der  Diago- 
nale sein  kann;  und  ziehe  durch  I, 
wie  in  der  Figur,  die  Linien  UM, 
KL,  parallel  zu  den  Seiten  AI),  AB;  sie  schneiden  daher  auf 
den  Verlängerungen  der  Seiten  A  Ii,  A  I),  gleiche  Theile  Ii  II, 
DK  der  beiden  gegebnen  Zuwächse,  BF,  DG,  der  beiden 
gegebnen  Seiten  ab. 

(2.)  Man  stelle  sich  jetzt  vor,  dass  in  dieser  Construction 
der  Punkt  /  au  den  Punkt  C  heranrücke,  oder  dass  wir  eine 
Reihe  von  neuen  Punkten  I  auf  der  gegebnen  Diagonale  CF 
annehmen,  näher  und  näher  dem  gegebnen  Punkte  C,  indem 
wir  die  Linie  CI,  der  Reihe  nach,  als  einen  kleineren  und 
kleineren  Theil  der  Diagonale  annehmen.  Dann  nehmen  die 
beiden  neuen  linearen  Abstände,  B  II,  DK,  und  der  neue 
Gnonion,  CBII IKDC,  oder  die  Summe  der  drei  neuen  Theil- 
rechtecke,  CII,  CI,  CK.  sämmtlich  unbegrenzt  ab,  und  streben 
zusammen  zu  verschwinden:  sie  bleiben,  indessen,  stets  ein 
System  dreier  gleichzeitigen  Differenzen  (oder  Zuwächse)  der 
beiden  gegebnen  Seiten,  AB,  AD,  und  der  gegebnen  Fläche, 
oder  des  Rechtecks,  AC. 

(3.)  Aber  die  gegebnen  Zunahmen,  BF  und  DG,  der 
beiden  gegebnen  Seiten,  sind  stets  (nach  der  Construction) 
Gleichviclfache  der  beiden  ersten  von  den  drei  neuen  und  ab- 


•  Das  Wort ,  Gnomon ,  wird  hier  mit  einer  ein  wenig  erweiterten 
Bedeutung  gebraucht  als  im  zweiten  Buch  des  Euclid. 
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nehmenden  Differenzen;  sie  können  daher,  nach  der  Definition 
(320),  willkürlich  angenommen  werden  als  zwei  gleichzeitige 
Differentiale  der  beiden  Seiten,  Ali  und  AD,  vorausge- 
setzt, dass  wir  dann  den  Grenzwerth  des  Gleichvielfachen 
des  neuen  Gnomon  (2.),  oder  der  abnehmenden  Differenz 
zwischen  den  beiden  Rechtecken.  A  C  und  A  /,  von  denen  das 
erste  gegeben  ist,  als  das  entsprechende  oder  gleichzeitige 
Differential  des  Rechtecks  AC  behandeln. 

(4.)  Wir  haben  daher,  zuerst,  den  neuen  Gnomon,  oder 
den  Unterschied  von  AC,  AI,  oder  der  Summe  (2.)  der  drei 
Theilrechtecke,  C  II,  CI,  CK,  in  dem  Verhäitniss  von  BE  zu 
IUI.  oder  von  DG  zu  DK  anwachsen  zu  lassen;  und  haben 
dann,  zweitens,  den  Grenzwerth  der  so  angewachsenen  Fläche 
zu  suchen.  Denn  dieser  letzte  Grenzwerth  ist,  nach  der  De- 
finition (320.),  genau  und  in  aller  Strenge  gleich  dem  gesuchten 
Differential  des  Rechtecks  AC;  wenn  die  gegebnen  und  end- 
lichen Zuwächse,  BE  und  DG.  als  die  Differentiale  der  Seiten. 
AB,  AD,  angenommen  werden,  wie  es,  nach  (3.1,  erlaubt  ist. 

(5.)  Wenn  wir  nun  in  dieser  Weise  jetzt  die  beiden  neuen 
Theilrechtecke,  CII  und  CK,  anwachsen  lassen,  so  erhalten 
wir  genau  die  beiden  vorigen  Theilrechtecke,  CE  und  CG; 
und  sie  müssen,  da  sie  gegeben  und  constant  sind,  als  ihre 
eigenen  Grenzwerthe*  angesehn  werden.  Wenn  wir  dagegen 
das  andere  neue  Theilrechteck  CI  in  demselben  Verhäitniss 
anwachsen  lassen,  so  finden  wir  nicht  das  alte  Theilrechteck 
CE  wieder,  welches  ihm  entspricht;  sondern  wir  erhalten  das 
neue  Rechteck  CL,  oder  das  ihm  gleiche  Rechteck  CM,  welches 
nicht  constant  ist,  sondern  unbegrenzt  abnimmt,  in  dem  Maasse. 
als  der  Punkt  /  sich  dem  C  nähert;  und  zwar  in  solcher  Weise, 
dass  der  Grenzwerth  der  Fläche  dieses  neuen  Rechtecks  CL. 
oder  CM,  in  aller  Strenge  null  ist. 

(6.)  Wenn  daher  die  gegebnen  Zuwächse,  BE,  DG. 
wieder  als  die  Differentiale  der  gegebnen  Seiten  AB,  AD  an- 
genommen werden  (eine  Annahme,  welche  —  wie  wir  sahn  — 
erlaubt  ist),  so  ist  bewiesen  (nicht  angenommen),  als  eine  not- 
wendige Folgerung  der  Definition  (320),  dass  das  Differential 

*  Vergleich««  <Hc  Anmerkung  auf  Seite  570. 

88« 


:>76 
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«ler  gegebnen  Fläche,  oder  des  Rechtecks.  AC\  genau  und  in 
aller  Strenge  gleich  der  Summe  der  beiden  Theilrochtecke 
VE  und  VG  ist;  denn  das  ist  der  Grenzwerth  (5.)  des  Viel- 
fachen des  neuen  Gnomon  (2.),  in  der  Construction. 

(7.)  Und  wenn  es  irgend  jemand  gäbe,  der  annähme,  er 
könne  den  bekannten  Werth  für  das  Differential  eines  Recht- 
ecks dadurch  verbessern,  dass  er  zu  ihm  das  Rechteck  CF 
hinzufügte,  als  ein  neues  Glied  oder  als  einen  Theil  von  ihm. 
um  es  so  dem  vorigen  oder  gegebnen  Gnomon  (1.)  gleich  zu 
machen,  so  würde  er  (wenn  man  die  Definition  zugäbe)  einen 
geometrischen  Irrthum  begehn,  welcher  damit  gleichbedeutend 
wäre,  anzunehmen,  dass  die  beiden  ähnlichen  Rechtecke  CI 
und  CF  zu  einander  im  einfachen  Verhält niss  ihrer  homologen 
Seiten  stehn,  anstatt  im  doppelten  Verhältnis,  wie  es  in  der 
That  der  Fall  ist. 


Dritter  Abschnitt. 

Ueber  einige  allgemeine  Folgerungen  der  Definition. 

324.  Es  möge  also  irgend  eine  Gleichung  von  der  Form 
vorgeschlagen  werden, 

I  .  .  .  Q  wm  F(rj,  r,  .  .  .); 

und  es  seien  rfy,  r/r,  .  .  .  irgend  welche  angenommenen  (aber 
im  Allgemeinen  endlichen)  und  gleichzeitigen  Differentiale  der 
Variabein,  q,  r,  .  .  .,  mögen  sie  Skalare,  oder  Vectoren,  oder 
Quaternionen  sein,  und  von  ihnen  soll  Q  abhängen,  nach  der 
Gleichung  I.  Dann  ist  das  entsprechende  (oder  gleichzeitige) 
Differential  der  Function,  Q,  von  ihnen  gleich  (nach  der  Defi- 
nition 320,  vergleiche  321)  dem  folgenden  Grenzwerth: 

II. . .  dQ  =  lim.  n  lf(fj  +  n~ld<j,  r  +  n_1rfrl . . .) 

II  =  X  ' 

-F{q,  r,  .  .  .)  j  ; 
wo  n  irgend  eine  ganze  Zahl  (oder  irgend  ein  anderer  posi- 
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tiver*  Skalar)  ist,  welchen  man  sich,  wie  es  die  Formel  aus- 
drückt, unbegrenzt  grösser  und  grösser  werden  und  so  zur 
Unendlichkeit  streben  denkt.  Und  wenn  wir  uns,  im  Beson- 
dern, die  Function  Q,  als  nur  eine  Variable  q  umfassend, 
vorstellen,  so  dass 

HL.. 

dann  ist 

IV.  .  .  dQ  =  dfq  =  lim.  »  [/(//  +  n-idq)  -  fq\  ■ 

eine  Formel  für  das  Differential  einer  einzelnen  expliciten 
Function  einer  einzigen  Variabein,  welche  vollkommen  mit 
derjenigen  übereinstimmt,  welche  fast  am  Ende  des  ersten 
Theils  für  die  Differentiale  eines  Vectors,  und  eines  Skalars, 
gegeben  wurde,  wenn  jeder  von  ihnen  als  eine  Function  (100) 
einer  einzigen  skalar  Variabein,  /,  angesehn  wird;  aber  jetzt 
wird  sie,  als  eine  Folgerung  aus  der  allgemeinen  Definition 
(320),  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wenn  die  mit  einander  im  Zu- 
sammenhang stehenden  Variabein,  q,  Q,  und  ihre  Differentiale, 

(lQi  Quaternionen  sind:  mit  einer  analogen  Anwendung 
der  noch  allgemeineren  Formel  für  die  Differentiation  IL  auf 
Functionen  von  mehreren  Quaternionen. 

(1.)  Als  ein  Beispiel  für  den  Gebrauch  der  Forniel  IV. 
wollen  wir  das  Quadrat  von  q  als  die  zu  betrachtende  Function 
von  q  nehmen,  so  dass 

V...  Q=fq  =  q*. 

Dann  ist,  nach  der  Formel, 

\L..dQ  =  dfq=hm.n\  (q  +  n-*dq)*-q*  J 

HS  40    "  ' 

=  lim. {q.rfq  +  dq.q  +  n~1dqt), 
mmm 

wo  dqt  das  Quadrat  von  dq  bezeichnet  **;  das  heisst. 

VII.  .  .  d.q*  =  q.dq  +  dq.q, 


*  Wenn  man  einige  seltene  Fälle  von  Unstetigkeit  ausnimmt,  welche 
wir  für  jetzt  nicht  in  Betracht  ziehu ,  so  kann  man  sich  eben  so  wohl 
vorstellen,  dass  der  Skalar,  n,  der  negativen  Unendlichkeit  zustrebt. 
*•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  569. 
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oder  ohne  die  Punkte*  zwischen  y  und  dq, 

VIF.  .  .  d.q-  =  qdq  +  <lqq\ 

und  dieser  Ausdruck  für  das  Differential  des  Quadrates  eines 
Quaternions  lässt  im  Allgemeinen  keine  weitere  Reduction  zu: 
denn  y  und  dq  können  im  Allgemeinen  nicht  vertauscht  wer- 
den, als  Factoren  bei  der  Multiplication.  Wenn  indessen 
grade  statt  hat,  dass,  wie  in  der  Algebra,  q  .  dq  =  dq  .  q  ist, 
nämlich,  wenn  die  beiden  Quaternionen  q  und  dq  complanar 
sind,  dann  nimmt  der  Ausdruck  VII.  augenscheinlich  die  übliche 
Form,  322,  VIII.,  an,  oder  wird, 

VIII.  .  .  d.q*  =  2qdq, 

wenn 

rffj.ll  (123). 

(2.)  Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  annehmen,  die  Function 
sei  der  Reciproke, 

IX.  ..  Q=fq  =  q-\ 
Dann  haben  wir,  da 

X.  .  .  f(q  +  n- 1  dq)  -f[q)  =(q  +  n~  ■  dq)~ » -  q- » 

=  (q  +  »- 1  rf?)- 1  f?  -  (7  +  »- 1 '''/)  j  7~ 1 

=  —  n~ l(q  -f-  H~ldq)~i  >dq.>i~x, 

—  ein  Ausdruck,  dessen  Grenzwerth  — q~1dq.q-x  ist,  wenn  man 
ihn  mit  n  inultiplicirt  —  den  folgenden  Ausdruck  für  das  Diffe- 
rential des  Reciproken  eines  Quaternions, 

XI. .  .  r/.y-1  =  -  q-Kdq.q-1; 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  509. 
**  Der  Punkt  zwischen  d  und  q*,  in  dem  ersten  Gliede  von  VII. 
ist  unerlässlieh ,  um  das  Differential  des  Quadrates  vom  Quadrat  des 
Differentials  zu  unterscheiden.  Aber  grade  so,  wie  dies  letztere  Quadrat 
kurz  durch  dq*  bezeichnet  wird,  so  können  die  Producte,  q.dq  und  dq.q, 
geschrieben  werden  qdq  und  dqq;  das  Symbol,  dq,  wird  somit  als  ein 
ganzes  behaudelt,  oder  als  wenn  es  ein  einziger  Buchstabe  wäre.  Doch, 
um  dem  Ausdruck  grössere  Klarheit  zu  geben ,  werden  wir  den  Punkt 
zwischen  q  und  dq  beibehalten,  in  mehreren  (wenn  auch  nicht  in  allen) 
folgenden  Formeln,  indem  wir  es  dem  Leser  überlassen,  ihn  fort- 
zulassen, wenn  es  ihm  beliebt.  ' 
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oder  ohne  die  Punkte*  im  zweiten  Gliede,  wenn  dq  (wie  in 
VII'.)  als  ein  ganzes  Symbol  behandelt  wird, 

XI'.  .  .  d.q~*  =  -  y-'^/v1; 

ein  Ausdruck,  der  sich  im  Allgemeinen  nicht  weiter  reduciren 
lüs>t,  aber,  wie  in  der  gewöhnlichen  Rechnung,  wird, 

XII. . .  d.q~l  —  —  q~2dq, 

wenn 

dq  q, 

das  heisst,  in  dem  Falle,  wenn  der  Quatcrnion  und  sein  Diffe- 
rential complanar  sind. 

325.  Weitere  Beispiele  für  die  quatemion  Differentiation 
werde  ich  im  folgenden  Abschnitt  geben;  aber  die  beiden  vor- 
hergehenden können  in  ausreichendem  Maa<se  dazu  dienen,  die 
Natur  dieser  Operation  auseinanderzusetzen,  und  die  Aehn- 
lichkeit  zu  zeigen,  welche  zwischen  ihren  Resultaten  und  denen 
der  älteren  Rechnungsweise  besteht,  und  zugleich  auch  ein 
Beispiel  für  den  Unterschied  zu  geben,  welcher  zwischen  ihnen 
im  Allgemeinen  statt  hat.  Und  hier  wollen  wir  dazu  über- 
gehn,  eine  Bezeichnungsweise  zu  erläutern,  welche  (wenigstens 
bei  der  Aufstellung  der  hier  gegebnen  Theorie  der  Differen- 
tiale) einige  Vortheile  zu  besitzen  scheint;  und  welche  uns  in 
den  Stand  setzen  wird,  eine  noch  kürzere  Definition  in  Zeichen, 
für  das  Differential  einer  Function  />/,  zu  geben,  als  vorher. 

(I.)  Wir  haben  als  Definition  (320,  824)  aufgestellt,  das  i 
wenn  dq  das  Differential  einer  quaternion  oder  andern) 
Variabein,  q,  ist,  dann  der  Grenzwerth  des  Vielfachen, 

l...n{f(q  +  n-^dq)-fq\, 

einer  unbegrenzt  abnehmenden  Differenz  der  Function  fq 
dieser  (einen)  Variabein  q,  wenn  er  in  Bezug  auf  eine  unbe- 
grenzte Zunahme  der  multiplicirenden  Zahl,  »,  genommen  wird, 
das  entsprechende  oder  gleichzeitige  Differential  dieser  Function 
ist,  und,  als  solcher,  durch  das  Symbol  dfq  bezeichnet  wird. 

(2.)  Aber  bevor  wir  in  dieser  Weise  zum  Grenzwerth 
Übergehn,  in  Bezug  auf  w,  und  während  der  Multiplicator,  w, 


•  Vergleiche  die  immittelbar  vorhergehende  Anmerkung. 
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noch  als  endlich  in  Betracht  gezogen  und  behandelt  wird« 

ist  das  Vielfache  I.  augenscheinlich  eine  Function  der  Zahl, 
n,  sowohl  als  der  beideu  unabhängigen  Variabein,  q  und  dq. 
Und  ich  schlage  vor,  diese  neue  Function  der  drei  Variabein, 

IT.  .  .  h,  f,       und  rfj, 

deren  Form  nach  dem  Gesetz,  welches  durch  die  Formel  L 
ausgedrückt  wird,  von  der  Form  der  gegebnen  Function.  /. 
abhängt  (wenigstens  für  jetzt),  durch  das  neue  Symbol, 

III.  .  ./«(?,  dq), 

zu  bezeichnen;  so  dass  wir  für  irgend  zwei  Variabein,  q  und 
q,  und  irgend  eine  Zahl,  ;/,  die  Gleichung  hinschreiben  können. 

IV...  /„  (q,  q  )  =  n  |  f(q  +  fT 1  q)  -  fq  J  J 

sie  kann  offenbar  auch  so  geschrieben  werden, 

und  sie  wird  hier  in  aller  Strenge,  kraft  der  Definitionen,  in 
Betracht  gezogen,  und  ohne  irgendwie  irgendetwas,  als  klein, 
zu  vernachlässigen 

(3.)  Zum  Beispiel,  es  erhellt  aus  der  kleinen  Berechnung 
in  324,  (1.),  dass,  * 

VI  .  .fn{q,  q)  -  99  +  9  9  +  »- 

wenn 

/f  =  ?fi 

und  aus  324,  (2.),  dass, 

Vn.  .  .fn(q,  q)  =  -  (q  +  W  ^')"  ■  q' q~  > . 

wenn 

fn  =  r1- 

(4.)  Und  die  Definition  von  dfq  kann  jetzt  kurz  so  aus- 
gedrückt werden: 

XW...dfq=fx(q,  dq); 

oder,  wenn  der  untere  Index  ^  als  selbstverständlich  angesehn 
wird,  so  können  wir,  noch  einfacher,  schreiben: 

IX.  .  .  dfq  =f(.q,  dq)\ 

dieser  letzte  Ausdruck,  /  (q,  dq),  oder  /  (q,  q),  bezeichnet  so- 
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mit  eine  Function  zweier  unabhängigen  Variabein,  q  und  q\ 
deren  Form  aus  der  gegebuen  oder  vorgeschlagenen  Form 
der  Function  fq  einer  einzigen  Variabein,  q,  nach  einem  Gesetz 
abgeleitet*  oder  entwickelt  wird  [vergl.  (2.)],  dessen  Studium 
einer  der  Hauptgegenstände  der  Differentialrechnung  (wenigstens 
was  Quaternionen  betrifft)  ist. 

326.  Eine  der  wichtigsten  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Functionen  von  dieser  Art,  f  (q,  q'),  ist  die,  dass  sie  säinmt- 
lich  distributiv  sind  in  Bezug  auf  die  zweite  unabhängige 
Variable,  q\  welche  in  dem  vorhergehenden  Verfahren  der  — 
wie  wir  es  genannt  haben  —  Ableitung**  von  einer  gewissen 
gegebnen  Function  fq,  einer  einzigen  Variabein,  q,  eingeführt 
wurde:  dieser  Satz  kann  in  folgender  Weise  bewiesen  werden, 
mögen  die  beiden  unabhängigen  Variabein  Quaternionen  sein, 
oder  nicht. 

(1.)  Es  möge  q"  irgend  eine  dritte  unabhängige  Variable 
sein,  und  es  sei  «  irgend  eine  Zahl;  dann  ergiebt  die  Formel 
325,  V.  die  drei  folgenden  Gleichungen,  welche  aus  dem  Gesetz 
der  Ableitung  von  /„  {q,  q)  aus  fq  folgen: 

I.  .  ,f[q  +  n- Y)  =  /<!  +  "~\fn(<J,  q")\ 

IL  .  ./(y+rr-y+n-V)  =f{q  +  n-iq')+n-ifn(q+  »"»y ",?'); 
HI.  .  .f(q  +  H-^q  +  n- V)  =/?  +  *-»/•(*  q  +  f)\ 

*  Ich  habe  bemerkt,  oder  darauf  hingewiesen,  in  3 IS,  dass  die  übliche 
Definition  einer  abgeleiteten  Function ,  nämlich  diejenige ,  welche  von 
Lagrauge  in  dem  calcul  des  fonetions  gegeben  ist,  nicht  zur  Grundlage 
für  eine  Differentialrechnung  der  Quaternionen  genommen  werden  kann: 
wenn  sich  auch  solche  abgeleiteten  Functionen  von  Skalaren  gelegentlich 
von  selbst  einstellen,  in  den  Anwendungen  einer  solchen  Rechnung,  wie 
in  100,  (3.)  und  (4.1,  und  in  einigen  ähnlichen,  aber  allgemeineren  Fallen, 
die  ich  bald  anmerken  werde.  Das  gegenwärtige  Gesetz  der  Ableitung 
ist  von  ganz  anderer  Art ,  denn  es  führt ,  wie  wir  sehn ,  von  einer  ge- 
gebnen Function  von  einer  Variabein  zu  einer  abgeleiteten  Function 
von  zwei  Variabein,  welche  im  Allgemeinen  von  eiuauder  unabhängig 
sind.  Die  Function  fn(q,  q)  der  drei  Variabcln,  n,  q,  q,  kann  auch  eine 
abgeleitete  Function  genannt  werden,  denn  sie  wird,  nach  dem  fest  be- 
stimmten Gesetz  IV. ,  von  derselben  gegebnen  Function  fq  hergeleitet, 
obwold  sie  im  Allgemeinen  eine  weniger  einfache  Form  hat  als  ihr  eigner 
Grenzwerth,  jfx  (q,  q),  oder  f(q,  q). 

**)  Vergleiche  die  unmittelbar  vorhergehende  Anmerkung. 


582  Elemente  der  Quaternionen.  [Thoil  III. 

indem  wir  sie  vergleichen,  sein»  wir  sofort,  dass 

IV...  fn  (y,  q  J-  y")  =/.  !q  + »- '  y", '/)  +/.  (7,  y") ; 

die  Form  der  ursprünglichen  Function,  fqt  und  die  Werthc 
der  vier  Variabein,  «7,  y,  y"  und  «,  bleiben  hierbei  säramtlicb 
willkürlich:  wenn  man  ausnimmt,  dass  7/  als  eine  Zahl  an- 
genommen ist,  oder  wenigstens  als  ein  Skalar,  während  y,  y'r 
tf"  Quatemionen  sein  können  (oder  es  nicht  sein  können). 

(2.)    Zum  Beispiel,   wenn   wir  die  besondere  Function 
Pl  =  y*  nehmen,  welche  die  Form  325,  VI.  für  die  abgeleitete 
Function /„  (y,  q)  ergieb1,  so  erhalten  wir 

V. .        y")=aM"  +  ?"7+«~1?"ai 
VI. .  ./„(y,  q  +  y")  =  y  //  +  y")  +  (?  +  y") y  +  »-1  (y'  +  y")1; 
und  daher 

VII. .  ./,(y,y  + y'V^y >-yy'+yy+«-Uy'^yy'+y''y') 

=  (y  +  »-,y")y'+y'(y  +  »-ly") 
+  nr*q'* 

=/»(y  +  »r-'y'i  y'), 

wie  es  durch  die  Formel  IV.  gefordert  wird. 

(3.)  Lässt  man  daher  zu,  dass  die  Formel  für  alle 
Werthe  der  Zahl  n  bewiesen  ist,  so  brauchen  wir  uns  nur 
vorzustellen,  dass  diese  Zahl  (oder  dieser  Skalar)  der  Unend- 
lichkeit zustrebt,  um  die  Grenzform  der  Gleichung  abzuleiten: 

VIII. .  .A(y,y'-ry")=A(y,y'.'+/,  (y,y"); 
oder  einfach,  mit  der  abgekürzten  Bezeichnung  von  325,  (4.), 
IX.  .  ./(y,  q  +  y")  =/,y,  y  )  +/<//,  y",; 

und  das  ist  der  Ausdruck  für  die  functional  Eigenschaft,  deren 
Vorhandensein  wir  vorher  behaupteten. 

(4.)  Zum  B  ispiel,  nach  dem  was  schon  gezeigt  worden 
i>t  [vergl.  325,  (3.)  und  (4.)],  ist,  wenn 

X.  ../y  =  y?, 

dann 

/(y»y';  =  yy'  +  y'y; 

und  wenn 

XI.../,/  =  y->, 

dann  ist 

/(y,y')  =  -y-'y'y-1; 
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in  jedem  von  diesen  Beispielen  sehn  wir,  dass  die  abgeleitete 
Function  /('/,</)  distributiv  in  B  zug  auf  y'  ist,  obwohl  sie 
nur  in  dem  ersten  von  ihnen  grade  auch  in  Bezug  auf  y 
distributiv  ist. 

(5.}  Aus  der  Formel  IX.  folgt  sofort,  dass  wir  all- 
gemein* haben 

XII... /(y,  0,^0; 

und  es  ist  nicht  schwierig  zu  beweisen,  als  ein  Resultat,  welches 
das  vorige  einschliesst,  dass 

XIII.../(7,rV')  =  .r/(y,y), 

wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist. 

(6.)  Als  eine  Bestätigung  dieses  letzten  Resultats  mögen 
wir  beachten,  dass  die  Definition  von  /(y,y)  durch  die  fol- 
gende Formel  (vergl.  324,  IV.,  und  325,  IX.)  ausgedrückt 
werden  kann: 

XIV.  .  ./>/,  y'i  =  lim.  n  \/{q  +  »-yj  -fq\  ■ 
wir  haben  daher,  wenn  x  irgend  ein  endlicher  Skalar  ist,  und 

XV.  .  .  /'>/,  x,/)  =  x .  lim.  m  J  f{q  +  m~  >  y')  -/y  j ; 

eine  Umformung,  welche  die  vorige  durch  XIII.  ausgedrückte 
Eigenschaft  ergiebt,  denn  es  ist  augenscheinlich,  dass  der  Buch- 
stabe m  an  Stelle  von  «  in  der  Definitionsformel  XIV.  ge- 
schrieben werden  kann. 

327.  Nehmen  wir  daher  den  allgemeinen  Ausdruck  325, 
IX.  wieder  auf,  oder  schreiben  wir  noch  einmal. 

1.  .  .  dfq  =/(y,  dq), 

so  sehn  wir  (nach  320,  IX.),  dass  die  abgeleitete  Function, 
'(/*'/>  von  y  und  rfy,  stets  (wie  in  den  Beispielen  324,  VII.  und 
XI.)  distributiv  in  Bezug  auf  das  Differential  dq  ist,  das  man 
als  eine  unabhängige  Variable  anzusehn  hat,  von  welcher  Form 
die  gegebne  Function  fq  auch  sein  mag.    Wir  sehn  auch 


•  Wir  sehn  hier  von  einigen  Ausnahmefallen  ab ,  wo  Unstetigkeit 
stattfindet,  u.  8.  W. 
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(nach  320,  XIII.),  dass.  wenn  das  Differential  dq  der  Varia- 
bein, y,  mit  irgend  einein  Skalar,  .>■,  multiplieirt  wird,  das 
Differential  dfq,  der  Function  /y,  zu  gleicher  Zeit  mit  dem- 
selben Skalar  multiplieirt  wird,  oder  dass 

II.  .  ./(y,  .rdq)  =  if\q.  dq  . 

wenn  s  irgend  ein  Skalar  ist. 

Und  es  ist  in  der  That  augenscheinlich,  allein  nach  dem 
Bfgrift'  und  der  Definition  (320)  der  gleichzeitigen  Differentiale, 
dass  sich  jedes  Sy>tem  solcher  Differentiale  im  Ganzen  mit 
irgend  einem  System  Gleiehvielfaeher  derselben  vertauschen 
las>en  muss,  oder  mit  gleichen  Theilen  derselben,  ohne  dass 
es  aufhörte  ein  System  gleichzeitiger  Differentiale  zu  sein: 
oder  allgemeiner,  dass  es  erlaubt  ist,  säinmtliehe  Differentiale 
eines  Systems  mit  ein  und  demselben  Skalar  zu  nmltipliciren. 

(1.)    Es  folgt  daraus,  dass  der  Quotient, 

III.  .  .  äfg :  dfj  =  J'(q,  dq)  'di/. 

zweier  simultanen  Differentiale,  dfq  und  dq,  sich  nicht  ändert, 
wenn  das  Differential  dq  so  mit  irgend  einem  Skalar  multi- 
plieirt wird;  und  folglich,  dass  der  Quotient  III.  unabhängig 
von  dem  Tensor  Tdq  ist,  wenn  er  auch  nicht  allgemein  von 
dem  Vcrsor  Udq  unabhängig  ist,  wenn  q  und  dq  Quaternionen 
sind:  ausgenommen  ist  der  Fall,  wenn  wir  den  Versor  nur 
mit  dem  zu  ihm  entgegengesetzten  (oder  negativen),  oder  mit 
—  Udq,  vertauschen;  in  diesem  Falle  bleibt  er  Ün  Allgemeinen 
ungeändert,  denn  das  kommt  darauf  hinaus,  dq  mit  —1  zu 
multipliciren,  und  das  ist  ein  Skalar. 
(2.)    Zum  Beispiel,  der  Quotient, 

IV.  .  .  d.q"':dq  =  q  +  dq.q.  dq~l 

=  q  +  Udq.  q.  Udq-1, 

in  dem  dq~l  und  Udq-1  die  Reciproken  von  dq  und  Udq 
bezeichnen,  ist  ganz  und  gar  nicht  unabhängig  von  dq,  oder 
auch  nur  von  Udq;  denn  er  stellt,  wie  wir  sehn,  die  Summe 
des  gegebnen  Quateruions  q  und  eines  gewissen  anderen  Qua- 
ternions  dar,  und  dieser  letztere  kann,  seiner  geometrischen 
Bedeutung  [vergL  191,  (5.)]  nach,  so  angesehn  werden,  als  ob 
er  von  q  durch  eine  konische  Drehung  der  Achse  von  y. 


Digitized  by  Google 


Kap.  II.] 


Partielle  im<l  totale  Differential.-. 


585 


Ax.  y.  um  Ax.dq  um  einen  Winkel  =  2  /-  tfq  abgeleitet 
worden  wäre:  so  dass  beide,  die  Achse  und  die  Grösse  der 
Drehung,  vom  Versor  Udq  abhängen,  und  mit  dem  Versor 
sieh  ändern. 

(3.)  Im  Allgemeinen  können  wir.  wenn  wir  wollen,  sagen, 
dass  der  Quotient  III.  ein  Differential<iuotient  ist;  aber  wir 
sollten  ihn  nicht  einen  differential  Coefficienten  (vergl.  318) 
nennen,  denn  dfq  lässt  sich  allgemein  nicht  in  zwei  Factoren 
zerlegen,  von  denen  der  eine  das  Differential  dq  ist,  und  der 
andere  eine  Function  von  q  allein. 

(4.)  Und  aus  demselben  Grunde  sollten  wir  diesen  Quo- 
tienten nicht  eine  abgeleitete  Function  (vergl.  wieder  318) 
nennen,  wenn  wir  nicht,  indem  wir  ihn  so  nennen,  darunter 
eine  Function  von  zwei*  unabhängigen  Variabein  verstehn,. 
nämlich  von  q  und  Udq,  wie  vorher. 

(5.)  Wenn,  indessen,  ein  Quaternion,  q,  als  eine  Function 
einer  skalar  Variabein,  /,  angesehn  wird,  so  dass  wir  eine 
Gleichung  von  der  Form, 


haben,  wo  t  einen  Skalar  bezeichnet,  so  ist  es  erlaubt  [vergl. 
100,  (3.)  und  (4.)],  zu  schreiben, 

VI.. .  (Iq'.dt  =  dft'.dt 


und  diesen  Grenzwerth,  wie  gewöhnlich,  eine  abgeleitete  Func- 
tion von  /,  zu  nennen,  denn  er  ist  (in  Wirklichkeit)  eine 
Function  der  skalar  Variabein,  f,  allein,  und  ist  von  dem  skalar 
Differential,  dt,  unabhängig. 

(6.)  Wir  können,  unter  diesen  Umständen,  auch  die 
Differentialgleichung  hinschreiben, 


•  Verpleiche  die  Anmerkung  zu  325,  (4.). 


=  lim.Ä-i  [flt+h)  ~/(t)\ 
=./'/=  Dtft=  D,q: 
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VIT.  .  .  dq  =  D,q .  dt, 

oder 

VIII. . .  dfq=ft.dt, 

und  könn  n  den  abgeleiteten  Quaternion,  D,q,  oder/7,  wie 
gewöhnlich,  einen  Differentialcoefticieuten  in  dieser  Formel 
nennen,  denn  das  skalar  Differential,  dt,  wird  in  der  That) 
durch  ihn  multiplicirt ,  in  dem  Ausdruck,  welchen  wir  so  für 
das  «niaternion  Differential,  dq  oder  dft,  fanden. 

(7.)  Aber  was  den  Sinn  der  vorliegenden  Frage  [vergl. 
wieder  100,  3.)]  betrifft,  so  ist  es  von  Wichtigkeit  daran  zu 
erinnern,  dass  wir  die  abgeleitete  Function,  oder  den  differen- 
tialCoei'hcienten, 

IX.  .  .  ft,    oder    Dtft,    oiler  D,q, 

als  einen  wirklichen  Quotienten  VI.  ansehn,  welcher  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  einen  wirklichen  Quaternion, 

X.  .  .  dft,    oder  '.'</, 

durch  einen  wirklichen  Skalar,  dt,  dividirt,  dessen  Werth  voll- 
kommen beliebig  i>t,  und  der  (wenn  wir  es  so  wollen)  als  gross 
(vergl.  322)  angenommen  werden  kann,  während  der  divi.lend 
Quaternion  X.,  seinem  Werthe  nach,  von  den  Werthen  der 
beiden  unabhängigen  Skalare,  t  und  dt,  und  von  der  Form 
tler  Function//,  nach  dem  Gesetz  abhängt,  welches  ausgedrückt 
wird  durch  die  allgemeine  Formel  324,  IV,  für  die  Differen- 
tiation explicirter  Functionen  einer  einzigen  Variabein. 

328.  Man  kann  sich  nun  leicht  vorstellen,  dass  ähnliche 
Bemerkungen  auf  quaternion  Functionen  von  mehr  als  einer 
Variabein  anwendbar  sind;  und  dass,  wenn  das  Differential 
<  iner  solchen  Function  unter  der  Form  ausgedrückt  wird 
(vergl.  :>24,  IL). 

t..dQ=  dF{q,  r,  s,  .  .) 

=  F\fj}  r,  s,  .  .  dq,  dr,  da,  .  ,\ 

die  neue  Function  stets  distributiv  ist  in  B.-zug  auf  jedes 
der  Differentiale,  dq,  dr,  ds,  .  .  im  Beiondem;  sie  ist  auch 
homogen  von  der  ersten  Dimension  (vergl.  327)  in  Bezug  auf 
alle  diese  Differentiale,  wenn  man  sie  als  ein  System  auffasst; 
und  zwar  in  der  Art,  dass,  was  auch  immer  die  Form  der 
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gegebnen  quateniion  Function,  Q  oder  F,  sein  mag,  die  ab- 
geleitete* Function  F,  oder  das  dritte  Glied  der  Formel  1., 
die  allgemeine  functional  Eigenschaft  (vcrgl.  320.  XIII.,  und 
327,  IL)  besitzen  muss, 

II.  .  .  F(q,  r,  s ,  .  .  Jrdq,  xdr,  xds,  .  .) 
=  rF(q,  r,  s,  .  .  dq,  dr,  ds,  .  .). 

wo  *  irgend  ein  Skalar  sein  kann:  so  das*  Producte,  so  wie 
Quadrate,  der  Differentiale  dq,  rfr,  u.  s.  w.,  von  q}  r,  u.  s.  w\. 
welche  man  als  eben  so  viele  Variabein  anzusehn  hat,  von 
denen  Q  abhängt,  aus  dem  erweiterten  Ausdruck  für  das 
Differential  dQ  der  Function  Q  ausgeschlossen  sind. 

(1.)  Zum  Beispiel,  wenn  die  zu  differenzirende  Function 
ein  Product  zweier  Quaternionen  ist, 

I1L  .  .  Q  =  F  </,  r)  =  qrt 

so  findet  man  nach  der  allgemeinen  Formel  324,  II.  leicht, 
dass  (da  der  Grenzwert h  von  ;r_1  .  dq  .  dr  null  ist,  wenn  die 
Zahl  n  unbegrenzt  anwächst)  das  Differential  der  Function  ist. 

IV.  .  .  dQ  —  d.qr  =  dF{q,  r)  =  F(q,  r,  dq,  dr) 
=  q.dr  +  dq.r; 

und  ähnliehe  Resultate  ergeben  sich  für  Differentiale  der  Pro- 
ducte von  mehr  als  zwei  Quaternionen. 

<2.)    Ferner,  wenn  wir  die  folgende  Function  nehmen. 

v...e-jfef)-f-iri 

so  finden  wir,  wenn  wir  dieselbe  allgemeine  Formel  324,  LT. 
anwenden,  und  beachten,  dass  wir,  für  alle  Wcrthe  der  Zahl 
(oder  anders,  des  Skalars),  v,  und  der  vier  Quaternionen,  q, 
r,  q'}  r',  die  identischen,  verwandelten  Formen  [vergL  324.  (2.)] 
haben, 

VI.  .  .  »  j  (q  +     V)-1  [r  +  -  T~lr  ! 

=  q~  3  > '  -  (q  +  *~ 1  q')~  1  q  q- 1  (r  +  H~  1  r'), 

als  den  gesuchten  Grenzweith,  wenn  n  der  Unendlichkeit  zu- 
strebt, das  folgende  Differential  der  Function: 


•  Vergleiche  die  Anmerkung,  auf  die  ich  zuletzt  Bezug  nahm. 
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VII  .  .dQ  -  d.q-*r  =  dF!q,  r) 

-■=  F(y,  r,  dq,  dr)  =  q~x  .dr  — '/~ 1 .  dq .  y~ 1  / ; 

und  das  ist  wieder,  ebenso  wie  der  Ausdruck  IV.,  distributiv 
in  Bezug  auf  jedes  der  Differentiale  dq,  dr,  der  Variabein  q,  r, 
und  enthält  nicht  das  Produet  der  beiden  Differentiale:  ob- 
wohl die  beiden  differential  Ausdrücke,  IV.  und  VII.,  beide 
völlig  streng  sind,  und  nicht  auf  irgend  eine  Weise  irgend- 
wie von  der  Annahme  abhängen,  dass  die  Tensoren  von  dq 
und  dr  klein  (vergl.  wieder  322)  sind. 

329.  Indem  wir  in  dieser  Weise  eine  Function  von  mehr 
als  einer  Variabeln  differenziren,  gelangen  wir  dazu,  in  Betracht 
zu  ziehn,  was  wir  t  heil  weise  (partielle)  Differentiale  von 
Functionen  von  zwei  oder  mehr  Quaternionen  nennen  können; 
sie  können  so  bezeichnet  werden, 

I.  •  •  dq  Q,  dr  Q,  dt  Q,  •  .  « 
wenn  Q,  wie  vorher,  eine  Function  von  q,  r, .«,...  ist,  welche 
man  sich  hier  in  Bezug  auf  jede  Variable  im  Besondern 
differenzirt  denken  muss,  während  die  andern  dabei  als  con- 
stant  anzusehn  sind.  Und  dann  haben  wir,  wenn  dQ,  wie 
vorher,  das  —  wie  wir,  im  Gegensatz  zum  vorigen,  sagen 
können  —  Gesammtdifferential  (totale  Differential)  der 
Function  Q  bezeichnet,  die  allgemeine  Formel, 

II.  .  .dQ  =  dqQ  +  drQ  +  dtQ  +  .  .  .; 
oder,  kurz  und  symbolisch, 

III.  .  .  d  =  d,  +  de  +  d.  +  .  .  . ; 

wenn  q,  r,  s,  ...  die  quaternion  Variabein  bezeichnen,  von 
denen  die  quaternion  Function  abhängt,  deren  Gesammt- 
differential genommen  wird;  mögen  nun  diese  Variabein  sämmt- 
lich  unablängig  sein,  oder  mit  einander  in  Verbindung  stehn, 
durch  irgend  eine  Beziehung  zwischen  ihnen,  oder  auch  durch 
mehrere  Beziehungen. 

(1.)    Zum  Beispiel  [vergl.  328,  (1.)],  wenn 

IV.  .  .  Q  =  qr, 

dann  ist 

dqQ  =s  dq.r, 

und 

drQ  =  q-l.dr; 
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und  die  Summe  dieser  beiden  partiellen  Differentiale  von  Q 
macht  sein  Gesamratdifferential ,  dQ,  aus,  wie  wir  es  vorher 
auf  anderem  Wege  gefunden  haben. 

(2.)    Ferner  ist  [vergl.  328,  (2.)],  wenn 

V.  .  .  Q  -  y-'r, 

dann 

dqQ  =  -  q~xdq.q—lr\ 
drQ^fr'dr; 

und  es  ist  dq  Q  +  dr  Q  =  demselben  dQ,  wie  dasjenige  war, 
welches  wir  vorher  auf  andere  Weise  gefunden  hatten,  für 
diese  Form  der  Function  Q. 

(3.)  Um  die  Möglichkeit  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
dass  eine  Beziehung  zwischen  den  Variabein  q  und  r  besteht, 
wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  diese  Variabein  in  V.  einander 
gleich  seien;  dann  haben  wir  Q=  1,  rfQ  =  0;  und  demgemäss 
erhalten  wir  hier 

<*,Q=  -<]-ld<!=  -d,Q. 
(4.)    Es  sei  ferner,  in  IV., 
qr  =  c=  irgend  einem  constanten  Quaternion; 
wir  haben  dann  wieder 

0  =  dQ  =  d,Q  +  drQ; 
imd  wir  können  daher  schliessen,  dass 

VI.  .  .  dr  =  —  q~x  .dq.r, 

wenn 

qr  =  c  =  const.; 

und  das  Resultat  stimmt  augenscheinlich  mit  dem  Ausdruck 
324,  XI.  überein,  ftlr  das  Differential  eines  Reciproken,  und 
schliesst  ihn  ein. 

(5.)  Ein  Quaternion,  y,  kann  wohl  auch  als  eine  Function 
von  zwei  oder  von  mehr  skalar  Variabein,  t,  u,  . . .  ausgedrückt 
werden;  und  dann  hat  er,  als  solche,  nach  dem  gegenwärtigen 
Artikel,  seine  partiellen  Differentiale,  dtq,  duq,  u.  s.  w.  Aber 
da  wir,  nach  327,  VII.,  in  diesem  Falle  schreiben  können, 

VII.  .  .  dtq  =  Dtq.dt,        duq  =  Duq  .du,  .  .  . 

wo  die  Coefficienten  von  den  Differentialen  unabhängig  sind 

Hamilton,  goatornlunen.  39 
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(wie  in  der  gewöhnlichen  Rechnung),  so  erhalten  wir  (nach  II.) 
für  das  Gesammtdifferential,  dq,  einen  Ausdruck  von  der  Form, 

AHL  .  .  dq  =  dtq  +  duq  Dtq  .dt  -\-  Duq.dn  +  .  .  .; 

und  wir  können  nach  Belieben  sagen,  unter  den  hier  ange- 
nommenen Bedingungen,  dass  die  abgeleiteten  Quaternionen, 

IX.  .  .  Dtq,        -ö„7>  .  .  . 

entweder  partielle  Ableitungen  sind,  oder  die  partiellen  Diffe- 
rentialcoefficienten  der  quaternion  Function, 

X. . .  q  «  Ffa «, . . .); 
und  ähnliche  Bemerkungen  können  wir  für  den  Fall  machen, 
wenn  der  Quaternion,  q,  zu  einem  Vector,  q,  degenerirt 
(vergl.  289). 

330.  Im  Allgemeinen  kann  es,  nach  der  Definition  in  320, 
als  augenscheinlich  angesehn  werden,  dass  das  Differential 
einer  Constanten  null  ist;  so  dass,  wenn  Q  mit  irgend  einem 
constanten  Quaternion,  c,  vertauscht  wird  in  der  Gleichung 
324,  L,  dann  d  Q  durch  0  zu  ersetzen  ist  in  der  diflferentürten 
Gleichung,  324,  II.  Und  wenn  daher  irgend  ein  System  von 
Gleichungen  gegeben  wird,  welches  die  quaternion  Variabein, 
q,  r,  *,  .  .  .  mit  einander  verbindet,  so  können  wir  das  ent- 
sprechende System  der  differentiirten  Gleichungen  so  behan- 
deln, als  ob  es  auch  für  das  System  der  gleichzeitigen  Differen- 
tiale, dq,  dr,  ds,  ...  statt  hat;  und  wir  können  daher,  der 
Theorie  nach  mit  vollem  Recht,  irgend  eine  oder  mehrere  von 
diesen  Differentialen  eliminiren,  zwischen  den  Gleichungen  des 
Systems,  wenn  immer  es  sich  in  der  praktischen  Rechnung  als 
möglich  erweisen  sollte. 

(1.)    Zum  Beispiel,  es  seien  die  beiden  Gleichungen, 

L  .  *  q  r  h  C| 

und 

H.  .  .  s  =  r», 

wo  c  einen  constanten  Quaternion  bezeichnet.  Dann  haben 
wir  [vergL  328,  (1.),  und  324,  (1.)]  die  beiden  entsprechenden 
differentiirten  Gleichungen, 

- 

III.  .  .  q.dr  +  dq.r  ■  0; 

IV.  ..   ds   =r.dr  +  dr.r; 
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und  in  ihnen  können  die  Punkte*  fortgelassen  werden.  Die 
erstere  ergiebt, 

X...dr=  —  q—ldq.r, 

wie  in  329,  VI.;  und  wenn  wir  diesen  Werth  in  die  letztere 
einsetzen,  so  eliminiren  wir  dadurch  das  Differential  dr,  und 
erhalten  die  neue  differential  Gleichung, 

VX  .  .  ds  =  —  r<l~l  •  dq.r  —  q~ l.  dq.  r*. 
(2.)    Die  Gleichung  I.  ergiebt  auch  den  Ausdruck, 

VII.  .  .  r  =  q~lc\ 
die  Gleichung  IL  ergiebt  daher  den  weiteren  Ausdruck, 

VIII.  .  .  s  =  (q-ltf  =  q-lcq-lC, 

durch  Elimination  vor  der  Differentiation.  Und  wenn  wir,  in 
der  Formel  VI.,  die  Ausdrücke  VII.  und  VLTL  für  r  und  s 
einsetzen,  so  bekommen  wir  die  weitere  difFerential  Gleichung, 

IX.  .  .  d.dfic)*  =  -  q-lcq~l.dq.q~1c  —  q~l .  dq .  q~l  cq~l  c; 

sie  hätte  auch  auf  andere  Weise  [vtrgl.  wieder  324,  (1.)  und 
(2.)]  erhalten  werden  können,  unter  der  Form, 

X.  .  .  d.{q~lc)*  =  q~lc.d{q-lc)  +  d{fle) .  q-  xc. 

331.  Für  die  Differentiation  der  Functionen  von  Func- 
tionen von  Quaternionen  sind  keine  besonderen  Kegeln  er- 
forderlich; aber  es  kann  lehrreich  sein,  kurz  zu  zeigen,  wie  die 
Betrachtung  einer  solchen  Differentiation  (vergl.  326)  zu  einer 
allgemeinen  Eigenschaft  der  Functionen  von  der  Klasse 
/  [q,  q')  fuhrt;  und  wie  diese  Eigenschaft  auf  andere  Weise 
klar  gestellt  werden  kann. 

(1.)  Es  mögen  /,  cp,  und  ip  irgend  welche  Functions- 
operationszeichen  bezeichnen,  von  der  Art,  dass 

1.  ..yq  =  <p  {fq)\ 

schreibt  man  dann 

IL  . .  r  =  J'q, 

und 

III.  s  =  y>r, 

so  erhalten  wir 

IV.  .  .  s  =  Xpq\ 


*  Vergleiche  die  zweite  Anmerkung  zu  324,  (1.). 
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und  daher  ist 

V.  .  .  ds  =  dipq  =  d(pr. 

Das  heisst,  wir  können  (wie  gewöhnlich)  die  zusammengesetzte 
Function,  y  {fg),  differentiiren,  als  wenn  fq  eine  unabhängige 
Variable,  r,  wäre;  und  können  dann,  in  dem  so  gefundenen 
Ausdruck,  das  Differential  dfq  durch  seinen  Werth  ersetzen, 
wie  er  durch  Differentiation  der  einfachen  Function,  fq,  er- 
halten wird.  Aber  das  kommt  der  Sache  nach  darauf  hinaus, 
das  Differential  dr,  oder  das  Symbol  dfq,  auf  einem  "Wege 
zu  eliminiren,  der  —  wie  wir  gesehn  haben  —  erlaubt  ist  (330). 

(2.)  Aber,  aus  den  Definitionen  von  dfq  und  /„  (7,  q'), 
ersahn  wir  (325,  VTH.  IX.),  dass  das  Differential  dfq  all- 
gemein hätte  bezeichnet  werden  können,  durch  f  &  (q,  dq),  oder 
kurz  durch  /  (7,  dq);  und  danach  kann  auch  dyr  und  dwg, 
nach  einer  Erweiterung  derselben  Bezeichnungsweise,  durch 
die  ähnlichen  Symbole,  y  &  (r,  dr)  und  \f<  &  (q,  dq)  dargestellt 
werden,  oder  einfach  durch  tp  (r,  dr)  und  xp  {7,  dq). 

(3.)    Wir  sollten  daher  finden,  dass 

VI. .  .  t^oo  (7,  dq)  =  (jpx,  [/7,/oc  (7> 

wenn 

oder  kurz,  dass 

Vn...y,(7,70  =  9p[/7,/(7,7')], 

wenn 

xpq  =  yfq, 

für  irgend  zwei  Quaternioncn,  7,  qf,  und  für  irgend  zwei  Func- 
tionen ,  /,  <p ;  vorausgesetzt ,  dass  die  Functionen  fn  (q ,  q'), 
ffn  (7>  q  ),  ipn  (7>  7)  aus  den  Functionen  fq,  qq,  wq  nach  dem 
Gesetz  hergeleitet  (oder  abgeleitet)  werden,  welches  durch  die 
Formel  325,  IV.  ausgedrückt  wird;  und  dass  daher  die  Grenz- 
werthe,  denen  die  abgeleiteten  Functionen  /„  (7,  q%  u.  s.  w. 
zustreben,  wenn  sich  die  Zahl  n  der  Unendlichkeit  nähert, 
durch  die  weiteren  Functionszeichen,  /  (7,  f/),  u.  s.  w.  bezeichnet 
werden. 

(4.)  Um  dies  auf  andere  Weise  zu  beweisen,  oder  die 
allgemeine  Eigenschaft  VII.,  der  Functionen  von  der  Klasse 
f{q,  q\  festzustellen,  ohne  irgendwie  Differentiale  zu  gebrauchen, 
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mögen  wir  beachten,  dass  die  allgemeine  und  streng  gültige 
Transformation  325,  V.,  der  Formel  325,  IV.,  durch  welche 
die  Functionen  /„  [q,  q)  definirt  werden,  für  sämmtliche  Werthe 
von  7i  die  Gleichung  ergiebt: 

VIIL  .  .  tpf[q  +  n-W)  =  9  ifq  +  *~lM9,  ?')] 
aber,  nach  derselben  allgemeinen  Transformation,  ist  auch 

IX.  .  .  Xff(q  +  n~lq)  =  Iftq  +  »-^«(ft  fi0> 

folglich  können  wir  allgemein,  sowohl  für  sämmtliche  Werthe 
der  Zahl  n,  als  auch  für  sämmtliche  Werthe  der  beiden  un- 
abhängigen Quaternionen,  q,  q\  und  für  alle  Formen  der  beiden 
Functionen,/,  <jr,  schreiben, 

X. .  .  i/'„  (7,  <7)  -  qp»  ?')]  , 

wenn 

eine  Gleichung,  deren  Grenzform,  für  n  =  oo  (bei  der  ge- 
brauchten Bezeichnungsweise),  die  Gleichung  VJJL  ist,  was  zu 
beweisen  war. 

(5.)  Es  ist  kaum  der  Mühe  werth,  die  allgemeine  Formel  X. 
durch  irgend  ein  besonderes  Beispiel  zu  bewahrheiten:  doch 
mag,  rein  als  ein  üebungsbeispiel,  bemerkt  werden,  dass,  wenn 
wir  die  Formen  annehmen, 

XI.  ..fq  =  q*,    <pq  =  q*,    H>q  =  q\ 

von  denen  die  beiden  ersten,  nach  325,  VL,  die  gemeinsame 
abgeleitete  Form  ergeben, 

XIL  .  ./„(?,  7')  =  <pn(q,  q)  =  qq  +  qq  +  «" l?'2, 

dann  die  Formel  X.  wird, 

XIII.  .  .  lpn{q,  q)  =  <pn{q*,  qq'  +  q'q  +  n"1?'2) 

-       +  v'q  +  n-1?'*) 

+  (99  +  9  9  +  n~lq't)qi 
+  n-\qq  +q'q  +  n-1q'*)*; 

sie  stimmt  mit  dem  Werthe  überein,  welcher  unmittelbar  von 
der  Function  ipq  oder  q*  hergeleitet  wird,  nach  der  Definition 
325,  IV.,  nämlich, 
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XIV.  .  .  yn  (q,  q^^n  [(q  +  n-iq?  -  q<] 

=  n  {[q>+n-l(qq  4-  qq  +  W*fft  - 

(6.)  Im  Allgemeinen  kann  der  Satz,  oder  die  Regel,  für 
die  Differentiation,  wie  in  (1.),  einer  Function  von  einer  Func- 
tion eines  Quaternions  oder  einer  andern  Variabein,  kurz  und 
symbolisch  durch  die  Formel  ausgedrückt  werden, 

XV...d{(pf)q  =  d(f(fq); 

und  wenn  wir  ihn  nicht  schon  anderweitig  kennen  würden,  so 
wäre  ein  Beweis  für  seine  Richtigkeit  durch  den  letzten  Be- 
weis für  die  Gültigkeit  der  mit  ihm  gleichbedeutenden  For- 
mel VII.  erbracht. 


Vierter  Abschnitt 

Beispiele  für  quaternion  Differentiation. 

332.  Es  wird  jetzt  leicht  und  nützlich  sein,  eine  kurze 
Zusammenstellung  von  Beispielen  für  die  Differentiation  von 
quaternion  Functionen  und  Gleichungen  zu  geben,  im  Zusatz  zu 
denjenigen,  welche  uns  schon  zufällig  begegnet  sind,  während 
wir  die  Grundsätze  unseres  Gegenstandes  behandelten,  und  mit 
Einschlus8  derselben. 

(1.)  Wenn  c  irgend  ein  constanter  Quaternion  ist,  wie 
in  330,  dann  ist 

L . .  de  =  0; 

II.  .  .  d{/q  +  C)  =  dfq\ 

III,  .  .  d.cfq  =  cdfq\ 

IV.  .  .  d(fq  .c)  =  dfq .  c. 

(2.)    Im  Allgemeinen  ist, 

V.  .  .  d(fq  +  yq  +  .  .  .)  =  dfq  +  d<pq  +  .  .  .  J 
oder  kurz, 

VI. .  .  d2  =  2d, 
wenn  -2"  als  Zeichen  für  Summation  benutzt  wird. 
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(3.)   Es  ist  auch, 

VII.  .  .  d(fq.(fq)  =  dfq.yq  +fq.d(f  <]\ 

und  ähnliches  gilt  für  ein  Product  von  mehr  als  zwei  Func- 
tionen: die  Regel  ist  einfach,  man  differenzire  jeden  Factor 
besonders,  an  seiner  Stelle,  oder  ohne  die  Anordnung  der 
Factoren  zu  stören  (vergl.  318,  319);  und  addire  dann  die  so 
theilweise  erlangten  Resultate  (vergl.  329). 

(4.)  Im  Besonderen  ist,  wenn  m  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl  ist, 

VIII.  .  .  d.q~  =        1  dq  +  |7— 1  dq.q..  +  qdq.  qm~2  +  dq .  f^x ; 

und  da  wir  gesehn  haben  [324,  (2.)],  dass 

IX.  .  .  d.q~l  =  —q-^.dq.q-1, 

so  erhalten  wir  den  analogen  Ausdruck  für  das  Differential 
einer  Potenz  eines  Quaternions,  mit  einem  negativen  aber 
ganzen  Exponenten, 

X.  .  .  d  .(]-*  =  -  qrmd  .qm.q~m  =  —  q~ldq.(f~m 

—  q-^dq.q1-*  —  .  .  —q1~mdq.q-2  —  q~mdq.q-1. 

(5.)  Um  eine  Quadratwurzel  zu  differentiiren,  haben  wir 
die  lineare  Gleichung*  aufzulösen, 

XI.  .  .  ql  .  d.  ql  +  d .  q\  .     =  dq\ 

oder 

XI.  ..rr'  +  r'r  =  q\ 
wenn  wir,  der  Abkürzung  wegen,  schreiben, 

XII.  .  .  r  =  gri , 
q'=  dq, 
r  =  d.  q\  m  dr. 


•  Obwohl  eine  solche  Lösung  einer  linearen  Gleichung ,  oder  einer 
Gleichung  vom  ersten  Grade,  in  Quatcrnionen  im  gegenwärtigen  Beispiel 
sich  leicht  genug  ausführen  lässt ,  so  bietet  das  Problem  doch  im  All- 
gemeinen Schwierigkeiten  dar,  welche  wir  einer  besonderen  Betrachtung 
unterziehn  müssen,  wenn  die  Theorie  der  Differentiation  nicht  entwickelter 
( impliziter)  Functionen  von  Quaternionen  nicht  ganz  unvollständig  sein 
soll.  Aber  eine  allgemeine  Methode,  alle  derartigen  Gleichungen  zu 
lösen,  werde  ich  in  einem  folgenden  Abschnitt  aufnehmen. 
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(6.)    Schreibt  man  auch,  zu  diesem  Zweck, 

XIII.  .  .  s  =  Kr  =  K.ql, 
so  folgt  (nach  190,  196)  daraus,  dass 

XIV.  .  .  rs  =  Nr  -  7Vl  -  Tq. 

und 

XV.  . .  r  +  s  ~  2Sr=  2S.qi, 

und  da  das  Product  und  die  Summe  der  beiden  conjugirten 
Quaternionen,  r  und  s,  somit  Skalare  (140,  145)  sind,  so  er- 
halten mit,  nach  XI'., 

X\7L..r-iq's  =  r's  +  sr'; 

und  danach,  durch  Addition, 

XVII.  .  .  q  +  r-iq's  =  (r  +  s)r  +  r'(r  +  s) 

=  2r'(r  +  s); 

und  endlich, 
oder 

XIX. . .  d.q\  =  ^i±gj  dq'K^ , 

ein  Ausdruck  für  das  Differential  der  Quadratwurzel  eines 
Quaternions,  der  —  wie  wir  finden  werden  —  sich  vielfach 
transformiren  lässt;  aber  es  ist  nicht  nothwendig,  das  hier  in 
Betracht  zu  ziehn. 

(7.)  In  den  drei  letzten  Nebenartikeln,  wie  in  den  drei, 
welche  ihnen  vorhergehn,  habe  ich  angenommen,  der  All- 
gemeinheit wegen,  dass  q  und  dq  zwei  diplanare  Quaternionen 
sein  sollen;  wenn  sie  aber  in  irgend  einer  Anwendung,  im 
(xegentheil,  grade  complanar  sind,  so  werden  die  Ausdrücke 
vereinfacht,  und  nehmen  übliche,  oder  algebraische,  Formen 
an,  wie  folgt: 

XX.  ..rf.jP«  mq^dq; 
XXI.  .  .  f/.ry—  =  -  mq-~-ldq; 

und 

XXII.  ..d.qi  =\q-idq, 
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wenn 

XXIIL  . .  dq  m  9  (123); 

denn  wenn  q  complanar  mit  q  ist,  und  daher  mit  ql,  oder  mit 
r,  in  dem  Ausdruck  XVIII.,  so  kann  für  den  Nenner  dieses 
Ausdrucks  geschrieben  werden  r~l  q  (r  -f-  *). 

(8.)  Allgemeiner,  wenn  x  irgend  ein  skalar  Exponent 
ist,  so  können  wir  schreiben,  wie  in  der  gewöhnlichen  Rech- 
nung, aber  wieder  mit  der  Bedingung  der  Complanaritiit  XXIIL, 

XXIV.  ..d.q'  =  xq^dq; 

oder 

XXV.  .  .  qd.tf  =  .>  q*dx. 

333.  Die  Functionen  von  Quaternionen,  welche  wir  zu- 
letzt differentiirt  haben,  kann  man  solche  von  algebraischer 
Form  nennen;  im  Folgenden  gebe  ich  einige  wenige  Beispiele 
von  Differentialen,  von  —  wie  wir  im  Gegensatz  dazu  sagen 
können  —  transcendenten  Functionen  von  Quaternionen:  die 
Bedingung  der  Complanarität  {dq  \q)  soll  indessen  hier 
—  wie  wir  annehmen  werden  —  erfüllt  sein,  damit  die  Aus- 
drücke nicht  zu  complicirt  werden.  In  der  That  werden  wir, 
bei  dieser  Vereinfachung,  finden,  dass  sie,  zum  grössten 
Theil,  die  bekannten  und  gebräuchlichen  Formen  der  gewöhn- 
lichen Differentialrechnung  annehmen. 

(1.)  Lässt  man  die  Definitionen  in  316  zu,  und  nimmt 
durchgehends  an,  dass  dq  \  \\  q,  so  erhält  man  die  gebräuch- 
lichen Ausdrücke  für  die  Differentiale  von  e»  und  lq,  nämlich, 

I.  .  .  d.  ««  =  t*dq; 
II.  .  .  l.lq  —  q~xdq. 

*■ 

(2.)  Wir  haben  auch,  in  Folge  desselben  Systems  von 
Definitionen  (316), 

III.  .  .  dsiliq  —  COSqdq] 

IV.  .  .  dcosq  =  —  sinqdq; 

U.  8.  W. 

(3.)  Auch  ist,  wenn  r  und  dr  complanar  mit  q  und  dq 
sind,  nach  316,  dann 

IV  .  .  .  d.q'  =  d.im~qrd.rlq=qr{lqdr  +  q-xrdq); 
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oder,  wenn  wir  die  Bezeichnung  für  partielle  Differentiale 
(329)  benutzen, 

V.  .  .  dq.qr  =  rqr-ldq, 

und 

VI.  .  .  dr.qr  =  qrlqdr. 

(4.)  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  die  Basis  q  ein 
gegebner  oder  constanter  Vector,  a,  ist,  und  wenn  der  Expo- 
nent r  ein  variabler  Skalar,  t,  ist,  wird  die  vorige  Formel  IV. 
(in  Folge  des  Werthes  316,  XIV.  von  lg), 

VII.  .  .  d.a*  =  (ITa  +  y  Uu)ttdL 

(5.)  Wenn  daher  die  Basis  u  eine  gegebne  Einheitslinie 
ist,  so  dass  /jT«  =  0,  und  Uu  —  a,  so  können  wir  einfach 
schreiben, 

VIII.  .  .rf.«<  =  |«<+V*, 

wenn 

du  -  0, 

und 

Tu  =  L 

(6.)  Diese  nützliche  Formel  für  das  Differential  einer 
Potenz  einer  constanten  Einheitslinie,  mit  einem  variablen  skalar 
Exponenten,  kann  rascher  aus  der  Gleichung  308,  VII.  er- 
halten werden;  sie  ergiebt, 

IX.  ..*'  =  cosy  +  «sin£, 

wenn 

TV-  1; 

denn  es  ist  augenscheinlich,  dass  das  Differential  dieses  Aus- 
drucks gleich  dem  Ausdruck  selbst  ist,  inultiplicirt  mit  \andt, 
denn  es  ist  a2  =  —  1. 

(7.)  Die  Formel  VIII.  gestattet  auch  eine  einfache  geo- 
metrische Deutung,  wenn  sie  mit  der  Drehung  um  t  rechte 
Winkel,  in  einer  Ebne  senkrecht  zu  a}  in  Verbindung  gebracht 
wird;  die  Potenz       oder  der  Versor  Uu',  ist  hierbei  als  das 
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Mittel*,  oder  als  das  Wirksame,  oder  als  Operator  (vergl.  293) 
dieser  Drehung,  oder  Version,  anzusehn  (308). 

334.  Ausser  den  algebraischen  und  transcendenten  Formen 
giebt  es  andere  Resultate  der  Operation  an  einem  Quaternion, 
g,  oder  an  einer  Function  desselben,  welche  man  so  ansehn 
kann,  als  ob  sie  eine  neue  Klasse  (oder  eine  neue  Art)  von 
Functionen  bilden,  welche  aus  den  Grundsätzen  und  nach  den 
Regeln  der  quaternion  Rechnung  selbst  entstehn:  nämlich  die- 
jenigen, welche  wir  in  früheren  Kapiteln  durch  die  Symbole 
bezeichnet  haben, 

L  .  .  Kq,  Sq,   Vq,  Nq,  Tq,  Uq, 

oder  durch  diejenigen  Symbole,  welche  durch  Combinationen 
derselben  Operationszeichen  gebildet  wurden,  wie  zum  Beispiel, 

H.  .  .  SUq,   VUq,  UVq,  U.  S.  W. 

Und  es  ist  für  uns  wesentlich,  zu  wissen,  wie  Ausdrücke  von 
diesen  Formen  zu  differentiiren  sind;  und  das  kann  in  der 
folgenden  Weise  geschehn,  mit  Hülfe  der  Sätze  dieses  und 
des  vorigen  Kapitels,  und  ohne  jetzt  die  Complanarität, 
(lq  Iii  9}  anzunehmen. 

(1.)  Im  Allgemeinen  möge  /,  für  einen  Augenblick,  irgend 
ein  distributives  Symbol  darstellen,  so  dass  wir  für  irgend  zwei 
Quatemionen,  q  und  q,  die  Gleichung  haben, 

IU- ••/(?  +  ?')  =/?+/?'; 

und  daher  auch**  [vergl.  326,  (5.)], 

IV. .  .f(xq)  =  xfq, 

wenn  x  irgend  ein  Skalar  ist 

(2.)    Wir  haben  dann,  nach  der  Bezeichnung  325,  IV., 

V-.-M9,<l')  =  n\f{q  +  n->q)-fq} 

=/?'; 


•  Vergleiche  die  erste  Anmerkung  zu  S.  172. 
In  Quatemionen  Ist  die  Gleichung  III.  nicht  eine  nothwendige 
Folge  von  IV.,  wenn  auch  die  letztere  aus  der  ersteren  folgt;  zum  Bei- 
spiel, die  Gleichung  IV.,  aber  nicht  die  Gleichung  III.,  wird  befriedigt, 
wenn  wir  annehmen  fq  =  qeq-^c  q,  wo  c  und  c  irgend  zwei  conatante 
Quatemionen  sind,  welche  nicht  zu  Skalaren  entarten. 
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und  daher  haben  wir,  nach  325,  YIIL,  für  irgend  eine  Func- 
tion fq  von  der  Art,  den  differential  Ausdruck, 

VI.  .  .  d/q  -fdq. 

(3.)  Aber  wir  haben  gesehn,  dass  S,  V,  K  distributive 
Symbole (197, 207)  sind;  wir  können  daraus  sofort  schliessen,  dass 

VII.  .  .  dKq  =  Kdq; 
VIII.  .  .  dSq  -  Sdq; 

lX...dVq  =  Vdq\ 

oder  mit  Worten,  dass  die  Differentiale  des  Conjugirten, 
des  Skala.rs  und  des  Vectors  eines  Quaternions,  be- 
züglich, der  Conjugirte,  der  Skalar  und  der  Vector 
des  Differentials  dieses  Quaternions  sind. 

(4.)  Um  das  Differential  der  Norm,  Nq,  zu  finden,  oder 
um  einen  Ausdruck  für  dNq  abzuleiten,  haben  wir  (nach  VII. 
und  145)  die  Gleichung, 

X.  .  .  dNfj  =  d.qKq  =  dq.  Kq  -f  qKdq\ 

aber 

qKq'-KJKq, 
nach  145,  und  192,  IL;  und 

{\+K).q  Kq  =  2S.q'Kq  =  2  S{Kq .  q), 

nach  196,  II.,  und  198,  L;  und  daher  ist 

XI.  .  .  dNq  =  2S(Kq.dq). 

(5.)  Oder  wir  hätten  den  Ausdruck  XL  für  dNq,  un- 
mittelbarer, ableiten  können  durch  die  allgemeine  Formel 
324,  IV.,  aus  dem  früheren  Ausdruck  200,  VIL,  oder  210, 
XX.,  für  die  Norm  einer  Summe,  unter  der  Form, 

XI'.  .  .  dNq  =  lim.  n  j  N{g  +  n~^dq)  -  Nq  \ 

=  lim.  {  2  S{Kq .  dq)  +  »-»  Ndq  \ 
=  2S{Kq.dq), 

wie  vorher. 

(6.)  Der  Tensor,  Tq,  ist  die  Quadratwurzel  (190)  der 
Norm,  Nq\  und  da  Tq  und  Nq  Skalare  sind,  so  kann  die 
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Formel  332,  XXII.  angewendet  werden;  sie  ergiebt,  für  das 
Differential  des  Tensors  eines  Quaternions,  den  Ausdruck 
(vergl.  158), 

XII. . .  dTq  =  d2*  =  S{KUq.d9)=Spr 

ein  Resultat,  dessen  man  sich  leichter  erinnert,  unter  der  Form, 

XTII...^  =  6'^. 

Tq  q 

(7.)  Der  Versor  Ug  ist  (nach  188)  gleich  dem  Quotienten, 
q:Tq,  des  Quaternions  q  dividirt  durch  seinen  Tensor  Tq; 
daher  ist  das  Differential  des  Versors, 

xiv. . .  m,  -    -  (*  -  s  4)  £  -  v  * .  v,  , 

und  daraus  folgt  sofort  die  Formel,  welche  XIII.  entspricht, 
und  sich  ebenso  wie  jene  leicht  dem  Gedächtniss  einprägt, 

XV      ^üq  =  V  d3 

Uq  q' 

(8.)  Wir  hätten  auch  bemerken  können,  dass  wir,  da 
wir  (nach  188)  allgemein  haben  7=  Tq.Uq,  deshalb  [nach 
332,  (3.)]  auch  haben, 

XVI.  .  .dq  =  dTq.Uq+  Tq.düq, 

und 

q         Tq  Uq 

wenn  wir  daher  die  Gleichung  XIII.  aufgestellt  haben,  so 
können  wir  XV.  unmittelbar  ableiten;  und  umgekehrt,  die 
erstere  Gleichung  würde  sofort  aus  der  letzteren  folgen. 

(9.)  Es  kann  als  bemerkenswerth  in  Betracht  gezogen 
werden,  dass  wir  somit  allgemein,  oder  ftlr  irgend  zwei  Qua- 
ternionen,  q  und  dq,  die  Formel*  haben  würden: 


•  Wenn  der  Zusammenhang  der  Theorie  der  Normalen  zu  Ober- 
flächen mit  der  dtfferential  Rechnung  der  Quaternionen  in  einem  folgen- 
den Abschnitt,  wenn  auch  kurz,  erläutert  sein  wird,  so  wird  der  Leser 
vielleicht  in  der  Lage  sein,  in  dieser  Formel  XVIII.,  wenn  auch  nicht  so 
ganz  unmittelbar ,  den  geometrischen  Satz  wiederzuerkennen ,  dass  die 
Radien  einer  Kugel  ihre  Normalen  sind. 
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xvnL..8{dtrq:Uq)-0i 

oder 

XYUI\..dUq:Uq~8-l0i 

aber  der  vector  Charakter  des  Quotienten  dUq  \  Uq  kann  leicht 
in  folgender  Weise  bestätigt  werden.  Man  nehme  den  Con- 
jugirten  dieses  Quotienten,  und  wir  erhalten,  nach  VTL  (vergl. 
192,  IL;  158;  und  324,  XI.), 

XIX.  .  .  K{dUq.  Uq-1)  -  KUq-KdKUq 

-  Uq.d^üq-^^-dUq.  Vf~X\ 

und  danach  ist 

XX.  .  .  (1  -f  A')  {dUq.  6V/->)  =  0; 

was,  nach  196,  IL,  mit  XVIII.  übereinstimmt. 

(10.)  Der  skalar  Charakter  des  Tensors,  Tq,  setzt  uns 
in  den  Stand,  wie  in  der  gewöhnlichen  Rechnung,  zu  schreiben, 

XXI.  .  .  dlTq  =  dTq-.Tq] 

aber  es  ist  ITq  =  Slq,  nach  316,  V.;  die  vorige  Formel  XITT. 
kann  daher  nach  VIIL  auch  so  geschrieben  werden, 

XXII.  .  .  Sdlq  -  (ISlq  =  dTq:dq=  S{dq:q)\ 

oder 

XX  II'.  ..dlq~q-*dq=  S^Q. 

(11.)  Wenn  dq  I  j  qt  so  verschwindet  die  letzte  Differenz, 
nach  333,  IL ;  und  die  Gleichung  XV.  nimmt  die  Form  an, 

XXIII.  .  .  dlUq  =  Vdlq  =  d  Vlq, 

Und  wir  haben  in  der  That  allgemein,  lUq  =  Vlq,  nach  316, 
XX.,  obwohl  die  Differentiale  dieser  beiden  gleichen  Ausdrücke 
im  Besondern  nicht  mit  den  Gliedern  der  vorigen  Formel  XV. 
zusammenfallen,  wenn  q  und  dq  diplanar  sind.  Wir  können 
indessen  allgemein  (vergl.  XXIL)  schreiben, 

XXI V.  ..dlUq-dUq  \Uq=  V{dlq  -  dq'.q) 

ss»  dlq  —  dq'.q. 

335.  Wir  haben  jetzt  die  sechs  einfachen  Functionen, 
334,  L  differentiirt,  welche  durch  die  Operationen  der  sechs 
charakteristischen  Zeichen, 

Ä-,  8,  V,  N,  T,  U, 
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entstehn;  und  was  die  Differentiation  der  zusammengesetzten 
Functionen  334,  IL  betrifft,  welche  durch  Combinationen  der 
vorigen  Operationen  entstehn,  so  lassen  sie  sich  leicht  nach 
denselben  Sätzen  ausfuhren,  wie  man  aus  den  wenigen  folgen- 
den Beispielen  ersehn  kann. 

(1.)  Die  Axe  Ax .  g  eines  Quaternions  lässt  sich,  wie  wir  ge- 
sehn haben  (291),  durch  die  Combination  UVg  darstellen;  das 
Differential  der  Achse  kann  daher,  nach  334,  IX.  und  XIV., 
in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

L  .  .  rf(Ax  g)  =  d  U  Vg  =  V{  Vdg :  Vg) .  UVq\ 
und  danach  ist, 

Tr        d(Ax.q)  _  düVg   _  ,T  Vdq 

•  •  -  ~~Wvf  "  y  Tg' 

Das  Differential  der  Achse  ist  daher,  allgemein,  eine  Linie 
senkrecht  zur  Achse,  oder  eine  Linie,  welche  in  der  Ebne  des 
Quaternions  liegt;  aber  sie  verschwindet,  wenn  die  Ebne  (und 
daher  die  Axe)  des  Quaternions  constant  ist;  oder  wenn  der 
Quaternion  und  sein  Differential  complanar  sind. 
(2.)   Daher  ist, 

III. . .  dUVg  =  0, 

wenn 

iv...rff  Mi; 

und  umgekehrt  die  Complanarität  IV.  kann  durch  die  Glei- 
chung IIL  ausgedrückt  werden. 

(3.)  Es  ist,  nach  ähnlichen  Sätzen,  leicht  zu  beweisen,  dass 

V.  .  .dVUg=  VdUg 

und  dass 

VI.  ..  dSUg  =  SdUg 

(4.)  Aber  im  Allgemeinen  haben  wir  für  irgend  zwei 
Quaternionen,  g  und  q,  die  Transformationen  [vergl.  223,  (5.)], 

VII.  ..  S{Vq.q)  =  S(Vg.Vg) 

=  S.q'Vq; 
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und  wenn  wir  somit  das  charakteristische  Zeichen  V  vor  dq :  q 
in  dem  letzten  Ausdruck  VI.  unter  dem  Zeichen  S  unter- 
drücken, und  es  vor  Uq  einfügen,  so  können  wir  den  neuen 
Factor  Vüq  durch  TVUq  •  ÜVÜq  (188)  ersetzen,  oder  durch 
TVUq- UVq  (274, Xin.),oder durch—  TVUq:  UVq  [204,V.\ 
wo  der  skalar  Factor  TVUq  aussen  vorgeschrieben  werden 
kann  (nach  196,  VIII.);  wir  können  auch  ftlr  q~l:  UVq  setzen 
l:{UVq  >  q),  oder  \:qUVq,  denn  es  ist  UVq  q\  die  Formel 
VI.  kann  daher  in  folgender  Weise  geschrieben  werden, 


(5.)  Wir  können  jetzt  daran  erinnern ,  dass  uns  früher, 
als  wir  den  Zusammenhang  der  Quaternionen  mit  der  Trigo- 
nometrie besprachen,  die  folgenden  Formeln  (196,  XVI.,  und 
204,  XIX.)  begegneten, 

IX.  .  .  S  Uq  m  COS  L.  q ,         T  V  Uq  =  8H1  L.  q  \ 

wir  hatten  auch,  in  316,  für  den  Winkel  eines  Quaterniotis 
die  Ausdrücke, 


wir  können  daher  den  folgenden  Ausdruck  für  das  Differential 
dos  Winkels  eines  Quaternions  aufstellen, 


(6.)  Im  Folgenden  gebe  ich  einen  andern  Weg,  zu  dem- 
selben Resultat  zu  gelangen,  durch  die  Differentiation  des  Sinus 
anstatt  des  Cosinus  des  Winkels,  oder  durch  die  Berechnung 
von  dTVUq,  anstatt  von  dSUq.  Für  diesen  Zweck  ist  nur 
nöthig  zu  bemerken,  dass  wir,  nach  334,  XII.  XIV.,  und  ver- 
mittelst einiger  leichten  Umformungen  von  der  letzlich  in  (4.) 
angewandten  Art,  die  Formel  erhalten, 


VIII.  ,.dSUq=  -S 


dq 

q  U  Vq 


.TVUq. 


X.  ..  L-q  =  TVlq=  TiUq\ 


Xl...dLq  =  dTVlq  =  dTlUq 


Xll.  .  .  dTVUq  =  S 


Vd  Uq  _  g  d  Uq 
ÜVÜq  "  9  UVq 


Digitized  by  Google 


Kap.  IL] 


Differentiale  der  Achse  und  des  Winkels. 


006 


wenn  man  sie  durch  Süq  dividirt,  und  auf  IX.  und  X.  achtet, 
so  kommt  man  wieder  auf  den  Ausdruck  XI.  für  das  Diffe- 
rential des  Winkels  eines  Quaternions. 

(7.)  Eliminirt  man  S(dq:qUVq)  aus  VIII.  und  XII.,  so 
erhält  man  die  differential  Gleichung, 

Xm. ..  SUq.dSUq  +  TVUq.dTVÜq  =  0; 

mit  Rücksicht  auf  den  skalar  Charakter  der  differentiirten 
Variabein  ist  das  Integral  augenscheinlich  von  der  Form, 

XIV.  . .  {SUq?  +  (TVUqy  =  const.; 

und  in  Uebereinstimmung  damit  haben  wir,  in  204,  XX.,  ge- 
sehn, dass  die  Summe  im  ersten  Gliede  dieser  Gleichung  be- 
ständig gleich  der  positiven  Einheit  ist. 

(8.)    Die  Formel  XI.  kann  auch  so  geschrieben  werden, 

XV. .  .  d/_q=  S[V(dq:q):UVq]; 

und  es  lässt  sich  verificiren,  dass,  wenn  wir  annehmen,  dass 
dq  \q,  wie  in  IV.,  und  daher  dUVq  =  Q,  nach  LH,  der  Aus- 
druck unter  dem  Zeichen  S  das  Differential  des  Quotienten, 
VlqtUVq,  wird,  und  daher,  nach  316,  VI.,  des  Winkels 
L.  q  selbst. 

336.  Eine  wichtige  Anwendung  der  vorhergehenden  Sätze 
und  Regeln  besteht  in  der  Differentiation  der  skalar  Functionen 
von  Vectoren,  wenn  diese  Functionen  den  Gesetzen  und  Be- 
zeichnungen der  Quaternionen  gemäss  definirt  und  ausgedrückt 
werden.  Wir  werden,  in  der  That,  finden,  dass  solche  Diffe- 
rentiationen einen  sehr  ausgedehnten  Theil  in  den  Anwendungen 
der  Quaternionen  auf  die  Geometrie  einnehmen;  aber,  für  den 
Augenblick,  werden  wir  sie  hier  nur  als  reine  Uebungsbei- 
spiele  für  die  Berechnung  behandeln.  Das  Folgende  giebt 
einige  wenige  Beispiele. 

(1.)  Es  möge  p,  in  den  folgenden  Nebenartikeln,  einen 
variabeln  Vector  bezeichnen  ;  und  es  werde  die  folgende  Gleichung 
vorgeschlagen, 

I.  .  .  r2  +  p2  =  0, 

in  welcher 

Vr  =  0, 

Hamilton,  Qusterolonen.  40 
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so  dass  r  ein  (im  allgemeinen  variabler)  Skalar  ist  Differen- 
tiirt  man,  und  beachtet,  dass,  nach  279,  III.,  gg'  +  g'g  =  2  Sgg\ 
wemi  g  irgend  ein  zweiter  Vector  ist,  so  wie  wir  dg  an- 
nelmien,  so  erhalten  wir,  nach  322,  VIII.,  und  nach  324,  V1L, 
die  Gleichung, 

IL  .  .  r<fr+  Sgdg  =  0; 

oder 

III.  . .  dr  =  -  r~lSgdr  =  rSg~ldg. 

In  der  That  ist  r  hier,  wenn  es  positiv  angenommen  wird, 
nach  282,  IL,  der  Tensor  von  g;  so  dass  der  letzte  Ausdruck 
III.  für  dr  in  der  allgemeinen  Formel,  334,  XIII.  mitent- 
halten ist 

(2.)  Wenn  der  Tensor,  r,  constant  ist  8<>  w»rd  die  diffe- 
rential  Gleichung  II.  einfach, 

IV.  .  .  Sgdg  =  0, 

wenn 

—  p2  =  const, 

oder  wenn 

dTg  =  0. 

(3.)  Es  möge  ferner  die  gegebne  Gleichung  sein  (vergl. 
282,  XIX.), 

V...r»=  T(ig  +  gx), 

nebst 

dt  =  0,         dx  =  0, 

so  dass  i  und  x  hier  zwei  constante  Vectoren  sind.  Quadrirt 
und  differentiirt  man,  so  erhalten  wir  daher  (nach  334,  XL, 
da  Kig  =  gi,  u.  s.  w.), 

VI.  .  .  2r*dr  =  \  dN{tg  +  gx)  =  Sfoi  +  xp) (trf(>  +  rfpx) 

=  (<2  +  x*)Sgdg  +  2Sxgtdg; 

oder  kürzer, 

VII.  .  .  2r-irfr  =  ÄWp, 

wenn  v  ein  Hülfsvector  ist,  welcher  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt wird, 

VHI. .  .  r*v  =  (,»  +  x!)p  +  2  Txpi; 
sie  lässt  sich  auf  mehrfache  Weise  transformiren. 
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(4.)  So  können  wir  zum  Beispiel,  nach  295,  VIL,  schreiben: 

IX.  .  .  r*v  —  {i%  +  x2)?  4-  *Qt  +  igx 
=  ,{ig  +  gx)+x{gt  +  xg); 

oder,  nach  294,  in.,  und  282,  XII, 

X.  .  .  r*v  =  (<2  +  **)p  +  2{xStg  -  gStx  +  iSxg) 
=  (i-x)*g  +  2(i8xQ  +  *8i9)\ 

XL  S.  W. 

(5.)  Die  Gleichung  V.  ergiebt  (vergl.  190,  V.),  wenn  sie 
quadrirt  wird  ohne  differentiirt  zu  werden, 

XI.  .  .  r*  =  iV(<p  +  ()x)  =  (<p  +  gx)  (gi  +  xg) 
=  (<a  +  x*)ps  +  tgxg  +  gxgt 

=  (il  +  xV  +  2Stpxp 

=  (t  —  x)2pa     4  Stp  Sxp  =  u.  s.  w., 

durch  Transformationen  von  derselben  Art,  wie  vorher;  wir 
haben  daher,  in  Folge  der  vorigen  Ausdrücke  für  r*  >»,  die  fol- 
gende bemerkenswerth  einfache  Beziehung  zwischen  den  beiden 
variabeln  Vectoren,  g  und  v, 

Xn.     Svg  =  l-, 

oder 

XH  .  ..  Sgv=  1. 

(6.)  Wenn  der  Skalar,  r,  constant  ist,  so  erhalten  wir, 
nach  VIL,  die  differential  Gleichung, 

XIII.  .  .  Svdg  =  0  ; 

und  danach  auch 

XIV.  .  .  Sgdv=  0. 

nach  XII.;  es  besteht  somit  eine  Beziehung  von  Reciprocität 
zwischen  den  beiden  Vectoren  g  und  v,  deren  geometrische 
Bedeutung  wir  bald  sehn  werden. 

(7.)  Mittlerweile  sehn  wir,  wenn  wir  r  wieder  als  variirend 
annehmen,  dass  der  letzte  Ausdruck  VI.  für  2rVr  auf  andere 
Weise  erhalten  werden  kann,  indem  wir  die  Hälfte  des  Diffe- 
rentials eines  jeden  der  beiden  zuletzt  entwickelten  Ausdrücke 
XL  für  r*  nehmen;  es  ist,  bei  all  diesen  kleinen  Rechnungen, 
daran  zu  denken,  dass  cyklische  Permutation  der  Factoren 

40* 
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unter  dem  Zeichen  S  erlaubt  ist  [223,  (10.)],  selbst  wenn  die 
Factoren  Quaternionen  sind,  und  was  auch  immer  ihre  Anzahl 
sein  mag;  und  dass,  wenn  sie  Vectoren  sind,  und  wenn  ihre 
Anzahl  ungrade  ist,  dann  erlaubt  ist,  ihre  Reihenfolge  unter 
dem  Zeichen  V  umzukehren  [295,  (9.)],  und  so  zum  Beispiel 
in  der  Formel  VIII.  zu  schreiben  Viqx  an  Stelle  von 
Vxqi. 

(8.)  Als  ein  weiteres  Beispiel  einer  skalar  Function  eines 
Vectors  möge  p  die  Nähe  (oder  Verwandtschaft)  eines 
variabeln  Punktes  P  zum  Anfangspunkt  O  bezeichnen ;  so  dass 

oder 

XV.  ../r-a  +  p»-0. 

Daher  ist, 

XVI.  .  .  dp  =  Svdg, 

wenn 

XVII.  .  .v  =p*p=p2Up; 

v  ist  hier  ein  neuer  Hülfsvector,  welcher  von  dem  zuletzt  be- 
trachteten (VTLI.)  verschieden  ist,  und  der  —  wie  wir  sehn  — 
denselben  Versor  (oder  dieselbe  Richtung)  hat^  wie  der  Vector  o 
selbst,  dessen  Tensor  aber  gleich  dem  Quadrat  der  Nähe  von 
P  zu  0  ist;  oder  gleich  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Ent- 
fernung ues  einen  dieser  beiden  Punkte  vom  andern  ist. 

337.  Andrerseits  haben  wir  oft  Gelegenheit,  in  den  An- 
wendungen Vectoren  als  Functionen  von  Skalaren  in  Betracht 
zu  ziehn,  wie  in  99,  jetzt  aber  mit  dem  Gebrauch  von  Formen, 
welche  aus  Operationen  an  Quaternionen  entspringen,  und  die 
daher  im  ersten  Theil  nicht  in  Betracht  gezogen  worden  sind. 
Und  wenn  immer  wir  somit  einen  Ausdruck  wie  einen  der 
beiden  folgenden  haben, 

!•••(>  = 

oder 

II.  ..(»=-  (f  {s,  t), 

für  den  variabehi  Vector  einer  Curve,  oder  einer  Oberfläche 
(vergl.  wieder  99),  wo  s  und  t  zwei  variable  Skalare  sind,  und 
<f  {t)  und  (f  (s,  t)  irgend  welche  Functionen  von  vector  Form 
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bezeichnen,  von  denen  die  letztere  hier  als  völlig  unabhängig* 
von  der  ersteren  angenommen  ist,  so  können  wir  [vergl.  100, 
(4.)  und  (9.),  und  die  neueren  Nebenartikel,  327,  (5.),  (6.),  und 
329,  (5.)]  die  Bezeichnungen  für  Ableitungen  anwenden  für 
totale,  oder  Gesammt- Ableitungen ,  und  für  partielle,  oder 
Theil- Ableitungen;  und  wir  können  daher  die  folgenden  als 
die  differentiirten  Gleichungen  hinschreiben,  welche  bezüglich 
aus  den  Formen  I.  und  IL  hervorgehn: 

III.  ..</(>  =  y't.dt  =  Q'dt  =  Dt$.dt\ 

IV.  .  .  dg  =  d,Q  +  d,g 

=  D,o  .ds  -f  Dtg.dt\ 

die  geometrischen  Bedeutungen  derselben  haben  wir  schon 
theilweise  gesehn,  in  den  Nebenartikeln  zu  100,  und  sie  wer- 
den bald  vollständiger  entwickelt  werden. 

(1.)  So  haben  wir  für  den  kreisförmigen  Ort,  314,  (1.), 
für  welchen 

V.  .  .  Q  =  ce*ß,       Ta=\,       Saß  =  0, 
nach  333,  VIEL,  den  folgenden  abgeleiteten  Vector, 

YI...9'  =Ap  =  |«'+l^  =  ya(». 

(2.)    Und  für  den  elliptischen  Ort,  314,  (2.),  für  welchen 
VH.  ..(>=  V.a*ß,       Ta=  1, 

aber  nicht 

Saß  =  0, 

erhalten  wir,  ebenso,  den  weiteren  abgeleiteten  Vector, 
VIIL  .  .  q'  =  DtQ  =  £  V.  cS+iß. 

(3.)  Als  ein  Beispiel  für  eine  vector  Function  von  mehr 
als  einem  Skalar  wollen  wir  den  Ausdruck  (308,  XVHL) 
wiederaufnehmen, 

IX.  .  .  (>  =  rk'j'kj—kr*; 


*  Wir  werden  daher  hier  nicht  die  für  den  Augenblick  benutzte 
Bezeichnung  in  einigen  der  letzten  Artikel  anwenden,  nach  welcher  wir 
gehabt  haben  würden,  dyq  =  qp(y,  dq). 


G10 


Elemente  der  Quaternionen.  [Theil  I Ir- 


in dem  wir  den  Tensor  r  jetzt  als  gegeben  annehmen  wollenr 
so  dass  q  der  variable  Vector  eines  Punktes  auf  einer  ge- 
gebnen Kugeloberfläcbe  ist,  deren  Radius  r  ist,  und  deren 
Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  ist;  während  s  und  t  zwei  un- 
abhängige skalar  Variable  sind,  in  Bezug  auf  welche  die  beiden 
partiellen  Ableitungen  zu  bestimmen  sind. 

(4.)  Die  Ableitung  nach  t  ist  leicht;  denn,  da  ijk  Ein- 
heitsvectoren  (295)  sind,  und  da  wir,  nach  333,  VIII.,  allge- 
mein haben, 

und  daher 

XL  .  .  D,.a*  = 

wenn  Tu  =  1 ,  und  wenn  x  irgend  eine  skalar  Function  von 
t  ist,  so  können  wir  sofort,  nach  279,  IV..  schreiben, 

XII.  .  .  D,g=  ~{kg  -  Qk)  =  nl'kg; 
und  wir  sehn,  dass 

XIII.  .  .  SqD,q=0, 

ein  Resultat,  welches  zu  erwarten  war,  wegen  der  Gleichung, 

XIV.  ..(.!+r!  =  0( 

welche,  nach  308,  XXIV.,  aus  dem  vorigen  Ausdruck  IX. 
für  q  folgt 

(5.)  Um  einen  Ausdruck  von  ungefähr  demselben  Grad 
von  Einfachheit  für  die  andere  partielle  Ableitung  von  q  zu 
bilden,  mögen  wir  beachten,  dass  f+ikj-$  gleich  seinem  eignen 
vector  Theil  ist  (da  sein  Skalar  verschwindet);  folglich  ist 

XV.  ..D.9=  nk'jk-'g; 

oder 

XVI.  .  .  Dt9  =  nk**jQ  =  njk-ug, 

in  Folge  der  Transformationen  308,  (11.).  Und  da  der  Skalar 
von  ktjk-1  null  ist,  so  haben  wir  die  Gleichung, 

XVII.  ..6>Ap  =  0, 
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die  der  Gleichung  XIII.  entspricht;  sie  hätte  auf  andere  Weise 
erhalten  werden  können,  wenn  man  die  Ableitung  von  XIV. 
genommen  hätte,  in  Bezug  auf  den  variablen  Skalar  t. 

(6.)  Die  partielle  Ableitung  Dtg  muss  ein  Vector  sein; 
denn,  nach  XV.  oder  XVI.,  muss  g  senkrecht  zum  Vector 
k'jk-'  sein,  oder  zu  kujy  oder  zu  jk-2t\  ein  Resultat,  welches 
unter  der  letzten  Form  leicht  durch  den  Ausdruck  315,  XII. 
für  g  bestätigt  wird.  In  der  That  ergiebt  dieser  Ausdruck, 
nach  315,  (3.)  und  (4.),  und  nach  den  letzten  Werthen  XII., 
XVI. .  die  weiteren  Formen  für  die  beiden  partiellen  Ab- 
leitungen von  g,  welche  wir  vorher  in  Betracht  gezogen  hatten: 

XVIII.  ..Dtg  =  itrkitV.j>'; 
XIX. .  .  D,g  =  nr{k*t  V.        -  V.k1'); 

sie  hätten  unmittelbar  durch  partielle  Ableitungen  aus  dem 
Ausdruck  315,  XII.  selbst  abgeleitet  werdenkönnen,  von  dem 
beide  Vector-Formen  sind. 

(7.)  Und  in  Folge  dessen,  oder  indem  wir  von  dem  ent- 
wickelten Ausdruck  315,  XIH.  unmittelbar  die  Ableitung 
nehmen,  erhalten  wir  die  neuen  Formen  für  die  partiellen 
Ableitungen  von  g: 

XX.  .  .  Dtg  =  nr{jQostn  —  / sinfjr) sin*jr; 
XXI.  .  .  Dtg  =  nr{(icost7t  +  jsmtn)  cos*;r  -  Asuiäjj)}. 

(8.)  Wir  können  hinzufügen,  dass  nicht  nur  der  variable 
Vector  g  senkrecht  zu  jedem  der  beiden  abgeleiteten  Vectoren, 
D,g  und  Dtg,  ist,  sondern  dass  sie  auch  zu  einander  senkrecht 
sind;  denn  wir  können,  nach  XII.  und  XVI.,  schreiben, 

XXII...  S{D.g.Dtg)=  -  n*S.k*<jg2k 

=  0; 

und  derselbe  Schluss  kann  auch  aus  den  Ausdrücken  XX.  und 
XXI.  gezogen  werden. 

(9.)  Ein  Vector  kann  als  eine  Function  von  drei  unab- 
hängigen skalar  Variabein,  wie  r,  s,  t  es  sind,  angesehn  wer- 
den; oder  besser  er  muss  als  eine  solche  angesehn  werden, 
wenn  er  der  Vector  eines  beliebigen  Punktes  im  Räume  sein 
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soll:  und  er  wird  daher  ein  Gresammtdifferential  (329)  von  der 
dreigliedrigen  Form  haben, 

XXIII.  .  .  dg  =  drg  +  d.Q  +  d,g 

=  DrQ.dr  +  D,g.ds  -f  Dtg.dt\ 

und  wir  werden  somit  drei*  partielle  Ableitungen  haben. 

(10.)  Zum  Beispiel,  wenn  g  den  Ausdruck  IX.  annimmt, 
so  erhalten  wir  als  dritte  partielle  Ableitung, 

XXIV.  ..Drg  =  r-*g  =  Uq, 

welche  auch  vollständiger  in  folgender  Weise  geschrieben  wer- 
den kann  (vergl.  wieder  315,  XTLL), 

XXV.  ..Drg  =  Vfkj—k-* 

=  (icostn  +  jsintit)smsn  +  äcosjtt; 

und  wir  sehn,  dass  die  drei  abgeleiteten  Vectoren, 

XXVI.  ..DrQ,      D.Q,  Dtg, 

hier  ein  rechtwinkliges  System  bilden. 


Fünfter  Abschnitt. 

Ueber  sucoessive  Differentiale  und  Entwicklungen  von 
Functionen  von  Quaternionen. 

338.  Es  findet  sich  jetzt  keine  Schwierigkeit  mehr  bei 
der  mehrfachen  Differentiation,  entweder  der  Gesammt-  oder 
Theil  -  Differentiation ,  von  Functionen  von  einer  oder  von 
mehreren  Quaternionen;  und  solche  Differentiation  wird  sich 
als  nützlich  erweisen,  wie  in  der  gewöhnlichen  Rechnungsweise, 
im  Zusammenhang  mit  Entwicklungen  von  Functionen:  und 
ausserdem  ist  sie  für  viele  von  den  geometrischen  und  physi- 


•  Daa  heisst,  drei  von  der  ersten  Ordnung;  denn  wir  werden 
bald  Gelegenheit  haben,  mehrfache  oder  successive  Differen- 
tiale in  Betracht  zu  ziehn ,  von  Functionen  von  einer  oder  von 
mehreren  Variabein ,  und  werden  so  zur  Betrachtung  von  Ordnungen 
von  Differentialen  und  von  Ableitungen  gelangen ,  welche  höher  als  die 
erste  sind. 
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kaiischen  Anwendungen  der  Differentiale  von  Quaternionen 
nothwendig,  auf  welche  wir  bisher  noch  nicht  eingegangen 
sind.  Einige  wenige  Beispiele  der  mehrfachen  Differentiation 
mögen  dazu  dienen,  leichter,  als  irgend  welche  allgemeine  Vor- 
schriften, die  Natur  und  die  Wirkungen  dieser  Operation  zu 
zeigen;  und  wir  wollen,  der  Einfachheit  wegen,  mit  entwickel- 
ten (expliciten)  Functionen  einer  quaternion  Variabein  be- 
ginnen. 

(1.)  Man  nehme  das  Quadrat,  q1,  eines  Quaternions,  als 
eine  Function  fq,  welche  zweimal  differentiirt  werden  soll. 
Wir  sahn,  in  324,  VII.,  dass  eine  erste  Differentiation  die 
Gleichung  ergab, 

I.  .  .  dfq  =  d.q*  =  q.dq  -f  dq.q\ 

wir  wollen  jetzt  aber  wieder  differentiiren,  um  das  zweite  Diffe- 
rential <Pfq  der  Function  q2  zu  bilden,  indem  wir  das  Diffe- 
rential der  Variabein  q  wieder  als  gleich  dq  behandeln,  und 
im  Allgemeinen  schreiben  werden  ddq  =  d*q,  wo  d*q  ein 
neuer  willkürlicher  Quaternion  ist,  dessen  Tensor,  Td*q,  nicht 
klein  (vergl.  322)  zu  sein  braucht.  Und  wir  bekommen  somit, 
im  Allgemeinen,  den  zweimal  differentiirten  Ausdruck,  oder 
das  Differential  von  der  zweiten  Ordnung, 

II.  .  .  (P  fq  =  d*.  qr  =  q .  d*q  -f  2dq-  +  rf*y .  q. 

(2.)  Das  zweite  Differential  des  Reciproken  eines  Quater- 
nions ist  allgemein  (vergl.  324,  XL), 

III.  .  .  d*.q-l  =  2{f/~ldq)2q-l  -  q-^d}q.q~\ 

(3.)  Wenn  q  ein  variabler  Vector  ist,  dann  haben  wir 
[vergl.  336,  (1.)],  ftir  das  erste  und  zweite  Differential  seines 
Quadrates  die  Ausdrücke: 

IV.  .  .  </.p»=  2SQdg; 
V.  .  .  (P.g*  =  2SgdlQ  +  2dQ\ 

(4.)  Wenn  fg  irgend  eine  andere  skalar  Function  eines 
variablen  Vectors  g  ist,  und  wenn  (vergl.  wieder  die  Neben- 
artikel zu  336)  sein  erstes  Differential  auf  die  Form  ge- 
bracht wird, 
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VI.  .  .  dfg  =  2Svdg, 

wenn  v  ein  anderer  variabler  Vector  ist ,  dann  kann  das 
zweite  Differential  derselben  Function,  wie  folgt,  ausgedrückt 
werden : 

VII.  .  .  tP/g  =  2Sv<Pg  +  2Sdvdg; 

hier  habe  ich,  kurz,  Sdvdg  anstatt  S{dv.dg)  geschrieben. 

(5.)  Die  folgende  sehr  einfache  Gleichung  werden  wir, 
bei  der  Theorie  der  Bewegungen,  welche  unter  dem  Em  da- 
von Centraikräften  entstehn,  von  Nutzen  finden: 

VUI.  ..dVodo=  Vgd*g; 

denn  es  ist 

V.dg*  =  0. 

(6.)  Als  ein  Beispiel  für  das  zweite  Differential  eines 
Quaternions,  welcher  als  eine  Function  einer  skalar  Variabein 
anzusehn  ist  [vergl.  333,  VIEL,  und  337,  (1.)],  mag  das  folgende 
gegeben  werden,  in  welchem  a  eine  gegebne  Einheitslinie  be- 
zeichnet, so  dass  «s  =  —  1  ist,  da  =  0,  dagegen  x  ein  variabler 
Skalar  ist: 

IX.  ..d>.u*  =  dl^-a*+idx^ 

=  JLu*+id}x-^u*dx\ 

(7.)    Das  zweite  Differential  des  Productes  irgend  zweier 
Functionen  eines  Quaternions  q  kann,  wie  folgt  (vergl.  IL) 
ausgedrückt  werden: 

X.  .  .  (P{fq.(f>q)  =  dtfq.yq  -f  2dfq.d(pq  +fq.di(f  q. 

339.  Das  zweite  Differential,  d*q,  des  variablen  Quater- 
nions q,  geht  allgemein  (wie  wir  gesehn  haben)  in  den  Aus- 
druck für  das  zweite  Differential  cPfq,  der  Function  fq,  als  ein 
neuer  und  willkürlicher  Quaternion  ein:  aber,  grade  aus  diesem 
Grunde,  ist  es  erlaubt,  und  erweist  sich  häufig  als  angemessen, 
dies  zweite  Differential  d*q  gleich  null  anzunehmen:  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  anzunehmen,  dass  das  erste 
Differential  dq  constant  ist  Und  wenn  wir  diese  neue  An- 
nahme machen, 
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L  .  •  dg  m  einer  Constanten, 

oder 

F.  .  .  d'q  =  0, 

werden  die  Ausdrücke  für  (Pfq  folglich  einfacher,  wie  in  den 
folgenden  Beispielen. 

(1.)  Mit  der  letzten  Annahme,  I.  oder  I'.,  erhalten  wir 
die  folgenden  zweiten  Differentiale  des  Quadrates  und  des  Re- 
ciproken  eines  Quaternions: 

IL  ..rf8V  =  2<fys; 

m. . .  d*.<ri  =  2{<ridq)i<ri  =  2<ri{dq.q-1)*. 

(2.)  Wenn  wir  ferner  annehmen,  dass  c0,  cx,  c2  irgend 
welche  drei  constanten  Quaternionen  sind,  und  die  Function, 

IV...fq  =  C0qclqci, 

nehmen,  so  finden  wir,  unter  derselben  Bedingung  L  oder  F., 
dass  ihr  erstes  und  zweites  Differential  sind, 

V.  .  .  dfq  =c0</7.Cjyc2  +  C0qexdq.ct\ 
VI.  .  .  d}fq  =  2c0dq  .c^dq .  c8 ; 

wenn  man  sie  niederschreibt,  so  kann  man  die  Punkte*  fort- 
lassen. 

(8.)  Wenn  das  erste  Differential,  dq,  noch  ganz  willkür- 
lich [vergl.  322,  (8.),  und  325,  (2.)]  bleibt,  so  dass  nicht  die 
Annahme  gemacht  wird,  dass  sein  Tensor  Tdq  klein  ist,  wenn 
wir  auch  jetzt  das  Differential  dq  als  constant  (I.)  annehmen, 
so  haben  wir  in  aller  Strenge, 

VH.  .  .  (q  +  dq)*  =  q*  +  d.q*  +  \d* .  q\ 

diese  Gleichung  kann  auch  so  geschrieben  werden, 
VILI. .  .  (q  +  dq)*  =  (1+  tf+ 

(4.)  Und  ebenso  haben  wir,  allgemeiner,  unter  derselben 
Bedingung  der  Constanz  von  dq,  die  Gleichung, 

IX.  .  .f(q  +  dq)  =  (1  +  rf-f  \<P\fq, 

wenn  die  Function  fq  die  Summe  irgend  einer  Anzahl  von 
*  Vergleiche  die  zweite  Anmerkung  auf  Seite  578. 
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Monomen  ist,  von  denen  jedes  im  Besonderen  von  der  Form 
IV.  ist,  und  daher  jedes  rational,  ganz,  und  homogen 
von  der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  den  variabeln 
Quaternion,  q\  oder  wenn  sie  die  Summe  solcher  Monome  ist, 
und  anderer  von  der  ersten  Dimension  und  constanter  Glieder: 
das  heisst,  wenn  aot  b0,  bv  b0,  b'v  •  •  und  c0,  cv  cv  c0,  c'v  c'y  •  • 
irgend  welche  constanten  Quaternionen  sind,  und  wenn 

X.  .  .fq  =  aQ  +  2büqbi  -f  2c0qcxqcr 

340.  Es  ist  leicht,  Differentiationen  von  der  dritten  und 
höheren  Ordnung  zu  bewerkstelligen ;  man  braucht  sich  nur  zu 
denken,  dass,  wenn  wir  auf  einer  früheren  Stufe  die  ersten 
Differentiale  von  q,  dq,  •  •  mit  dq,  diqy  •  •  bezeichnet  haben, 
wir  nun  fortfahren  werden,  sie  so  zu  bezeichnen,  auf  jeder 
folgenden  Stufe  der  mehrfachen  Differentiation:  und  wenn  wir 
es  angemessen  finden,  irgend  ein  Differential  als  constant  zu 
behandeln,  wir  dann  alle  seine  mehrfachen  Differentiale  als 
verschwindend  behandeln  müssen.  Einige  wenige  Beispiele 
mögen  gegeben  werden,  hauptsächlich  in  der  Absicht,  die  vorige 
Formel  339,  IX.,  für  die  Function  f(q  +  dq)  einer  Summe  von 
irgend  zwei  Quaternionen,  q  und  dq,  auf  vielgliedrige  Formen 
von  höherer  als  der  zweiten  Dimension  auszudehnen. 

(1.)  Das  dritte  Differential  eines  Quadrates  ist  allgemein 
(vergl.  338,  IL), 

I.  .  .  rf3.^1  =  q.(Pq  +  (Pq.q  +  S(dq  .(Pq  +  (Pq.dq). 

(2.)  Allgemeiner  kann  das  dritte  Differential  eines  Pro- 
duetes  von  zwei  quaternion  Functionen  (vergl.  338,  X.)  in 
folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

II.  .  .  <P(fq  .  <pq)  —  cPfq .  q>q  +  3^/^  .  dy>'q 

+  ddfq .  d1  fq  +fq  .(Pyq. 

(3.)  Noch  allgemeiner  ist  das  n-te  Differential  eines  Pro- 
duetes,  wie  in  der  gewöhnlichen  Rechnung, 

III.  .  .  d»{fq.(pq)  =  d»fq.(pq  +  nd*-xfq.dq>q 
+  n^-^fq.d^cpq  +  .  .  +fq.dn<pq, 

wenn 

«(«-!)  »(«-!)(» -2) 

"s  =   v  y~  .        ns  =  ,  u.  s.w.; 
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das  einzige,  was  den  Quaternionen  eigentümlich  ist,  ist,  dass 
wir  (im  Allgemeinen)  gezwungen  sind,  die  Anordnung  der  Fac- 
toren  beizubehalten,  in  jedem  Gliede  des  Ausdrucks  III. 

(4.)  Danach  ist,  im  Besonderen,  wenn  man  die  Function 
fq  kurz  durch  r  bezeichnet,  und  <fq  mit  q  vertauscht, 

IV.  .  .  d*.rq  =  dnr.q  +  nd»-xr.dq, 

wenn 

<Pq  =  0. 

(5.)  Daher  haben  wir  auch,  unter  der  Bedingung,  dass  dq 
constant  ist,  wenn  c  irgend  ein  anderer  constanter  Quaternion 
ist,  die  Transformation, 

=  (l  +  d  +  1  #  +  ä rL  #f  +  . . .  +  o^zi)      -  • 

wenn 

rf»r  =  0, 

ist 

(6.)  Danach  ist  nun,  nach  339,  (4.),  leicht  zu  schliessen, 
dass,  wenn  wir  das  Symbol  td  deuten  durch  die  Gleichung 
(vergL  316,  L), 

VI.  .  .       =  1  +  d  +  ±<P  +  ±d*  +  U.  S.  W., 

und  wenn  wir  das  weitere  Symbol  idfq  so  deuten,  als  ob  es 
kurz  die  Reihe  bezeichnet,  welche  aus  fq  dadurch  gebildet 
wird,  dass  man  an  ihr  mit  dieser  symbolischen  Entwicklung 
operirt:  und  wenn  die  Function  fq,  an  der  man  so  operirt 
hat,  irgend  ein  endliches  Polynom  ist,  welches  (ebenso  wie  der 
Ausdruck  339,  X.)  keine  gebrochnen  oder  negativen  Exponen- 
ten enthält,  wir  dann,  als  eine  Erweiterung  einer  früheren 
Gleichung  (339,  IX.),  die  Formel  hinschreiben  können: 

VII.  .  .  *fq  =ßg  +  dq)t 

wenn 

drq  =  0 

ist;  sie  gilt  hier  in  aller  Strenge,  da  sämmtliche  Glieder  dieser 
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Entwicklung  für  eine  Function  einer  Summe  zweier  Quater- 
nionen,  q  und  dq,  einzeln  gleich  null  werden,  sobald  der  sym- 
bolische Exponent  von  J  grösser  als  die  Dimension  des  Poly- 
noms wird. 

(7.)  Wir  werden  bald  sehn,  dass  es  einen  Sinn  giebt,  in 
welchem  man  diese  exponential  Transformation  VII.  auf  andere 
functional  Formen  ausdehnen  kann,  welche  nicht  wie  die  vorige 
zusammengesetzt  sind:  und  dass  somit  ein  dem  Taylor'schen 
Satz  entsprechendes  Theorem  für  Quaternionen  aufgestellt 
werden  kann.  Mittlerweile  möge  man  beachten,  dass,  wenn 
man  dq  mit  Aq  in  der  endlichen  Entwicklung  vertauscht, 
welche  wir  vorher  erhalten  haben,  wir  die  folgende  Formel 
hinschreiben  können: 

VIII.  .  .  Sfq  =/{q  +  Aq)  =  (1  +  A)fq, 

oder  kurz, 

IX.  .  .  id  =  1  +  A  \ 

mit  dieser  letzteren  symbolischen  Gleichung  kann  man  operiren, 
und  sie  transformiren,  wie  in  der  gebräuchlichen  Rechnung 
mit  Differenzen  und  Differentialen.  Zum  Beispiel,  ist  man  da- 
mit einverstanden,  J%q  sowohl,  wie  d2q,  als  verschwindend  zu 
behandeln,  so  hat  man  (für  irgend  einen  positiven  und  ganzen 
Exponenten  m)  die  beiden  folgenden  Transformationen  von  IX., 

X...      =(«•»-  1)-, 

und 

XI. .  .  dm  =  [log(l  +  A)]m; 

wenn  man  mit  den  so  gleichgesetzten  Symbolen  an  irgend 
einer  polynonien  Function  fq,  von  der  vorher  beschriebenen 
Art  operirt,  so  ergeben  sich  stets  endliche  Entwicklungen, 
welche  einander  in  aller  Strenge  gleich  sind. 

341.  Es  mögen  Fx  und  cpx  irgend  zwei  Functionen  einer 
skalar  Variabein  sein,  welche  beide  mit  dieser  Variabein  zu- 
gleich verschwinden;  so  dass  sie  den  beiden  Bedingungen  ge- 
nügen, 

I.  ..F0=*0,       rf  0  =  0. 
Dann  sind  die  drei  zusammengehörigen  Werthe, 

II.  .  .  x,       Fx,  (px, 
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der  Variabein,  und  der  beiden  Functionen,  zu  gleicher  Zeit 
(vergL  320,  321)  drei  zusammengehörige  (simultane)  Differenzen, 
im  Vergleich  mit  dem  andern  Werthsystem  der  drei  zu- 
sammengehörigen Werthe, 

III.  ..0,       F0,  (fQ. 

Wenn  man  daher  irgend  welche  Gleichvielfachen, 

IV.  .  .  HX,  TlFx,  U(pX, 

der  drei  Werthe  II.  durch  irgend  eine  passende  Zunahme  der 
Zahl,  «,  in  Verbindung  mit  einer  Abnahme  der  Variabein  x 
dahin  bringen  kann,  zusammen  irgend  einem  System  von  Grenz- 
werthen  zuzustreben,  so  müssen  sich  diese  Grenzwerthe  (nach 
der  Definition  in  320,  vergl.  ferner  321)  als  ein  System  zu- 
sammengehöriger Differentiale , 

V.  .  .  dx,       dFxt  drfiXy 

betrachten  lassen,  welche  dem  System  von  Anfangswerthen  III. 
entsprechen;  und  sie  müssen  den  letzten  Werthen  des  mit 
jenem  in  Verbindung  stehenden  Systems  von  Ableitungen, 

VI.  . .  1,      F*x,  (p'x, 

proportional  sein,  wenn  x  der  Null  zustrebt.  Wir  können  da- 
her, als  Ausdrücke  für  diese  schliesslichen  Werthe  der  beiden 
letzten  abgeleiteten  Functionen  schreiben, 

VIL  .  .  F'O  =  Um.  n  F  - ,       tf  'O  =  Um.  n<p  - , 

wenn 

F0  =  (f0  =  0. 

Und  selbst  wenn  diese  letzten  Werthe  verschwinden,  oder  wenn 
die  beiden  neuen  Bedingungen, 

vnt . .  /"o  =  o,    (f'o  =  o, 

erfüllt  sind,  so  dass  xf  F"x,  und  (p'x,  jetzt  (vergl.  II.)  ein  neues 
System  von  zusammengehörigen  Differenzen  bilden,  so  können 
wir  wieder  die  folgende  Grenzgleichung  für  Quotienten  auf- 
stellen, welche  von  den  letzten  Bedingungen  VIII.  unab- 
hängig ist, 

IX.  .  .  lim.  {Fx  \(px)  —  Um.  {Fx :  (p'x), 

x  =0  x  =  0 
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wenn 

FQ  =  yO  =  0; 

darunter  ist  auch  zu  verstehn,  dass,  in  gewissen  Fällen,  diese 
beiden  Quotienten  beide  mit  x  verschwinden  können;  oder  dass 
sie  zusammen  der  Unendlichkeit  zustreben  können,  wenn  x,  wie 
vorher,  der  Null  zustrebt. 

(1.)  Dieser  Satz  ist  so  wichtig,  dass  es  nicht  unnütz  sein 
wird,  ihn  durch  eine  geometrische  Erläuterung  zu  bestätigen, 
welche  zu  gleicher  Zeit  als  ein  geometrischer  Beweis  desselben 
dienen  kann;  wenigstens  für  den  ausgedehnten  Fall,  wenn  die 
beiden  Functionen  fx  und  tf  x  skalar  Formen  haben,  und  folg- 
lich durch  die  entsprechenden  Ordinaten,  A'J'und  XZ,  zweier 
Curven  OyY  und  OzZ  (oder  durch  Ordinaten,  welche  zu  ein 
und  derselben  Abscisse  OX  gehören)  dargestellt,  oder  eon- 
struirt  werden  können;  derjenigen  beiden  Curven,  welche  in 
einer  Ebne  liegen,  und  in  ein  und  demselben  Anfangspunkt 

O  beginnen  (oder  durch  ihn  hin- 
durchgehn),  wie  in  der  beigefügten 
Figur  75.  Wir  werden  später  sehn, 
dass  das  so  erhaltene  Resultat  auf 
quatemion  Functionen  ausgedehnt 
werden  kann. 

(2.)  Man  nehme  daher  erstens 
an,  dass  die  Ordinaten  dieser  beiden 
Curven  proportional  seien,  oder  dass 
sie  zu  einander  in  einem  festbestimm- 
ten und  constanten  Verhältniss  stehn; 
so  dass  die  Gleichung, 

X.  .  .  XV:  XZ  =  xy:xzt 
für  jedes  Abscissenpaar ,  OX  und  Ox,  befriedigt  wird,  wie 
gross  oder  wie  klein  auch  die  entsprechenden  Ordinaten  sein 
mögen.  Verlängert  man  daher  (wenn  nöthig)  die  Sehne  Yy 
der  ersten  Curve,  so  dass  sie  die  Abseissenachse  in  einem  ge- 
wissen Punkte  t  trifft,  imd  bestimmt  so  eine  Subsecante  tX, 
so  sehn  wir  sofort,  aus  den  ähnlichen  Dreiecken,  dass  die  ent- 
sprechende Sehne  Zz  der  zweiten  Curve  dieselbe  Achse  in 
demselben  Punkte  t  treffen  wird;  und  dass  sie  daher,  in  aller 
Strenge,  dieselbe  Subsecante,  tX,  bestimmen  wird. 
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(3.)  Wenn  man  sich  daher  vorstellt,  dass  sich  der  Punkt 
x  dem  X  nähert,  so  dass  die  Secante  Yyt  der  ersten  Curve 
mit  der  Tangente  VT  zur  Curve  in  dem  Punkte  Y  zusammen- 
zufallen strebt,  so  muss  die  Secante  Zzt  der  zweiten  Curve 
mit  der  Linie  ZT  zusammenzufallen  streben,  und  diese  Linie 
muss  daher  die  Tangente  zur  zweiten  Curve  werden:  oder, 
mit  anderen  Worten,  wenn  man  die  Bedingung  X.  annimmt, 
dass  eine  constante  Proportionalität  zwischen  den  Ordinaten 
bestehn  soll,  so  fallen  entsprechende  Subtangenten  zusammen 
und  sind  folglich  gleich. 

(4.)  Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  entsprechende  Ordi- 
naten nur  dahin  streben,  ein  gegebnes  oder  constantes  Ver- 
hältniss zu  einander  zu  haben;  oder  dass  ihr  (jetzt)  variables 
Verhältniss  einem  gegebnen  oder  festbestimmten  Grenzwerth 
zustrebt,  wenn  die  gemeinsame  Abscisse  unendlich  verringert 
wird,  oder  wenn  der  Punkt  A'  dem  O  zustrebt;  und  es  sei  T 
wieder  der  variable  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  zur  ersten 
Curve  an  1'  die  Achse  trifft,  so  dass  die  Linie  TX  wieder  die 
erste  Subtangente  ist  Dann  geht  die  entsprechende  Tangente 
zur  zweiten  Curve  an  Z  im  Allgemeinen  nicht  durch  den 
Punkt  T,  sondern  sie  wird  die  Achse  in  einem  gewissen,  von 
ihm  verschiedenen  Punkte  U  treffen.  Aber  das  Verhältniss 
der  beiden  entsprechenden  Subtangenten,  TX  und  £7A",  ein 
Verhältniss,  welches  das  der  Gleichheit  gewesen  war,  als  die 
Bedingung  der  Proportionalität  X.  streng  erfüllt  war,  wird 
jetzt  wenigstens  einem  solchen  Verhältniss  zustreben;  so  dass 
wir,  unter  dieser  neuen  Bedingung  des  Hinstrebens  zur  Pro- 
portionalität der  Ordinaten,  die  Grenzgleichung  haben  werden, 

XT. . .  Üm.(!TA":  UX)  s»  1; 
und  daraus  resultirt  die  Gleichung  LX. ,  unter  der  geome- 
trischen Form, 

XII. . .  lim.  (tan  XT  V:  tan  XUZ)  =  lim.  (Ar }':  XZ). 

(5.)  Wir  hätten  auch  beachten  können,  dass,  wenn  die 
Proportion  X.  streng  erfüllt  ist,  entsprechende  Flächen*  (wie 

*  Vergleiche  den  vierten  Lehnsatz  deB  ersten  Buchs  der  Principia; 
und  siehe  besonders  seinen  Zusatz,  in  welchem  die  Betrachtung  dieses 
Nebenartikels  dem  Wesen  nach  vorweggenommen  ist. 

Hamilton.  Qu*teraioocn.  41 
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zum  Beispiel  *XYy  und  xXZz)  der  beiden  Curven  genau  in 
dem  gegebnen  Verhältniss  der  Ordinaten  stehn;  so  dass  die 
weitere  Gleichung,  oder  Proportion, 

XIII.  .  .  OXYyO:  OXZz  O  =  XV:  XZ, 

dann  ebenfalls  streng  gültig  ist  Wenn  wir  daher  nur  an- 
nehmen, wie  in  (4.),  dass  die  Ordinaten  einem  gewissen  fest- 
bestimmten Grenzverhältniss  zustreben,  so  müssen  die  Flächen 
ihm  ebenfalls  zustreben;  so  dass,  wenn  das  zweite  Glied  der 
Gleichung  IX.  irgend  einen  bestimmten  Werth  als  Grenzwerth 
hat,  das  erste  Glied  denselben  Grenzwerth  haben  muss:  während 
der  vorige  Beweis,  durch  Subtangenten,  besser  dazu  diente,  zu 
zeigen,  dass  wenn  der  erste  (oder  linker  Hand  stehende)  Grenz- 
werth  in  IX.  existirte ,  dann  auch  der  zweite  Grenzwerth  in 
jener  Gleichung  existirte,  und  dem  ersten  gleich  war. 

(6.)  Wenn  die  Function  Fr  ein  Quaternion  ist,  so  können 
wir  sie  (nach  221),  wie  folgt,  ausdrücken, 

XIV.  .  .  Fr  =  W  +  iX  +jV+kZ, 

wo  Wt  A',  Y,  Z  vier  skalar  Functionen  von  x  sind,  von  deuen 
jede  im  Besondern  als  die  Ordinate  einer  ebenen  Curve  con- 
struirt  werden  kann;  die  vorige  geometrische*  Ueberlegung 

*  Anstatt  der  Gleichung  IX.  ist  es,  in  neueren  Werken  über  difle- 
rential  Rechnung,  üblich  geworden,  eine  Gleichung  vou  folgender  Form 
zu  geben,'  welche  aus  den  Sätzen  von  Lagrange  hergeleitet  ist, 

F{x)  _  F(0x) 

<r  (x)  "  <f  («*)  ' 

wenn 

FO  =  if  0  -  0; 

0  bezeichnet  irgend  einen  echten  Bruch ,  oder  eine  Grösse  zwischen  0 
und  1.  Und  eine  geometrische  Erläuterung,  die  auch  ein  geometrischer 
Beweis  ist,  wenn  die  Functionen  Fx  und  <j  x  construirt  werden  können 
(oder  wenn  man  sie  sich  construirt  denken  kann)  als  die  Ordinaten 
zweier  ebnen  Curven,  wird  bisweilen  aus  dem  Grundsatz  (oder  aus  der 
geometrischen  Anschauung)  abgeleitet,  dass  die  Sehne  irgend  eines  end- 
lichen und  ebnen  Bogens  parallel  zu  der  Tangente  sein  muss ,  welche 
an  einen  gewissen  Punkt  des  endlichen  Bogens  gezogen  wird.  Dagegen 
besteht  dieser  Parallelismus ,  im  Allgemeinen ,  nicht  länger ,  wenn  die 
Curve  von  doppelter  Krümmung  ist;  und  demgeraäss  ist  die  Gleichung 
in  dieser  Anmerkung  nicht  allgemein  gültig,  wenn  die  Functionen  Qua- 
ternionen sind;  oder  selbst  nicht,  wenn  eine  von  ihnen  ein  Quaternion, 
oder  ein  Vector  ist. 
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passt  somit  auf  jede  von  ihnen,  und  daher  auch  auf  ihre 
lineare  Combination  Fx:  diese  quaternion  Function  reducirt 
sich  selbst  auf  eine  vector  Function  von     wenn  W  —  0  ist. 

(7.)  Und  wenn  yx  eine  andere  quaternion  oder  vector 
Function  wäre,  so  könnten  wir  sie  zuerst  an  Stelle  von  Fx 
setzen,  und  könnten  dann  die  skalar  Function  (px  eliminiren; 
und  es  liesse  sich  so  beweisen,  dass  eine  Grenzgleichung  von 
der  Form  IX.  statt  hat,  wenn  die  beiden  verglichenen 
Functionen  Vectoren,  oder  Quaternionen  sind,  Functionen, 
von  denen  wir  wieder  annehmen,  dass  sie  mit  x  verschwinden. 

(8.)  Indessen  erscheinen  die  allgemeinen  Betrachtungen, 
durch  welche  die  Gleichung  IX.  kürzlich  begründet  wurde,  ein- 
facher und  directer;  und  es  ist  augenscheinlich,  dass  sie,  in 
gleicher  Weise,  die  weitere  aber  analoge  Gleichung  ergeben, 
in  welcher  F"x  und  y'x  zweite  Ableitungen  sind,  und  bei 
welchen  jetzt  angenommen  ist,  dass  die  Bedingungen  VIIL 
erfüllt  werden: 

XV.  . .  lim.  (F  x :  tf'x)  =  lim.  {F'x :  <p  'x), 

x  —0  x  =  0 

wenn 

FO  =  0,      cf'O  =  0. 

Und  so  könnten  wir  weitergehn,  so  lange,  als  successive  Ab- 
leitungen von  höheren  Ordnungen  fortfahren,  zusammen  zu 
verschwinden. 

(9.)  Daher  können  wir,  im  Besondern,  wenn  wir  die  ska- 
lar Form  nehmen, 

XVI- -^-2./."  „• 

welche  augenscheinlich  die  Werthe  ergiebt, 

XML  .  .  <p0  =  0,     <p'0  =  0, 
<f"Q  =  0,  .  .  .  <p"— 1>0  =  0,    <plm>0  =  l, 

und  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Function  Fx  von  der  Art 
ist,  dass 

XVIH.  ..  F0  =  0,  F0  =  0, 

F  O  =  0,  .  .  .  FM-V  0  =  0, 

während  F"1  0  irgend  welchen  endlichen  Werth  hat,  dann  die 
Grenzgleichung  aufstellen: 

41* 
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XIX.  ..lim.(/>:V*)-Fr->0; 

1  =  0 

in  welcher  die  Function  F»t  und  der  Werth  F^m)0,  hier  all- 
gemein als  Quateroionen  angenommen  sind;  ohwohl  sie  sich 
zufällig,  in  besonderen  Fällen,  von  selbst  (292)  auf  Vectoren, 
oder  auf  Skalare  reduciren  können. 

342.  Es  ist  jetzt  leicht,  die  exponential  Transformation 
340,  VII.  zu  erweitern;  und  zu  zeigen,  dass  es  einen  Sinn  hat, 
in  welchem  die  überaus  wichtige  Formel, 

I.  .  .  &Jq  =  /{q  +  dq), 

wenn 

d*q  =  0, 

welche,  in  der  That,  eine  bekannte*  Art  des  Ausdrucks  der 
Taylor'schen  Reihe,  oder  des  Satzes  von  Taylor  ist,  all- 
gemein für  quaternion  Functionen  statt  hat,  und  nicht 
allein  für  Functionen  derselben  von  endlicher  und  vielgliedriger 
Form,  mit  ganzen  und  positiven  Exponenten,  für  welche  sie 
kürzlich,  in  340,  (6.),  abgeleitet  wurde.  Denn  es  mögen  fq 
und  f(q  -f  dq)  irgend  zwei  Zustände,  oder  Werthe  irgend  einer 
Function  eines  Quaternions  bezeichnen,  von  denen  keiner  un- 
endlich ist;  und  in  Betreff  der  m  ersten  Differentiale, 

U...d/q,  d\fq,..d~fq, 

in  welchen 

dq  m  const, 

möge  angenommen  werden,  dass  nicht  eines  unendlich  sei, 
und  dass  das  letzte  von  ihnen  von  null  verschieden  sein 
soll;  während  alle,  die  ihr  vorhergehn,  und  die  Functionen  fq 
und  f{q  -f  dq)  selbst,  zufällig  verschwinden  können,  oder  nicht 


*  Lacroix  giebt,  zum  Beispiel,  auf  Seite  168  des  ersten  Bandes  in 
seinem  grösseren  Werke  über  differential  und  integral  Rechnung  (Paris, 
18101  den  Satz  von  Taylor  in  der  Form, 

,  du  ,  d'!u  „     d*u  d*u 

"  =tt+  i  +  ir2  +  r.2T3  +  r.-2^r4  +  u-8W-; 

wo  u  den  Werth  bezeichnet,  welchen  die  Function  u  annimmt,  wenn  die 
Variable  x  den  beliebigen  Zuwachs  dx  | laccroissement  quelconque 
dx)  erfahrt. 
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verschwinden  können.  Es  mögen  die  ersten  m  Glieder  der 
exponeutial  Entwicklung  des  Symbols  (e*  —  i)fq  kurz  durch 
<lu  In  -  •  (Jm  bezeichnet  werden;  und  es  möge  rm  —  wie  wir 
sagen  können  —  den  Rest  der  Reihe  bezeichnen,  oder  die 
Correction,  welche  man  der  Summe  der  m  Glieder  hinzugefugt 
denken  muss,  um  den  genauen  Werth  der  Differenz, 

HI  .  .  Afq  =A1  +  4<I) -f<l  =J\<1  +  dq)  -fq, 

zu  erhalten;  so  dass  wir  in  aller  Strenge,  nach  den  angewandten 
Bezeichnungen,  die  Gleichung  haben, 

IV.  .  .f{q  +  dq)  =fq  +      +  yf  +  . .  +       +  r,, 

WO 

a    _  dMfl 
/w  ~  2.3...«' 

ist;  das  Ghed  qm  ist  von  null  verschieden,  aber  nicht  eins  von 
den  Gliedern  ist  unendlich,  nach  dem,  was  vorher  angenommen 
worden  ist.    Denn  wir  werden  den  Satz  beweisen,  dass 

V. . .  lim.(7Vm  :  Tqm)  =  0, 

wenn 

lim.  Tdq  =  0, 

ist;  oder  in  Worten,  dass  wir  den  Tensor  des  Restes  in  ein 
so  kleines  Verhältniss,  wie  wir  wollen,  zum  Tensor  des  letzten 
übrigbleibenden  Gliedes  bringen  können,  dadurch  dass  wir  den 
Tensor  des  Differentials  (oder  der  Differenz)  dq  verringern, 
ohne  seinen  Versor  zu  ändern.  Und  dies  sehr  allgemeine  Re- 
sultat, das  sich  —  wie  wir  bald  sehn  werden  —  auf  Functionen 
von  mehreren  Quaternionen  ausdehnen  lässt,  entspricht  in  un- 
serer Rechnung  dem  Taylor' sehen  Satze,  auf  den  wir  kürz- 
lich [in  340,  (7.)]  hingewiesen  haben;  und  er  kann,  wenn  man 
auf  ihn  Bezug  nehmen  will,  „Taylors  Satz  für  Quater- 
nionen" genannt  werden. 

(1.)    Schreibt  man, 

VL  .  .  Fx  =f(q  +  sdq)  -fq  -  xdfq  -        d*  fq 

so  hat  man  die  folgenden  höheren  Ableitungen  in  Bezug  auf  x, 
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Fx  m  df\q  +  xdq)  -  dfq  -  x&fq 

2. 3. ..(»-2)  ^XfT% 
Fx  =  d*f(q  +  xdq)-  <Pfq  -  . .  - 


und  endlich, 
/'<->x  =  d-f{q  +  xdq); 

denn,  nach  327,  VL,  und  324,  IV.,  ist 

VIA.  .  .  Dßq  +  xdq)  =  lim.  n  {f{q  +  xdq  +  n^dq) 

n  —  CO 

-f(q  +  xdq)}  -  dJXq  +  xdq), 

und  ebenso  ist, 

IX.  . .         +  xdq)  =  d*ßg  +  xrf7), 

u.  s.  w.;  das  Zeichen  für  die  Ableitung  Z>  bezieht  sich  auf  die 
skalar  Variable  x,  wahrend  d  nur  an  q  operirt,  und  hier  nicht 
an  r,  noch  an  dq. 

(2.)    Wir  haben  daher,  nach  VI.  und  VII.,  die  Werthe, 


oder 


wenn 


XII.  .  .  lim.  {Fx  :\px)=l, 


x=0 


t(JX  = 


tx~d~fq\ 


(3.)  Dagegen  werden  die  beiden  Functionen,  Fx  und  ipxt 
dadurch ,  nach  IV. ,  aus  y  „  +  r9  und  aus  qm  gebildet ,  dass 
man  dq  mit  xdq  vertauscht;  und  anstatt  somit  dq  durch 
einen  abnehmenden  Skalar,  ./•,  zu  multipliciren ,  können  wir 
seinen  Tensor  Tdq  verringern,  ohne  seinen  Versor  Udq  zu 
verändern.  Wir  können  daher  sagen,  dass  der  Quotient 
{qm  +  rM):qm  der  Einheit  zustrebt,  wenn  dies  geschieht,  oder 
dass  der  andere  Quotient  rm  :  qn  der  Null  zustrebt ,  als  ihren 
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Grenzwerthen;  oder  mit  anderen  Worten,  die  Grenzgleichung 
V.  bleibt  gültig. 

(4.)  Zum  Beispiel,  es  möge  die  Function  fq  der  Reei- 
proke,  q~  \  sein ;  dann  ist  (vergl.  339,  HI.)  ihr  m-tes  Differential, 
wenn  dq  —  const., 

Xin.  .  .  d~fq  =  rf-.y-1  =  2.3...w.9"1(-  r»), 

wenn 

r  =  dq.q-l\ 

und  es  ist  leicht,  ohne  Differentiale,  zu  beweisen,  dass 

XIV.  .  .  {q  +  rq)-1  =  q~l(l  +  r)"1 
=  9"M1  -  r  +  r' -..  +  (-/■)- +  (-r)-+1(l  +r)-»}; 

wir  haben  dalier  hier, 

XV.  .  .  qm  =  q-*(-  r)«,      r„  =  -  7wr(l  +  r)-\ 
T(rm:qm)=  Tr .  T(\  +  r)-»; 

und  dieser  letzte  Tensor  nimmt  in's  Unendliche,  zusammen 
mit  Tdq,  ab,  während  vom  Quaternion  q  angenommen  wird, 
dass  er  einen  gewissen  gegebnen  Werth  habe,  der  verschieden 
von  null  ist. 

(5.)  Im  Allgemeinen  kann  das  Resultat,  welches  in  der 
Grenzgleichung  XL  enthalten  ist,  wenn  wir  die  folgende  Glei- 
chung aufstellen, 

XVI.  .  .f(q  +  n~*dq)  =fq  +  n^dfq  +  ~  d*fq  +  . . 

+ ,.,:i:(:,D    + (7, « 

als  eine  Ausdehnung  der  Gleichung  325,  V.,  durch  Definition,  und 
wenn  wir  annehmen,  dass  weder  die  Function  fq  selbst,  noch 
irgend  eines  ihrer  Differentiale  bis  zum  Differential  d*~lfq 
unendlich  sein  soll,  dann  durch  die  Formel  ausgedrückt  werden, 

XVU...f(»<»)(q,dq)  =  d-fq-y 

sie  fällt  für  den  besonderen  Werth  m  =  1  mit  der  Form  325, 
VUX  der  Definition  dfx  zusammen,  wenn  wir  den  oberen  In- 
dex fortlassen;  dagegen  spricht  sie  für  höhere  Werthe  von  m 
einen  Satz  aus:  nämlich,  wenn  wir  annehmen,  dass  dufq  weder 
verschwindet,  noch  unendlich  wird,  Taylor 's  Satz  für  Qua- 
ternionen. 
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343.  Dieser  überaus  wichtige  Satz  kann  auf  Fälle  an- 
gewendet werden,  in  denen  ein  Quaternion  [wie  in  327,  (5.)], 
oder  ein  Vector  (wie  in  337),  als  Function  eines  Skalars  aus- 
gedrückt ist ;  auch  auf  transcendente  Formen  (333),  wenn  immer 
die  Differentiationen  bewirkt  werden  können ;  und  auf  diejenigen 
neuen  Formen  (334),  welche  aus  den  besonderen  Operationen 
unserer  Rechenart  selbst  hervorgehn.  Einige  wenige  derartige 
Anwendungen  mögen  hier  gegeben  werden. 

(1.)  Nimmt  man  zuerst  die  transcendente  und  quaternion 
Function  eines  variablen  Skalars, 

L  . .  9  =ft  =  a', 

wo 

Tu  =  1,       da  =  0,       dt  =  const, 
so  haben  wir,  nach  333,  VHL,  das  allgemeine  Glied, 

^  -9    —  2.3..m  ~~  2TsT.  ffl  ^   2    J    ~  2.3. .1»  ' 

wenn 

2t  m  ndt; 

dividirt  man  daher  .  ut  durch  a* ,  so  erhält  man  eine  un- 
endliche Reihe,  welche  sich  als  streng  gültig  und  convergent 
erweist;  nämlich  [vergl.  308,  (4.)], 

ni. . .  «*  - 1  +  *«  +      + . .  +        +  ..««•• 

=  cos^  +  asin^. 

(2.)  Streng  gültige  und  endliche  Entwicklungen  erhält 
man  für  S{q  +  dq),  V(q  +  dq),  K(q  +  dg)  und  N(q  +  dq), 
wenn  man  mit  ed  an  Sq,  Vq ,  Kq  und  Nq  operirt;  zum 
Beispiel,  wenn  dq  wieder  constaut  ist,  verschwinden  die 
dritten  und  höheren  Differentiale  von  Nq  nach  334,  XL,  und 
wir  haben, 

IV.  .  .  f?Nq  =  {\+d+  \d*)Nq  =  Nq  +  2S{Kq.dq)  +  Ndq 
=  N(q  +  dq); 

ein  Ausdruck  für  die  Norm  einer  Summe,  welcher  mit  210, 
XX.,  und  mit  200,  VII.  übereinstimmt. 
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(3.)  Um  den  Tensor  und  Versor  einer  Summe  nach 
gleichen  Grundsätzen  zu  entwickeln,  wollen  wir  wieder  r  für 
dq\q  schreiben,  und  die  skalar  und  vector  Theile  dieses 
Quotienten  mit  s  und  v  bezeichnen;  so  dass,  nach  334,  XIII. 
und  XIV., 

V     s  =  .SV  =  S  dq  =  — 1  ■ 

vi...r=iv  =  r^  =  ^. 

9  Uq 

(4.)  Schreibt  man  daher,  zur  Abkürzung,  wie  bei  einer 
bekannten  Bezeichnungsweise  von  Factoriellen, 

VH.  .  .  [-l]  =  (-l).(-2).(-3)....(-ro), 

so  hat  man,  nach  342,  XIII.,  wenn  dq  wieder  als  constant 
behandelt  wird,  die  Gleichung, 

Vin.  .  .        +  v)  =  dmr  =  [-  l]f*»+ 1  -[-!](#+ 

deren  skalar  und  vector  Theile  leicht  zu  sondern  sind;  zum 
Beispiel, 

IX.  .  .  ds  —  —  S.{s  +  r)1  =  -  (*s  +  r2); 
dv  =  -  V.(s  +  y)!  =  -  2 sv. 

(5.)    Wir  haben  auch,  nach  V.  und  VL, 

x.        (.+rf)rf-;^  -...-(.+ <m 

XL  .  .        -  (.  +  d)^f'  - ...  -  (,+,<,-  1 ; 

die  Bezeichnung  ist  von  der  Art,  dass  wir  zum  Beispiel,  nach 
IX.,  haben 

xn.  ..(*  +  </)!  =*;  (s  +  dy-i  =  {S  +  d)s 

=  s*  +  ds=  -t;»; 
Xm...(»-}-rf)l  =  «i    (e  +  <f)'l  =  (w+«0w 

(6.)   Die  exponential  Formel  342,  L  ergiebt  daher, 

XIV.  .  .  T(q  +        =  i*Tq=  C+<*1  .  Tq; 

XV.  . .       +  rf?)  =  edUq  =  t^l .  *7y; 
oder,  wenn  man  dividirt  und  einsetzt, 
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XVI...  T{l+s+v)  =  tf+*\\ 

XVH  ..  £7(1  +  ,  +       =  1; 

*  und  v  sind  hier'  ein  Skalar  und  ein  Vector,  die  ganz  unab- 
hängig von  einander  sind;  deren  Tensoren  aber,  in  den  An- 
wendungen, nicht  zu  gross  genommen  werden  müssen,  so  dass 
die  Reihen  convergiren  können. 

(7.)  Die  symbolischen  Ausdrücke,  XVI.  und  XVLL,  für 
diese  beiden  Reihen  können  nach  (4.)  und  (5.)  entwickelt  wer- 
den; so  haben  wir,  wenn  wir  nur  diejenigen  Glieder  nieder- 
schreiben, welche  die  zweite  Dimension,  in  Bezug  auf  s  und  v, 
nicht  übersteigen,  nach  XII.  und  XIII.  die  Entwicklung, 

XVIII.  . .  T{l+s  +  v)  = 
XIX.  .  .  £7(1  +  *  +  »)  «  1-f  t>  +  (Jt>a-*r)+ 

ihr  Product  ist  demnach,  bei  demselben  Grade  von  Annäherung, 
1  +  s  +  v. 

(8.)  Eine  Function  einer  Summe  zweier  Quaternionen 
kann  bisweilen  ohne  Differentiale  entwickelt  werden,  durch 
Verfahren,  welche  einen  mehr  algebraischen  Charakter  haben; 
und  wenn  das  der  Fall  ist,  können  wir  das  Resultat  mit  der 
Form  vergleichen,  welche  durch  Taylor 's  Reihe,  wie  sie  in 
342  den  Quaternionen  angepasst  worden  ist,  gegeben  wird, 
und  können  so  die  Werthe  der  aufeinanderfolgenden  Differen- 
tiale der  Function  ableiten;  zum  Beispiel,  wir  können  auf  den 
Ausdruck  342,  XIII.  für  d~.q-1  aus  der  Reihe  342,  XIV. 
schliessen,  für  den  Reciproken  einer  Summe. 

(9.)  Und  wir  können  die  letzten  Entwicklungen,  XVIII. 
und  XIX.,  nicht  nur  dadurch  verificiren,  dass  wir  sie  mit  den 
mehr  algebraischen  Formen, 

XX. . .  T{1 +s  +  v)  =  (1  +#+»)*  (1  +  s  —  , 
XXI. £7(1+*+»)-  (l+*  +  »)l  (1  +  s  -  d)-*, 

vergleichen,  sondern  wir  können  auch,  wenn  uns  zum  Beispiel 
die  erste  von  ihnen  gegeben  wäre,  wie  sie  nach  gewöhnlichen 
Verfahren  entwickelt  sein  mag,  welche  in  diesem  Falle  an- 
wendbar sind,  ohne  Differentiale, 

xxn. ..  r(y+y-)  =  (i+#-^2..)ry, 
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wo 


s=Sqr\ 


und 


»-  Vq'q-\ 


dann  auf  die  Werthe  des  ersten  und  zweiten  Differentials  des 
Tensors  eines  Quaternions  schliessen,  wie  folgt: 


von  denen  der  erste  mit  334,  XII.  oder  XIII.  übereinstimmt, 
und  der  zweite  aus  ihm  in  der  Form, 


abgeleitet  werden  kann. 

(10.)  Wenn  wir  eine  Function  f{q  +  q)  nur  bis  auf  das 
Glied,  oder  bis  auf  die  Glieder  von  der  ersten  Dimension  in 
Bezug  auf  q  entwickeln  können,  so  erhalten  wir  stets  einen 
Ausdruck  für  das  erste  Differential  dfq,  wenn  wir  nur  dq  an 
Stelle  von  q  schreiben.  Aber  ich  habe  es  nicht  vorgezogen 
[vergl.  100,  (14.)],  diese  Eigenschaft  des  Differentials  einer 
Function  als  eine  fundamentale  zu  betrachten,  oder  sie  als  die 
Definition  von  dfq  anzunehmen;  denn  ich  wollte  die  allge- 
meine Möglichkeit  solcher  Entwicklungen  von  Functionen  von 
quaternion  Summen  nicht  als  eine  Forderung  voraussetzen,  da 
es  in  vielen  Fällen  in  der  That  schwierig  ist,  ihre  Gesetze  zu 
entdecken,  oder  auch  nur  ihr  Vorhandensein  nachzuweisen, 
ausser  in  einem  gewissen  Falle,  wie  ich  ihn  vorher  ausein- 
andergesetzt habe. 

(11.)  Diese  Gelegenheit  wollen  wir  wahrnehmen,  zu  be- 
merken ,  dass  wir ,  nach  VITT. ,  und  mit  den  letztgebrauchten 
Bezeichnungen,  den  symbolischen  Ausdruck  haben, 


344.  Mehrfache  Differentiale  stehn  auch  mit  mehrfachen 
Differenzen  durch  Gesetze  im  Zusammenhang,  die  leicht  auf- 
zufinden sind,  und  über  die  ich  hier  nur  einige  wenige  Worte 
zu  sagen  brauche. 


XXV. . .  e*+*+dl  =  14-  *  +  v; 


oder 


XXVI.  .  .  cr+dl  -  1  +  r. 
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(1.)  Es  lässt  sich  leicht,  aus  der  Definition  324,  IV.  von 
dfg,  beweisen,  dass  wenn  dq  constant  ist, 

I.  .  .  d*fq     lim.  n* {f[q  +  2  n-idq)  -2f[q  +  n^dg)  +fg] ; 

n  —  CO 

und  entsprechende  Ausdrücke  ergeben  sich  für  Differentiale 
von  höheren  Ordnungen. 

(2.)  Wir  können  daher  sagen  (vergL  340,  X.),  dass  die 
aufeinanderfolgenden  Differentiale, 

IL  .  .  dfq,     d*fq,     (Pfq,  .  .    Wenn   iPq  =  0, 

Grenzwerthe  sind,  denen  die  folgenden  Vielfachen  von  aufein- 
anderfolgenden Differenzen, 

DI.  ..njfq,    n*J\fq,  »'J3/?,... 

wenn 

J*q  =  0. 

sämmtlich  zu  gleicher  Zeit  zustreben,  wenn  das  Vielfache 
njq  entweder  dem  dq  beständig  gleich  ist,  oder  wenigstens 
ihm  gleich  zu  werden  strebt,  wenn  die  Zahl  «  unbegrenzt  ab- 
nimmt. 

(3.)  Und  danach  könnten  wir  auf  einem  neuen  Wege  be- 
weisen, dass  wenn  die  Function  f(q  +  dq)  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt werden  kann,  welche  nach  aufsteigenden  und  ganzen 
Dimensionen  in  Bezug  auf  dg  fortschreitet,  die  Theile  dieser 
Reihe,  welche  von  diesen  aufeinanderfolgenden  Dimensionen 
sind,  das  Gesetz  befolgen  müssen,  welches  durch  Taylor's 
Satz*  ausgedrückt  wird,  wie  er  den  Quaternionen  angepasst 
ist  (342). 

345.  Man  kann  sich  leicht  denken,  dass  die  vorhergehenden 
Resultate  sich  auf  mehrfache  Differentiationen  von  Functionen 
von  mehreren  Quaternionen  ausdehnen  lassen  (vergl.  338) ;  und 
dass  somit  daraus,  in  jedem  solchen  Falle,  ein  System  von  melir- 
fachen  Differentialen,  totalen  und  partiellen,  entsteht:  und 
auch  ein  System  von  partiellen  Ableitungen  von  höheren  Ord- 
nungen als  der  ersten,  wenn  ein  Quaternion,  oder  ein  Vector, 


*  Einig«*  Bemerkungen  über  die  Anpassung  und  den  Beweis  dieses 
wichtigen  Satzes  finden  sich  in  den  Vorlesungen,  Seite  589,  u.  s.  w. 
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als  eine  Function  von  mehreren  Skalaren  angesehn  wird 
(vergl.  337). 

(1.)  Der  allgemeine  Ausdruck  für  das  zweite  Gesammt- 
differential, 

J...d2q  =  diF(q,  r,..), 

umfasst  d*q,  fPr,  .  .;  aber  es  ist  oft  angemessen  anzunehmen, 
dass  alle  diese  zweiten  Differentiale  verschwinden ,  oder  dass 
die  ersten  Differentiale  dq,  dr,  .  .  constant  sind;  und  dann 
wird  dmQ,  oder  dmF(q,  r,  .  .)  eine  rationale,  ganze  und  homo- 
gene Function  der  ersten  Differentiale  dq,  dr,  .  .,  von  der 
m-ten  Dimension,  die  (vergl.  329,  III.)  so  bezeichnet  wer- 
den kann, 

H.  ..d<*Q  =  (dq  +  dr  + 

oder  kurz, 

III.  .  .  d»  =  {dq  +  dr  +  .  .)•; 

und  bei  der  Entwicklung  dieser  symbolischen  Potenz  kann  der 
Satz  der  Algebra  für  Polynome  angewandt  werden:  denn  wir 
haben  allgemein  für  Quaternionen ,  wie  in  der  gewöhnlichen 
Rechnung, 

IV. .  .  drdq  =  dqdr. 

(2.)  Zum  Beispiel,  wenn  wir  dq  und  dr  durch  q  und  r 
bezeichnen,  und  annehmen,  dass 

V.  .  .  Q  =  rqr, 

so  ist 

VL  .  .  dqQ  =  rqr; 
VII.  .  .  drQ  —  rqr  +  rqr'; 

und 

VIH.  ..drdqQ  =  dqdrQ  =  r  qr  +  rqr. 

Und  im  Allgemeinen  ergiebt  jedes  der  beiden  gleichgesetzten 
Symbole  IV. ,  dadurch  dass  man  mit  ihm  an  F(q,  r)  operirt, 
den  Grenzwerth  der  anderen  Function,  oder  des  Productes 
(vergl.  344,  I.), 

IX.  .  .  nn'{F(q  +  n-1  dq,  r  +  n'-^dr)  -  F[q,  r  +  yi^dr) 
-F(q+n-*dq,  r)  +  F(q,  r)j, 

in  dem  angenommen  ist,  dass  die  Zahlen  n  und  n  der  Unend- 
lichkeit zustreben. 
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(3.)  Wir  können  auch,  für  Functionen  von  mehreren 
Quaternionen,  schreiben: 

X.  .  .  Q  +  d  Q  =  F{q  +  dq,  r  +  dr,  .  .) 

oder  kurz, 

XI.  ..l+A^t****'*-  =  t«; 

mit  Deutungen  und  Transformationen,  welche  denjenigen  ent- 
sprechen, denen  wir  schon  für  Functionen  eines  einzigen  Qua- 
ternions  begegnet  sind. 

(4.)  Wenn  wir  endlich,  als  Beispiel  der  mehrfachen  und 
partiellen  Ableitung,  den  vector  Ausdruck  308,  XVIII.  wie- 
deraufnehmen {vergl.  315,  XII.  und  XIII.),  nämlich  den 
Ausdruck, 

XII.  .  .  Q  =  rk'j*kj-<k-', 

von  dem  wir  sahn,  dass  er  den  Vector  irgend  eines  Punktes 
im  Räume  darstellt,  so  können  wir  bemerken,  dass  er,  ohne 
Trigonometrie,  nach  dem  in  308,  (11.)  erwähnten  Satze,  und 
nach  den  Nebenartikeln  zu  315,  nicht  nur  die  Form  ergiebt, 

XIII.  .  .  q  =  rAyA1-', 

wie  in  308,  XIX.,  sondern  auch,  wenn  u  irgend  ein  Ein- 
heitsvector  ist, 

XIV.  .  .  o  =  rA'+V'-* =  rk<(kS.au  4-  iS. 

und  danach  ist, 

XV.  ..o  =  rV.k*-»  +  rk><V.r'', 
wie  in  315,  XII. 

(5.)  Wir  haben  daher  die  folgenden  neuen  Ausdrücke 
(vergleiche  die  Nebenartikel  zu  337)  für  die  beiden  partiellen 
Ableitungen  erster  Ordnung  des  variablen  Vectors  g,  genommen 
mit  Bezug  auf  s  und 

XVI.  ..D.g  =  Ttrk'j'ij-k-'  =  -  ngk'jk-', 

und  es  lässt  sich  verificiren,  dass 

XVII.  .  .  gD.g  =  nrKk'fkj-k-'.k'j'ij-k-'=  nrH'jh-'; 
und 
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XVIII.  ..Dto  =  nrWV.p' 

=  71  rk-'j  S.u-—1 
=  r-ioD.p.Su--1; 

und  danach  ist 

XIX.  .  .  gDtg  =  -  rAp.-V.ß'*-1, 

und 

XX.  .  .  Dtg.Dtg  =  ntryS.a*—1; 

während 

XXI.  .  .  Drg  =  r~lg  =  ttykj-kr*, 

wie  in  337,  XXV.;  so  dass  wir  das  folgende  ternäre  Product 
der  abgeleiteten  Vectoren  erster  Ordnung  erhalten, 

XXII.  .  .  Drg.Dtg.D,g  =  rrVS-«2*-1 

der  skalar  Charakter  dieses  Productes  hängt  [vergl.  299,  (9.)] 
von  dem  Umstände  ab,  dass  die  in  dieser  "Weise  mit  einander 
multiplicirten  Vectoren  ein  rechtwinkliges  System  bilden 
[337,  (10.)]. 

(6.)  Es  ist  danach  leicht,  für  die  sechs  partiellen  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  von  g,  genommen  in  Bezug  auf 
dieselben  drei  skalar  Variabein  r,  s,  t,  die  Ausdrücke  zu 
folgern : 

XXIII.  .  .  A2o  =  0; 

DrD.Q  =  D,DrQ  =  T~l  Dt  Q  \ 

DrD,g  =  D,Drg  =  r'A?; 

XXIV.  ..D*q    =  -n*g\ 

D,DtQ  =  DtD,g  =  &rk*V.f**\ 
Dt*(?    =  -  nWV.i*: 

Die  drei  partiellen  Differentiale  erster  Ordnung,  des- 
selben variabeln  Vectors  g,  sind  die  folgenden: 

XXV.  .  .  drg  =  r-lgdr\ 
d,g  =  Dtg.ds\ 
d,g  =  D,g  .  dt\ 

und  wir  erhalten  die  Producte, 

XXVI.  .  .  d,g.dtg  =  —  nrgdS.a2'.dt; 
XXVLT.  .  .  drg.dtg.dtg  =  nr*dr  .dS .  a2' .dt. 
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(8.)  Diese  differential  Vectoren,  drg,  d,g,  dtg,  sind  in 
unserer  Theorie  im  Allgemeinen  endlich;  drg,  ebenso  wie  Drg, 
ist  eine  Linie  in  der  Richtung  von  g,  oder  in  der  Richtung 
des  Radius  der  Kugel  um  den  Anfangspunkt,  wenigstens  wenn 
dr,  wie  r,  positiv  ist;  während  d,g,  ebenso  wie  Dtg,  eine 
Tangente  zu  dem  Meridian  der  Kugeloberfläche  ist,  für  welche 
r  und  t  constant  sind  [vergl.  100,  (9.)];  aber  d,g,  wie  Dtg, 
ist  dagegen  eine  Tangente  an  den  kleinen  Kreis  auf  derselben 
Kugel,  für  welche  r  und  s  constant  sind,  oder  eine  Parallele 
zu  ihr. 

(9.)  Behandelt  man  nur  den  Radius  r  als  constant,  und 
schreibt  man  g  =  OP,  so  wird  die  Sehne  PQ,  wenn  man  vom 
Punkte  P,  oder  (*,  t),  zu  einem  anderen  Punkte  Q,  oder 
(s  -f-  As,  t)  auf  demselben  Meridian  übergeht,  durch  die  end- 
liche Differenz,  A.g,  dargestellt;  und  ebenso  wird  die  neue 
Sehne  PR,  wenn  wir  von  /'  zu  einem  Punkte  R  Übergehn, 
oder  zu  (*,  t  -f  dt)  auf  demselben  Parallel,  durch  die  andere 
partielle  und  endliche  Differenz,  Jtg,  dargestellt;  während  der 
Punkt  (*  +  As,  t  +  At)  durch  S  bezeichnet  werden  kann. 

(10.)  Wenn  man  sich  jetzt  die  beiden  Punkte  Q  und  K 
dem  P  genähert  denkt,  und  wenn  man  sie  ihm  sehr  nahe 
kommen  lässt,  so  fallen  die  Sehnen  PQ  und  PR  sehr  nahe 
mit  den  beiden  entsprechenden  Bogen  des  Meridians  und  des 
Parallels  zusammen:  oder  mit  den  Tangenten  zu  denselben 
beiden  Krei-cn  in  P,  welche  so  gezeichnet  werden,  dass  sie 
die>elbe  Längen  haben,  wie  diese  beiden  Bogen:  oder  fallen 
'  udtich  mit  den  tangentialen  differential  Vectoren,  d,g  und 
dtg,  zusammen,  wenn  wir  voraussetzen,  wie  wir  es  können 
(vergl.  322\  dass  die  beiden  willkürlichen  und  skalar  Differen- 
tiale, ds  und  dt,  so  angenommen  werden,  dass  sie  beständig 
gleich  den  beiden  Differenzen,  4s  und  At,  sind  und  folglich 
mit  ihnen  abnehmen. 

(11.)  Mögen  die  Differentiale  ds  und  dt  gross  oder  klein 
sein,  das  Product  dtg.d,g,  wie  das  Product  Dtg.Dtg,  stellt 
in  aller  Strenge  einen  normalen  Vector  dar,  wie  in  XXVI. 
und  in  XX.;  dessen  Länge  zur  Längeneinheit  (vergl.  281)  in 
demselben  Verhältniss  steht,  in  welchem  das  Rechteck  aus 
den  beiden  senkrechten  Tangenten,  d,g  und  dtg,  der  Kugel 
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zur  Flächeneinheit  steht.  Daher  können  wir,  bei  den  letzten 
Annahmen  (10.),  das  Product  d,g.dtQ  so  auffassen,  als  ob  es, 
mit  beständig  und  unbegrenzt  zunehmender  Genauigkeit,  gleich- 
falls nach  Art  eines  Verhältnisses  das  darstellt,  was  wir  das 
Element  der  Kugeloberfläche  mit  Richtung,  PQRS 
nennen  können,  welches  wir  somit  durch  eine  Normale  in  P, 
dargestellt,  oder  construirt,  denken;  und  der  Tensor  desselben 
Productes,  nämlich,  nach  XXVI., 

XXVIII.  .  .  T(dgg.d,g)  =  -  it^dS.u^'.dt, 

in  dem  das  negative  Vorzeichen  beibehalten  ist,  da  S .  «3  ■  von 
+  1  bis  —  1  abnimmt,  während  s  von  0  bis  1  anwächst,  ist  in 
demselben  Sinne  ein  Ausdruck  flir  das  Element  der  Kugel- 
oberfläche ohne  Richtung,  wie  wir  es  im  Gegensatz  zum 
Vorigen  nennen  können,  oder  filr  das  Element,  rein  in  Bezug 
auf  seine  Grösse  in  Betracht  gezogen ,  und  nicht  mit  Bezug 
auf  seine  Richtung. 

(12.)  Integrirt  man  daher  den  letzten  differential  Aus- 
druck XXVIII. ,  von  t  =  0  bis  t  =  2,  und  von  s  =  s0  bis 
#  =  *x,  das  heisst,  nimmt  man  den  Grenzwerth  der  Summe 
aller  der  Elemente  PQRS  zwischen  diesen  Grenzwerthen,  so 
findet  man  die  folgende  Gleichung: 

XXIX.  .  .  Fläche  der  Kugelzone  =  2xrsS{eei*°  -  a2t>); 
und  daher 

XXX.  . .  Fläche  der  Kugelcalotte  («)  =  2;rr2(l  -  S.a2*) 

=  4j*r2(TF.a«)»; 

und  endlich, 

XXX  f. . .  Fläche  der  Kugel  =  4nr*, 

wie  gewöhnlich. 

(13.)  In  derselben  Weise  stellt  der  Ausdruck  XXVIL, 
wenn  sein  Vorzeichen  verändert  wird,  wegen  der  Abnahme  von 
S.a*',  wie  in  (11.),  das  Volumenelement  dar;  und  somit  er- 
halten wir,  wenn  man  von  r  =  r0  bis  r  =  rx  integrirt,  und  von 
s  =  0  bis  s  =  l,  und  von  t  =  0  bis  t  =  2,  von  Neuem  die  be- 
kannten Wcrthe: 


XXXTT. . .  Volumen  der  Kugelschale  =  \  n(r*  —  r08); 

Hamilton,  Quateralonra.  42 
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und 

XXXTTT.  .  .  Volumen  der  Kugel  (r)  =  Aj%**  , 

wie  gewöhnlich. 

(14.)  Das  sind  indessen  nur  Beispiele  der  —  wie  wir  sie 
nennen  können  —  skalar  Integration,  wenn  auch  in  Ver- 
bindung mit  quatcrnion  Formen ;  es  ist  aber  charakteristischer 
für  unsere  Rechnungsart,  wenn  wir  sie  kurz  anwenden,  das 
vector  Integral  zu  bilden,  oder  den  Grenzwerth  der  vector 
Summe  der  Elemente  (11.)  eines  Theils  einer  Kugeloberfläche 
mit  Richtung:  ein  Problem,  welches  der  Aufgabe  der  Hydro- 
statik entspricht,  die  Resultante  der  Druckkräfte  auf  jene  Ober- 
fläche zu  berechnen,  wenn  jeder  Druck  die  Richtung  der  Nor- 
male hat,  und  eine  Grösse,  welche  dem  Flächenelement 
proportional  ist. 

(15.)  Zu  diesem  Zweck  können  wir  den  Ausdruck  XXVI. 
anwenden,  nachdem  sein  Vorzeichen  geändert  ist,  um  eiue  nach 
innen  gerichtete  Normale  zu  bezeichnen,  oder  einen  Druck, 
der  von  aussen  wirkt;  und  wenn  wir  daher  für  q  seinen  Werth 
XV.  einsetzen,  und  beachten  dass 

XXXIV.  ..fkudt=0, 

da 

k*  «  -  1, 

und  daran  denken,  dass 

so  leiten  sich  leicht  die  Ausdrücke  ab: 

XXXV.  . .  Summe  der  Elemente  der  elementar  Zone  mit  Richtung 

=  *r*M.  (&.«*•)»; 

XXXVI.  . .  Summe  der  Elemente  der  Kugelkalotte  (ä)  mit  Richtung 

«  —  Är^l -(£.*»*)»]  =  nr'lk{V.a1')'1 

=  *-*k(DtQ)***nk{VkQ)* 

(16.)  Aber  der  Radius  der  ebnen  und  kreisförmigen  Basis 
des  entsprechenden  sphärischen  Segments  ist  TVkg,  so  dass 
seine  Fläche  an  Grösse  =  —  7i(Vk(>y  ist;  und  die  gemeinsame 
Richtung  aller  nach  innen  gerichteten  Normalen  ist  diejenige 
von  -f  k ;  wenn  wir  daher  wieder  die  Elemente  mit  Richtung 
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durch  Normalen  darstellen,  welche  folglich  nach  innen  zu  ziehn 
sind,  so  haben  wir  den  neuen  Ausdruck: 

XXXVLL  . .  Summe  der  Elemente  der  sphärischen  Basis  mit 

Richtung  =  —  jik(Vkg)2\ 

vergleicht  man  ihn  mit  XXXVL,  so  gelangt  man  zur  Formel, 

XXXVTH. . .  Summe  der  Elemente  des  sphärischen  Abschnitts 

mit  Richtung  =  Null; 

und  dies  Resultat  kann  allgemein  erweitert  werden,  und  ent- 
spricht augenscheinlich  einem  bekannten  Satze  über  Gleich- 
gewicht in  der  Hydrostatik. 

(17.)  Diese  wenigen  Beispiele  mögen  dazu  dienen,  schon 
jetzt  zu  zeigen,  dass  Differentiale  von  Quaternionen  (oder  von 
Vectoren)  auf  mannigfache  geometrische  und  physikalische 
Fragen  angewandt  werden  können;  und  dass  es,  wenn  man 
sie  so  anwendet,  erlaubt  ist,  sie  als  klein  zu  behandeln,  wenn 
irgend  ein  Vortheil  dadurch  gewonnen  wird,  wie  es  bei  Fällen 
mit  Integration  stets  statt  hat  Aber  wir  müssen  jetzt  zu 
einer  wichtigen  Untersuchung  anderer  Art  Übergehn,  mit  der 
Differentiale  —  wie  sich  zeigen  wird  —  nur  eine  Art  mittel- 
baren Zusammenhangs  haben,  aber  auf  die  sie  hinführen. 

Sechster  Abschnitt 

Uobor  die  Differentiation  unentwickelter  Functionen  von 
Quaternionen;  und  über  die  allgemeine  Umkehrung  einer 
linearen  Function  eines  Vectors,  oder  eines  Quaternions :  und 
einige  damit  im  Zusammenhang  stehende  Untersuchungen. 

346.  Wir  sahn,  als  wir  die  Quadratwurzel  eines  Quater- 
nions differentiirten  [332,  (5.)  und  (6.)],  dass  es  zu  diesem 
Zweck  nöthig  war,  eine  lineare  Gleichung*  aufzulösen,  oder 
eine  Gleichung  vom  ersten  Grade;  nämlich  die  Gleichung, 

I.  .  .  rr  +  r'r  = 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  595. 
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in  der  r  und  q  zwei  gegebne  Quaternionen,  ql  und  dq,  dar- 
stellten, während  r  einen  gesuchten  Quaternion  darstellte, 
nämlich  dr  oder  d.ql.  Und  allgemein  sehn  wir,  aus  der 
linearen  oder  distributiven  Form  (327)  des  quaternion  Diffe- 
rentials 

II...dQ  =  dfq=f(q,dq), 

irgend  einer  gegebnen  und  entwickelten  Function  fq,  wenn 
man  sie  als  abhängig  vom  Differential  dq  der  quaternion  Va- 
riabein q  ansieht,  dass  die  Rückkehr  vom  ersteren  Differential 
zum  letzteren,  das  heisst  von  dQ  nach  dq,  oder  die  Differen- 
tiation der  umgekehrten  oder  impliciten  Function/-1  Q,  zu  ihrer 
Ausführung  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  ersten 
Grade  erfordert:  oder  —  wie  wir  sagen  können  —  die  Um- 
kehrung einer  linearen  Function  eines  Quaternions. 
Wir  werden  daher  hier  darauf  liingeführt,  das  allgemeine  Problem 
in  Betracht  zu  ziehn;  und  ihm  werden  wir  demgemäss,  und 
Forschungen,  die  mit  ihm  im  Zusammenhang  stehn,  diesen  Ab- 
schnitt widmen,  wobei  wir  indessen  jetzt  die  besondere  Betrach- 
tung von  Differentialen,  die  wir  vorher  erwähnten,  ausser  Acht 
lassen  werden,  oder  sie  nur  als  Quaternionen  behandeln  wer- 
den, welche  gesucht  oder  gegeben  sind,  und  deren  Beziehungen 
zu  einander  studirt  werden  sollen. 

347.  Wie  auch  immer  die  besondere  Form  der  gegebnen 
linearen  oder  distributiven  Function,  fq,  sein  mag,  wir  können 
sie  stets  zerlegen,  wie  folgt: 

I  .  .fq  =f{Sq  +  Vq)  =fSq  +/Vq 
=  Sq.fl  +/Vq; 

nimmt  man  dann  Skalare  und  Vectoren  besonders,  und  ope- 
rirt  mit  S  und  V  an  der  vorgeschlagenen  linearen  Gleichung, 

II.  .  .fq  =  r, 

in  der  r  ein  gegebener  Quaternion  ist,  und  q  ein  gesuchter,  so 
kann  man  im  Allgemeinen  Sq  eliminiren,  und  somit  die  Auf- 
gabe auf  die  Auflösung  einer  linearen  und  vector  Gleichung 
zurückführen,  von  der  Form, 

III.  .  .      =  a\ 
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hier  ist  a  ein  gegebner  Vector,  dagegen  g  (=  Vq)  ein  gesuchter, 
und  (f  wird  gebraucht,  als  das  charakteristische  Zeichen  für 
eine  gegebne  lineare  und  vector  Function  eines  Vectors,  eine 
Function,  welche  wir  durchweg  als  eine  reelle  annehmen  wollen, 
oder  als  eine,  welche  keine  imaginären  Constanten  in  ihrer 
Zusammensetzung  umfasst.  Aber  jeder  solcher  Function  <pg 
entspricht  dabei  stets  eine,  wie  wir  sie  nennen  wollen,  conju- 
girte  lineare  und  vector  Functon  qp'p,  welche  mit  ihr  durch 
die  folgende  Gleichung  der  Conjugation  verbunden  ist, 

IV.  .  .  SX<pg  =  Sg<p'X; 

wo  X  und  g  irgend  zwei  Vectoren  sind.  Nimmt  man  daher 
an,  wie  wir  es  können,  dass  (i  und  v  zwei  Hülfsvectoren  sind, 
welche  so  gewählt  sein,  dass  sie  der  Gleichung  genügen, 

V. . .  VflV  =  <r, 

und  daher  auch  den  Gleichungen, 

VI. . .  SXo  =  SXpv, 
Sfia  =  0, 
Sva  =  0, 

in  denen  X  ein  dritter  beliebiger  Hülfsvector  ist,  so  können  wir 
(vergl.  312)  die  eine  vector  Gleichung  HL  durch  die  drei 
ekalar  Gleichungen  ersetzen, 

VH.  .  .  Sg<p'X  =  SXpv, 
Sg<p'fi  =  0, 
Sg<p'v  =  0. 

Und  sie  ergeben,  nach  Sätzen,  von  denen  ich  annehmen  darf, 
dass  sie  dem  Leser  schon  vertraut*  sind,  den  Ausdruck, 

VIH.  .  .  mg  —  xfja, 

oder 

IX. . .  g  =  (f-1a  =  m-lxpa, 
wenn  m  eine  vector  Constante  ist,  und  tp  eine  lineare  und 


•  Der  Leser  möchte  es,  an  dieser  SteUe,  vieUeicht  von  Nutzen  finden, 
den  sechsten  Abschnitt  des  vorhergehenden  Kapitels  wieder  zu  lesen;  oder 
wenigstens  die  vorigen  Nebenartikel  zu  Art  294,  deren  vertraute  Kennt- 
niss  in  diesem  Abschnitt  angenommen  ist. 
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vector  Hülfsfunction,  deren  Werth  und  Form  durch  die  beiden 
folgenden  Gleichungen  bestimmt  werden: 

X. .  .  m  S).fiv  =  S(tp'X .  (f'u .  rp'v); 
XL  .  .  xfj(Vuv)  —  V(rp'u .  (f'v)\ 

oder  kurz, 

X'. .  .  mSkpv  =  S.  ff' ).<p' fifp'Vf 

und 

XI'. .  .  y  V/av  =  V.ff  'ftrp'v. 

Und  somit  kann  das  vorgeschlagene  Problem  der  Umkehrung 
der  linearen  und  vector  Function  rp  als  in  seiner  ganzen  All- 
gemeinheit gelöst  angesehn  werden;  denn  es  ist  stets  möglich, 
die  zweiten  Glieder  der  Gleichungen  X.  und  XL  so  zu  ge- 
stalten, dass  sie  die  in  den  ersten  Gliedern  dieser  Gleichungen 
angezeigten  Formen  annehmen. 

(1.)  Zum  Beispiel,  wenn  wir  irgend  drei  diplanare  Vec- 
toren,  a,  u,  a",  annehmen,  und  aus  ihnen  drei  weitere  Vectoren 
ß0,  (T9t  ß"0,  durch  die  Gleichungen  ableiten, 

XIL..&6W«"  -  Vau", 
ß'0Saaa"  =  Va"a, 
ß"0Saa*"~  Vatf, 

so  kann  irgend  ein  Vector  g,  nach  294,  XV.,  wie  folgt,  aus- 
gedrückt werden, 

XIII.  .  .  p  =  ß0Sag  +  (f0Sa'g  +  ß"0Sa"g; 
wenn  wir  daher  schreiben, 

XIV. . .  ß  -  <pß0, 

?  =  yfy 

ß"  -  <pß"o> 

so  erhalten  wir  den  folgenden  allgemeinen  Ausdruck,  oder  die 
dreigliedrige  Grundform,  für  eine  lineare  und  vector 
Function  eines  Vectors, 

XV.  .  .  (fo  =  ßSag  +  ßf  Sag  +  ß"  Su"  g\ 

er  enthält,  wie  wir  sehn,  drei  vector  Constanten,  ß,  ß',  ß",  oder 
neun  skalar  Constanten,  wie 

XVI. . .  Saßy    Saß,  Sa"ß; 

Saß1,  Saß',  Sa'ß'; 
Saß",  Saß",  Sa"ß"; 
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sie  können,  und  werden  im  Allgemeinen,  sämmtlich  variiren, 
wenn  man  von  einer  linearen  und  vector  Function  (f  g  zu  einer 
andern  derartigen  Function  übergeht;  aber  sie  werden  sämmt- 
lich als  reell,  und  gegeben,  für  jede  besondere  Form  dieser 
Function  angenommen. 

(2.)  Geht  man  zu  der,  wie  wir  sie  genannt  haben,  con- 
jugirten  linearen  Function  rp  g  über,  so  ergiebt  die  Form  XV., 
nach  IY.,  den  Ausdruck, 

XVII. .  .  tp'g  m  uSßg  +  u'Sß?Q  +  (<"Sß"g] 

aber 

V.  {u  Sßu  +  a  Sß'u)  {uSßv  +  a  Sßf  v) 
-  Vua'S.ß'iv  Sßu  -  u  Sßv) 
=  Vuu'S.ß'V.ßVuv 
=  VaaS.ß'ßVuv; 

daher  folgt  die  Transformation  XI.  daraus,  und  ergiebt, 

XVIII.  . .  yg  =  Vace"Sß"ßfg  +  Va"aSßß"g 

+  Vaa'Sßßg, 

als  Ausdruck  für  die  Hülfsfunction  y\  die  Conjugirte  zu  ilu* 
kann  so  geschrieben  werden, 

XIX.  .  .  ip'g  =  Vß'ß"Sua'g  +  Vß"ßSact"g 

+  Vßß'Sa'ag; 

so  dass  \p  mit  \p'  vertauscht  wird,  wenn  (p  mit  tff  vertauscht 
wird ,  dadurch  dass  man  jedes  der  drei  Alphas  mit  dem  ent- 
sprechenden Beta  austauscht 

(3.)  Wenn  man  schreibt,  wie  wir  es  in  dieser  ganzen 
Untersuchung  vorschlagen  zu  thun, 

XX.  ../>'=  Vuv, 
u'  =  VvXf 
v  =  V\p, 

so  werden  die  Formeln  XL  und  X., 

XXL  . .       =  V.cp' utp'vj 

und 

XXII.  .  .mSXk'  =  S.y'W, 
wobei  ich  dieselbe  Art  abkürzender  Bezeichnung  gebrauche, 
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wie  in  XI'.;  und  da  der  Coefficient  von  Saute"  in  diesem 
letzten  Ausdruck  XXIL,  nach  XVIL,  XVUL,  ist, 

SßXSß-pk'  +  SpiSßßTX  +  SP'XSßßX  =  Sß"ß'ßSXX', 

so  glückt  die  Division  durch  SXX'f  oder  durch  SXuv,  und  wir 
finden  den  Ausdruck, 

XXHL  . .  m  =  Saa'ce"Sß"ß'ßi 

er  kann  auch  so  geschrieben  werden, 

XXIII'.  . .  m  =  Sß ß" ß"  See" et ce, 

so  dass  sich  m  nicht  ändert,  wenn  wir  von  fp  zu  ep '  übergehn, 
und  deshalb  können  wir  auch  schreiben, 

XXIV.  .  .  m  SXX'  -  S.epXxp'X', 

oder 

XXIV.  .  .  m  SXß v  —  S.efXfppepv; 

denn,  nach  (2.),  können  wir  aus  XL  den  conjugirten  Aus- 
druck ableiten, 

XXV. . .       —  V.ff  uef  v. 

(4.)  Wir  sollten  daher  finden,  dass  die  lineare  Gleichung. 

XXVI.  .  .  <t  =  <pg  =  ßSeeg  +  ßfSce'g  +  ß"Sa"Q, 

eine  Lösung  hat,  welche  durch  die  Formel  ausgedrückt  wird 
(vergl.  VILL), 

XXTO.  .  .  QSeece'ot"Sß"ß'ß  =  Vaee"Sß"ß'ö  +  Vee"ceSßß"<T 

+  Vaa'Sß'ßer; 

und  demgemäss  erhalten  wir,  wenn  wir  an  dem  Ausdruck 
XXVI.  für  er  mit  den  drei  Symbolen, 

xxvm . .  s.ßrp,  s.ßß-,  s.ß'ß, 

operiren,  die  drei  skalar  Gleichungen, 

XXIX.  .  .  Sß"ß'a  =  Sß"ß'ßSetg}  u.  s.  w., 

aus  denen  die  Gleichung  XXVII.  unmittelbar  folgt,  ohne  die 
Hülfsvectoren  /,  u,  v  irgendwie  einzuführen,  wenn  sie  auch  in 
der  allgemeinen  Theorie  von  Nutzen  sind. 

(5.)    Umgekehrt,  wenn  die  Gleichung  XXVIL  gegeben 
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wäre,  und  der  Werth  von  a  gesucht,  könnten  wir  mit  den 
drei  Symbolen, 

XXX.  . .  S.ce,    S.ß,  S.y, 

operiren,  und  so  die  drei  skalar  Gleichungen  XXTX.  erhalten, 
aus  denen  der  Ausdruck  XXVL  für  <r  folgen  würde. 

(6.)  Es  zeigt  sich  als  eine  nützliche  Beschränkung  bei 
Formeln  von  dieser  Art,  jedes  Beta,  in  der  von  uns  in  (1.) 
genannten  Grundform  von  epg,  als  von  der  ersten  Dimension 
anzusehn;  denn  dann  können  wir  sagen,  dass  (p  und  <p  auch 
von  der  ersten  Dimension  sind,  aber  tp  und  \f)'  von  der  zwei- 
ten, und  m  von  der  dritten;  und  jede  Formel,  in  welche  diese 
Symbole  eingehn,  wird  somit  homogen  sein:  a,  a',  a",  und 
Xf  |u,  v,  q,  werden  nicht  gezälüt,  bei  dieser  Art  Dimensionen 
abzuschätzen,  dagegen  wird  <t  als  von  der  ersten  Dimension 
behandelt,  wenn  es  als  Darstellung  von  tp  g  genommen  wird. 

(7.)  Und  obwohl  wir  gesehn  haben,  dass  die  dreigliedrige 
Form  XV.  hinreichend  allgemein  ist,  so  hat  es  doch  keine 
Schwierigkeit,  zu  beweisen,  wenn  wir  vorziehn,  die  entwickeltere 
Form  zu  nehmen, 

XXXI.  .  .  <pg  =  JZß  Sag, 

die  ergiebt, 

XXXU...^  =  ^%, 

in  der  die  Summe  J£  jetzt  irgend  welche  Anzahl  Glieder  von 
rpg,  wie  ßSag,  ß"  Sag,  u.  s.  w.,  umfasst,  dass  die  Gleichungen 
VIEL  und  LX.  befriedigt  werden,  wenn  wir  schreiben, 

XXXIII.  ..y>g  =  2  Vau  Sß-ßg, 

und 

XXXIV.  . .  y'g  =  2 Vßßt Saug, 

sowie 

XXXV...  m  =  2Saa'a"Sß"ß'ß 
=  ZSßß'ß-Saua. 

(8.)  Die  wichtige  Eigenschaft  (2.) ,  dass  sich  die  Hülfe- 
funetion  y  in  die  zu  ihr  conjugirte  i//  verwandelt,  wenn  <p  mit 
fp'  vertauscht  wird,  kann  bewiesen  werden,  ohne  dass  man 
irgendwie  Bezug  auf  die  Form  JSßSag  von  <pg  nimmt,  ver- 
mittelst der  Definitionen  IV.  und  XL  von  <p  und  wie 


(546 


Elemente  der  Quateruionen. 


[Theil  ni. 


folgt  Welche  vier  Vectoren  p,  v,  (ix  und  vx  auch  sein  mögen, 
wenn  wir  schreiben, 

xxxvi. . . x\  =  Vpxvx, 

und 

XXXVII. . .  x\>  Vfiv  =  V.(f  [i(pv, 

wobei  wir  hier  die  letzte  Gleichung  als  eine  Definition  der 
Function  tp'  annehmen,  so  können  wir  dazu  Übergehn,  zu  be- 
weisen, dass  sie  conjugirt  zu  ip  ist,  indem  wir  beachten,  dass 
wir  die  Transformationen  haben, 

xxxvm. . .  sx'rfx*  =  s{Vpx*x.v.<pn<pv) 

=  S .  /ij  ( V.  vx  V.  q>  juqp  v) 

=  Spxtpv.  Svx(pfi  —  S(ji1(pfi.Sv1(pv 

=  Sfx(p'vl .  Svfp'fa  —  Sfi{p'px.  Svq>'vx 

=s  S.p(V.vV.<p'fiirp/v1) 

=  S{  Vpv.  V.(p'fAx  <p'vx)  =  SX'yX\', 

und  sie  stellen  die  fragliche  Beziehung  zwischen  t//  und 
tf/  her. 

(9.)  Und  die  nicht  weniger  wichtige  Eigenschaft  (3.),  dass 
m  ungeändert  bleibt,  wenn  wir  von  ff  zu  <f'  Übergehn,  kann 
in  gleicher  Weise  bewiesen  werden,  ohne  auf  die  Form  XV. 
oder  XX  XT.  von  qp  g  Bezug  zu  nehmen,  indem  man  beachtet, 
dass  wir  nach  XXXVII,  u.  s.  w.,  die  Transformationen  haben, 

XXXTX. . .  S.(pk<p(i(f  v  =  S.tpXy'X'  =  SX'y/<pX 

—  m  SX'X  =  m  SXuVj 

denn  die  Gleichungen  HX  und  VIII.  ergeben, 

XL.  .  .  ip(f  Q  =  mg, 

was  für  ein  Vector  g  auch  sein  mag;  so  dass  der  Werth  der 
skalar  Constanten  m  jetzt  aus  der  ursprünglichen  ünearen 
Function  <p  genau  ebenso  abgeleitet  werden  kann,  wie  in  X. 
oder  X'.  aus  der  conjugirten  Function  qp'. 

348.  Wir  haben  also  gefunden,  dass  die  lineare  und 
vector  Gleichung, 

I.  •  •  <pQ  «•  fff 

ergiebt, 

II.  . .  mg  —ifjo, 
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als  die  Formel  für  ihre  Auflösung;  und  die  allgemeine  Me- 
thode, welche  vorher  auseinandergesetzt  worden  ist,  um  m  und 
ip  aus  rp  abzuleiten.   Wir  haben  daher  die  beiden  Identitäten, 

III.  .  .  ma  =  cp  ipa, 

oder  kurz  und  symbolisch, 

HI'.  . .  m  =  (pip  =  ipep; 

und  mit  ihnen  können  wir,  wie  ich  gezeigt  habe,  die  conjugirten 
Gleichungen  verbinden, 

III". .  .  m  =  <p'y'  =  \p'<p\ 

Vertauscht  man  daher  der  Reihe  nach  /x  und  v  mit  tp' p  und 
xp'p,  in  der  Definitionsgleichung  der  Hülfsfunction  tpf  oder  in 
der  Formel, 

yVpv  =  V.y'ptp'v,  347,  XI'., 

so  bekommt  man  die  beiden  weiteren  Gleichungen, 

IV. . .  -  yV.vy'p  =  mV.fi<p'v\ 
Y...yj  V.ip'pxp'v  =  miVnv; 

in  der  ersten  von  ihnen  können  die  Punkte  fortgelassen  wer- 
den, während  in  jeder  von  ihnen  die  accentuirten  Operations- 
symbole mit  den  nicht  accentuirten  ausgetauscht  werden  können: 
und  wir  sehn,  dass  das  Gesetz  der  Homogenität  [347,  (6.)]  be- 
wahrt wird.  Und  viele  andere  Transformationen  derselben  Art 
lassen  sich  ausfuhren,  von  denen  ich  im  Folgenden  einige 
wenige  Beispiele  gebe. 

(1.)  Operirt  man  an  V.  mit  i/r-1,  oder  mit  m~l  (p,  so  be- 
kommt man  die  neue  Formel, 

VI.  .  .  V.  \p'u\p'v  —  m<p  I>v; 

vergleicht  man  mit  ihr  die  zuletzt  erwähnte  Definition  von 
so  sieht  man,  dass  wir  tp  mit  tp  vertauschen  können,  wenn  wir 
zur  selben  Zeit  xp  mit  mtp  verwechseln ,  und  daher  auch  m 
mit  ws;  tp'  wird  daher  mit  xp'  vertauscht,  und  xp'  mit  mtp. 

(2.)  Zum  Beispiel,  wir  können  somit  von  IV.  und  V.  zu 
den  Formeln  Übergehn, 
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VII.  .  .  —  <f  Vvcp'fi  =  Vfiy/v, 

und 

VUL  . .  (p  V.  qp'ju  <p'v  =  mVuv\ 

und  wir  sehn,  dass  in  ihnen  das  zuletzt  erwähnte  Gesetz  der 
Homogenität  wieder  gewahrt  ist. 

(3.)  Die  Gleichung  VII.  hätte  auf  andere  Weise  erhalten 
werden  können,  dadurch  dass  man  /u  und  v  in  IV.  vertauscht, 
und  dann  mit  —  m- 1  qp ,  oder  mit  —  operirt  hätte ;  und 
die  Formel  VUL  kann  sofort  aus  der  Definitionsgleichung 
von  \p  abgeleitet  werden,  indem  man  an  ihr  mit  qp  operirt. 
In  der  That  kann  man  sagen,  dass  unsere  Regel  für  die  üm- 
kehrung  der  linearen  Function  rp  in  der  Formel  enthalten  ist, 

IX.  .  .  q>-lVpv  —  m~lV.<p' fi<p'  v\ 

in  der  m  eine  skalar  Constante  ist,  wie  vorher. 

(4.)  Nach  ähnlichen  Operationen  und  Substitutionen  ist, 

X. . .  <p%  V.  ff' in  <p'v  —  m  (p  Vu  v  =  V.  yj'u  i// v; 
XI. . .  mtpV.tp f*<p'v  =  wi2  Vfiv  =  xpV.  yj'pip'v; 
XIL  . .  m*V, cp'juap'*  =  m2i)jVtiv  =  xfj*V.  yj'ptp'v, 
XTTT. . .  V .  (p* p(p'*v  =  if)V.  tputpv  =  xp-Vpv; 

u.  s.  w. 

(5.)   Aber  wir  haben  auch, 

XIV.  . .  S.X^Q  =  S.(pQ(p'X  =  S.Q(p'lX, 

so  dass  die  zweiten  Functionen  qr8  und  <jp'8  conjugirt  (vergl. 
347,  IV.)  sind;  daher  wird,  nach  XIII.,  ip*  aus  (ps  gebildet, 
wie  i/>  aus  <p;  und  wir  werden  allgemein  finden,  dass  wenn  n 
irgend  eine  ganze  Zahl  ist,  und  wenn  wir  tp  mit  (pn  vertauschen, 
wir  zur  selben  Zeit  <p  mit  <p'n  vertauschten,  \p  mit  \pn,  i//  mit 
■ty'*)  und  m  mit  mn. 

(6.)  Es  mag  auch  bemerkt  werden,  dass  die  Vertauschun- 
gen (1.)  zu  der  Gleichung  fuhren, 

XV.  .  .  {S.yXyfKpv)*  —  SkpvS.yXipfixpv; 

und  auf  viele  andere  entsprechende  Formeln. 
349.   Die  Ausdrücke, 

X'<pX  -f  n'<pii  4-  v'(pv, 
X'yX  +  u'yfi  +  v'ipv, 
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in  denen  X',  v  die  Bedeutuugen  347,  XX.  haben,  und  an- 
dere vom  selben  Typus  verschwinden ,  wie  leicht  zu  beweisen 
ist,  wenn  X,  p,  v  complanar,  und  daher  durch  SXuv  theilbar 
sind,  da  jeder  solcher  Ausdruck  jeden  der  drei  Hülfsvectoren 
X,  14 1  v  nur  im  ersten  Grade  umschliesst;  die  Quotienten  solcher 
Divisionen  sind  daher  gewisse  constanten  Quaternionen,  welche 
von  X,  p,  v  unabhängig  sind,  und  nur  von  der  besonderen  Form 
von  (p  abhängen,  oder  von  den  (skalar  oder  vector,  aber  reellen) 
Constanten,  die  in  die  Zusammensetzung  dieser  gegebnen 
Function  eingehn.    Schreibt  man  daher, 

L         um  {X'<pX  +  fJL  (f  fl  +  v(pv):  SXpv, 

und 

LT.  .  .  q2  =  {X'tpX  +  flipp.  +  v'ifjv):  SXpv, 

so  werden  wir  es  von  Nutzen  finden,  die  skalar  und  vector 
Theile  dieser  beiden  constanten  Quaternionen,  y,  und  qv  ge- 
sondert zu  betrachten;  und  diese  Constanten  sind,  bezüglich, 
von  der  ersten  und  zweiten  Dimension,  in  einem  Sinne,  den 
wir  kürzlich  auseinandergesetzt  haben. 

(1.)  Da  VX'(pX  =  uSvq X  —  vSXcp'p,  u.  8.  w.,  so  folgt, 
dass  die  vector  Theile  von  qx  und  qt  die  Vorzeichen  wechseln, 
wenn  (p  mit  rp  vertauscht  wird,  und  daher  yt  mit  ip'.  Ander- 
seits können  wir  die  willkürlichen  Vectoren  ;.,  u,  v  mit  X',  p'}  v 
vertauschen,  wenn  wir  zur  selben  Zeit  X'  mit  Vp'v,  oder  mit 
-XSXuv,  u.8.  w.,  vertauschen  und  SXpv,  oder  SXX',  mit 
—  {SXpv)*]  dividiren  wir  daher  mit  —  SXuv,  so  finden  wir 
die  neuen  Ausdrücke, 

ELT. . . £  =  (XtpX'  +  u<pp'  +  v(pv):  SXpv, 
IV. . .  qt  =  {XyX'  +  pyp  +  vtpv) :  SXuv; 

operirt  man  an  ihnen  mit  S,  so  kehren  wir  zu  den  Skalaren 
der  Ausdrücke  I.  und  LT.  zurück,  wenn  in  ihnen  tp  und  xp  mit 
9>'  und  y'  vertauscht  werden. 

(2.)  Daher  werden  die  conjugirten  quaternion  Constanten, 
Kqx  und  Kqt,  dadurch  erhalten,  dass  man  zu  den  conjugirten 
linearen  Functionen  übergeht;  und  somit  können  wir  schreiben, 

V.  ..Kqx  =  {X'tp'X  +  utp'p  +  v'tp'v) :  SXpv; 
VI . .  Kq2  -  {X'yj'X  +  p.'xp'p  +  vtp'v) :  SXpv; 
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oder,  wenn  man  X  mit  X',  u.  s.  w.,  in  den  Dividenden  vertauscht, 

VIL  . .  Kqx  =  (Xq>'X'  +  utf'p  +  vtf'v) :  SXpv\ 
YUL  .  .  Kg2  =  {Xy'n'  +  u  y'n'  +  vxp'vy.  SXfiv] 

wo  X'=  Vfiv,  u.  8.  w.,  wie  vorher. 

(3.)    üperirt  man  mit  V.  g  an  Vqv  und  beachtet,  dass 

V.  g  VX'ff  X  =  ff  {X  SX'g)  -  X'  SXy'p,  u.  s.  w., 

während 

ff  {X  SX'q  +  u  Sfi'e  +  v  Svq)  =  <pg  SXftv, 

und 

X'SXff'g  +  u'Sfitf'g  +  v'Svtp'g  =  y'gSXuv, 

und  dass  ähnliche  Transformationen  für  V.gVq2  gelten,  so 
findet  man,  dass 

IX.  .  .  V,  g  Vqx  =  ffg  —  yg; 

und  dass 

X.  .  .  V.g  Vq%  =  \pg  —  xpg. 
(4.)   Demnach  muss  der  Vector  <f  g  —  (f'g,  da 
Sg{ffg-  tf'g)  =  -  Sg((fg  -  tp'g)  =  0, 

wenn  er  nicht  verschwindet,  eine  Linie  senkrecht  zu  g  sein, 
und  daher  von  der  Form, 

XL  . .  fjpg  —  tf'g  =  2  Vyg, 

in  der  y  ein  gewisser  constanter  Vector  ist;  so  dass  wir 
schreiben  können, 

XLL  . .  (pg  =  ff0g  +  Vyg, 
<f>Q  =  <ToP  -  V7Q\ 

hier  ist  die  Function  (f0g  ihr  eigner  Conjugirter,  oder  sie  ist 
der  gemeinsame,  sich  selbst  conjugirte  Theil  von  (pg  und  <p'g; 
nämlich  der  Theil, 

XIII.  . .  ff0g  =  Kyp  +  ff'g). 
Und  wir  sehn,  dass  bei  dieser  Bedeutung  von  y, 

XIV.  . .  V{X'<pX  +  p'<pu  -f  v'tpv)  =  -  2ySXfiv, 
ist,  oder  dass, 

XIV' . .  Vqx  =  -  2y\ 
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während  wir  in  gleicher  Weise  haben, 

XV. . .  V(X'tpX  +  tixpti  +  v>v)  -  -  28SXpv, 

oder 

XV...  -28, 

wenn 

XVI. .  .  Vq-v'q  =  2VSq. 

Als  Bestätigung  mag  dienen,  dass  der  Theil  <y0  von  <p  nach 
(1.)  keinen  EinHuss  auf  Vqx  hat;  und  wenn  wir  (pX  mit  VyX, 
u.  s.  w.  im  ersten  Gliede  von  XIV.  vertauschen,  so  erhalten  wir, 

{X  Sy X'  +  u  Syu  +  vSyv)  —  y  S(XX'  +       +  vv) 
=  ySXuv  —  3y  SXuv. 

(5.)  Da  VX'w'X  =  -  (p  VXtp'X',  u.  s.  w.,  nach  348,  VIL, 
während  wir  schreiben  können,  nach  (1.),  (2.)  und  (4.), 

XVII. .  .  V{XtpX'  +  u<pu  +  vtfv)  m  -  2y  SXuv, 
XVUI.  ..  V{W  +  firfJfi'+  vyvn)=  -  28 SXpv, 

oder 

XIX.  . .  V(X<p'X'  +  u  <p'fi  +  vrp'v)  =  +  2y  SXuv, 

und 

XX. . .  V(X'i}/X  +  u»  +  tyv)  =  +  28 SXfiv, 

so  erhalten  wir  die  folgende  Relation  zwischen  den  zwei  neuen 
vector  Constanten, 

XXI.  .  .  8  =  -  q>y  =  -  <p'y  =  —  qe0y; 

denn  <jp,  qp'  und  y0  haben  alle  dieselbe  Wirkung  auf  den  be- 
sonderen Vector  y. 

(6.)  Wir  können  hinzufugen,  dass  die  vector  Constante  y 
von  der  ersten  Dimension  ist,  und  dass  8  von  der  zweiten 
Dimension  ist  in  Bezug  auf  die  Beta  der  Grundform;  in  der 
That,  bei  dieser  Form,  347,  XV.,  von  (pg  erhalten  wir  die 
Ausdrücke, 

XXH. .  .  y  -  J  V[ß*  +  ?a  +  ß"a"), 

und 

xxm. . .  s  =  |  v{  vpfr .  f*v  +  vtrß .  iv« 

+  Vßß.Vaa). 

(7.)  Wenn  wir  mit  yjQ  und  m0  bezeichnen,  was  aus  yt 
und  m  wird,  wenn  tp  mit  qp0  vertauscht  wird,  so  finden  wir 
leicht,  dass 
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XXIV.  .  .  \pQ  =  \f)0Q  —  ySyg  +  Vbg\ 
XXV. . .  v>'q  =>  \p0g  —  ySyq  -  VSq\ 

so  dass  der  selbstconjugirte  Theil  von  tf>Q  ein  Glied  enthält, 
—  ySyg,  welches  den  Vector  y  in  sich  enthält,  aber  nur  im 
zweiten  Grade;  und  ebenso  ist 

XXVI.  . .  m  =  m0  +  SyS  —  m0  —  Sy(py; 

y  kommt  hier  wiederum  nur  in  einem  graden  Grade  vor,  denn 
m  bleibt  ungeändert,  wenn  wir  von  <p  zu  <jr'  Übergehn,  oder 
von  y  zu  —  y. 

(8.)  Es  ist  augenscheinlich,  dass  wir  die  Beziehungen 
haben, 

XX VII. . .  m0  =  <p0tp0  =  y0<p0; 

und  dass  qp0,  y>0  und  m0  bezüglich  von  der  ersten,  zweiten 
und  dritten  Dimension  sind,  in  einem  schon  auseinander- 
gesetzten Sinne. 

350.  Nachdem  wir  so  die  vector  Theile  der  beiden  qua- 
ternion  Constanten,  qy  und  qv  betrachtet  haben,  gehn  wir  da- 
zu über,  ihre  skalar  Theile  in  Betracht  zu  ziehn;  und  dabei 
werden  wir  zwei  neue  skalar  Constanten,  m"  und  m',  einführen 
und  werden  darauf  hingeführt  werden,  zwei  neue  conjugirte 
Hülfsfunctionen ,  XQ  una*  XQt  anzuwenden;  daraus  wird  sich 
dann  auch  die  Aufstellung  einer  gewissen  symbolischen  und 
eubischen  Gleichung  ergeben, 

I.  . .  0  =  m  —  m  (f  +  m      —  ys, 

welche  durch  das  lineare  Operationszeichen,  <jr,  befriedigt  wird, 
und  die  von  grosser  Wichtigkeit  in  der  ganzen  Theorie  der 
linearen  Functionen  ist. 

(1.)    Schreibt  man  daher, 

II.  .  .  rn"  =  Sql} 

und 

I1L  .  .  rn  —  Sq2f 

so  sehn  wir  erstens,  dass  keine  dieser  beiden  neuen  Constanten 
den  Werth  ändert,  wenn  man  von  cf  zu  qp'  übergeht ,  oder  von 
y  zu  —  y ;  denn  wir  haben  gesehn,  dass  wir  bei  einem  solchen 
Uebergange  nur  qx  und  q2  mit  Kqv  und  Kqs  vertauschen.  Wenn 
wir  demnach  mit  m0  und  m"0  bezeichnen,  was  aus  m  und  m" 
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wird,  wenn  man  tp  mit  (p0  vertauscht,  so  findet  man  leicht 
die  Ausdrücke, 

XV»  •  •  wi  ==  tri  0 ) 

und 

V.  .  .  Tn  =  tn  q  —  y*. 

(2.)  Man  mag  sich  merken,  dass  m",  oder  m"0,  von  der 
ersten  Dimension  ist,  dass  dagegen  m  und  m0  von  der  zweiten 
Dimension  in  Bezug  auf  die  Grundform  von  rp  sind;  und  dem- 
nach erhalten  wir  bei  dieser  Form, 

VI.  .  .  m"  m  Saß  +  Sa' IT  +  Sa"ß"; 

und 

\Tn. .  .  m  =  S{Vu'a".Vßrp  +  Va'a.Vßß"  +  Vaa.Vßß). 

(3.)  Wenn  wir  zwei  neue  lineare  Functionen,  XQ  und  XQ, 
einführen,  von  der  Art  dass 

VLIL  . .  x  Vpv  m  V(u  ff' v  -  v y», 

und 

IX. . .  jfVpv  =  V{ji(pv  —  9<pfj), 

so  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  diese  Functionen  einander  con- 
jugirt  sind,  und  dass  jede  von  der  ersten  Dimension  ist;  in 
der  That  haben  wir,  mit  der  Grundform  von  qpp,  die  Aus- 
drücke, 

X. . .  XQ  =  V(aVßg  +  a'Vß'Q  +  a"Vß"g), 
XI.  .  .  x'Q=  V(ßVag  +  (TVa'Q  +  ß"  Va" <j)\ 

und  S.XaVßg  =  S.  gßVak,  u.  8.  w.  Man  findet  auch,  wenn 
man  Xo  aus      bildet,  wie  x  aus  dass 

und 

XHI...x'<>  =  XoQ  +  V7Qi 

wo  Xo  von  der  ersten  Dimension  ist 

(4.)    Da  nun 

SXzX  =  S.X{ft(p'v  —  vtp'fi) 
=  S(fi'<p'n  +v'(p'v), 

so  ergiebt  der  Ausdruck  "LT.,  nach  349,  V.,  die  Gleichung, 

XIV. . .  m'Sn'  =  S.l{<p  +  x)X> 
in  der  X  und  X  zwei  willkürliche  und  unabhängige  Vectoren 
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sind;  sie  kann  nur  statt  haben,  wenn  wir  die  functionale  Be- 
ziehung haben, 

XV.  . .  g>Q  +X9  =  m"Q\ 
oder  kurz  und  symbolisch, 

XYL  ..x  +  cf  =  m". 

Demnach  ist  augenscheinlich,  dass  die  Beziehung  XV.  veri- 
ficirt  wird  durch  die  Form  X.  Ton  xQt  *n  Verbindung  mit  der 
Grundform  von  cpg  und  mit  dem  Ausdruck  VI.  für  die  Con- 
stante  m". 

(5.)   Die  Formel  XVL  ergiebt, 

xvil  ..x<r  =  ™"<f  -<p2  =  <f  x; 

und  demnach  kann  die  Identität  Ton  x<P  und  <px  leicht  auf 
andere  Weise  bewiesen  werden,  indem  man  fi  und  v  mit  y'p 
und  y'v  in  der  Definition  V1LL  von  x  vertauscht,  und  sich 
daran  erinnert,  dass 

V.ip'py'v  —  m<pV(iv, 

und 

Vpy/  v  =  —  (pVvtp'p; 

denn  wir  haben  so, 

XVHL  ..x<pVpv  =  V{ny/v-  vy'fi) 

=  <pV(pcp'v  -  v<p'p) 

=  yxVfiv, 

wie  gefordert  wird. 
(6.)   Da  dann, 

S.XyxX  =  SAipy'v  -  pip'fi) 
=  S(Ai>> + 

so  ergiebt  der  Werth  m.  von  m',  nach  349,  VL,  die  Gleichung, 

XIX. .  .  m'SXX'  =  S.X{y  +  tpx)Xt 
in  der  X  und  X'  unabhängige  Vectoren  sind;  daher  ist, 
XX.  . .  %f/Q  +  <pxQ  =  mg, 

oder  kurz, 

XXI. . .  y  +  <pX  =  »»'• 
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Und  in  der  That,  mit  der  Grundform  von  <pg  haben  wir 

XXII. . .  <pXQ  =  X<f  Q 

=  V{  V(rß" .  Vg  Va'  a  +  Vß"ß .  Vg  Va"  a 
+  Vßß'.VgVaa); 

und  damit  ist  die  Gleichung  XX.  verificirt,  wenn  sie  mit  dem 
Werth  VII.  von  tri  in  Verbindung  gebracht  wird,  und  mit 
dem  Ausdruck  347,  XVTTI.  für  \pg. 

(7.)  Eliminirt  man  das  Symbol  /  aus  den  beiden  Glei- 
chungen XVL  und  XXI.,  und  denkt  daran,  dass  <p\p  =  tprp 
=  m  ist,  so  findet  man  den  symbolischen  Ausdruck, 

XX  FTI.  .  .  m(f~l  =  xp  =  m  —  m"rp  +  ff2', 

und  damit  ist  die  symbolische  und  cubische  Gleichung  I.  be- 
wiesen. 

(8.)  Und  da  die  Coefficienten,  m,  m't  m",  dieser  Gleichung, 
wie  wir  gesehn  haben,  ungeändert  bleiben,  wenn  man  von  rp 
zu  (p  übergeht,  so  können  wir  auch  die  conjugirte  Gleichung 
hinschreiben, 

XXIV.  .  .  0  =  m  -  m'tp'  +  m"<p'*  -  (p'\ 

(9.)  MultipHcirt  man  symbolisch  die  Gleichung  I.  mit 
—  m~ 1 1//8,  und  reducirt  sie,  indem  man  tprp  =  m  setzt,  so  eli- 
minirt sich  das  Zeichen  qp,  und  wir  erhalten  die  cubische 
Gleichung  in  *p} 

XXV.  .  .  0  =  ms  -  mm"xp  +  m>s  -  xp*; 

und  in  ihr  kann  xp'  an  Stelle  von  xp  gesetzt  werden. 

(10.)  Im  Allgemeinen  mag  bemerkt  werden,  dass  wenn 
wir  <p  mit  xp  vertauschen,  und  daher  xp  mit  mtp,  wie  vorher, 
wir  nicht  nur  m  mit  m8  vertauschen,  sondern  auch  m  mit 
mm",  und  m"  mit  m';  während  x  zu  gleicher  Zeit  mit  q>x 
vertauscht  wird,  oder  mit  x<fi  und  der  Quaternion  ql  mit  q% 
vertauscht  wird.  Demnach  können  wir  so  von  der  Relation 
XVL  zu  XXI.  Übergehn,  und  umgekehrt  von  der  letzteren 
zur  ersteren. 

(11.)  Und  wenn  die  beiden  neuen  Hülfsfunctionen,  x  und 
X'y  als  durch  die  Gleichungen  VLLL  und  IX.  defmirt  angesehn 
werden,  so  kann  bewiesen  werden,  dass  sie  die  conjugirte 
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Beziehung  (3.)  zu  einander  haben,  ohne  irgendwie  auf  die 
Grundform  von  (pg  Bezug  zu  nehmen,  durch  Betrachtungen 
ähnlich  denjenigen,  welche  in  347,  (8.)  angewandt  wurden,  um 
die  entsprechende  Conjugation  der  Functionen  y  und  yj'  fest- 
zustellen. 

(12.)  Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass  die  Beziehungen 
zwischen  tp,  cp',  %>  und  m"  die  folgenden  weiteren  Trans- 
formationen ergeben,  welche  gelegentlich  von  Nutzen  sind: 

XXVL  . .  (p'Vfiv  =  V{uXv  +  vcpy) 

=  -V{vXp  +  fi(pv); 

und 

xxvn. . .  tp  vplv  =  vw  +  v<p'h) 

=  -V{vX'n  +  n<p'v)) 

und  andere,  bei  denen  wir  hier  nicht  verweilen  können. 

351.  Die  eubische  Gleichung  in  rp  kann  so  geschrieben 
werden: 

I.  .  .  0  =  mg  —  tri (pg  +  m"(p2g  —  (p*g\ 

wo  g  ein  beliebiger  Vector  ist.  Wenn  es  daher  vorkommen 
sollte,  dass  die  lineare  Function  <p g  für  einen  gewissen  be- 
sonderen, aber  wirklichen  Vector,  p,  verschwindet,  so  dass 
(pg  m  0,  qp!p  =  0,  (p*g  =  0,  u.  s.  w.,  so  muss  die  Constante 
m  null  sein;  oder  in  Zeichen, 

IL  . .  wenn  <pg  =  0, 

und 

dann  ist 

m  =  0. 

Wir  müssen  daher,  nach  dem  Ausdruck  347,  XXTTT.  für  m, 
wenn  wir  die  Grundform  für  (pg  annehmen,  entweder  haben 

HL  .  .  Saaa"  =  0, 

oder  sonst 

IV...  Sp'pß-Q] 

so  dass  sich,  in  jedem  Falle,  die  im  Allgemeinen  dreigliedrige 
Form,  347,  XV.,  auf  eine  zweigliedrige  reduciren  lassen  muss. 
Umgekehrt,  wenn  wir  somit  eine  Function  von  der  besonderen 
Form  haben, 

V.  .  .  (pg  =  ß  Sag  +  ß  Sag, 
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so  haben  wir  dann, 

VL..  rpVaa=0; 

so  dass  wenn  a  und  a  wirkliche  und  nicht-parallele  Linien 
sind,  der  reelle  und  wirkliche  Vector  Vau  ein  Werth  von  g 
sein  wird,  welcher  der  Gleichung  y  g  =  0  genügt;  dagegen  wird 
kein  anderer  reeller  und  wirklicher  Werth  von  o,  ausgenommen 
g  =  xVaa,  dieser  Gleichung  genügen,  wenn  ß  und  wirklich 
und  nicht-parallel  sind.  In  dem  Falle  V.  führt  die  Operation 
(p  jeden  andern  Vector  auf  die  feste  Ebne  von  ß,  ß'  zurück, 
eine  Ebne,  die  daher  der  Ort  von  (pg  ist;  und  da  wir 
auch  haben, 

VLX  ..<p'g  =  aSßg  +  a'Sß'g, 

so  sehn  wir,  dass  der  Ort  des  fonctional  conjugirten  Vectors, 
y'g,  eine  andere  feste  Ebne  ist,  nämlich  diejenige  von  u,  a. 
Auch  ist  die  Normale  zu  letzterer  Ebne  die  Linie,  welche 
durch  die  erstere  Operation  zerstört  wird,  nämlich  durch  <p\ 
während  die  Normale  zur  ersteren  Ebne  in  gleicher  Weise 
die  Linie  ist,  welche  durch  die  letztere  Operation,  y',  ver- 
nichtet wird,  denn  wir  haben, 

vm...(f'Vßß'  =  o, 

aber  nicht  (p'g  =  0,  für  irgend  ein  wirkliches  g,  in  irgend 
einer  Richtung  mit  Ausnahme  derjenigen  von  Vßß',  oder  der 
zu  ihr  entgegengesetzten,  welch  letztere  indessen,  rar  den 
gegenwärtigen  Zweck,  als  dieselbe*  wie  jene  angesehn  werden 
kann.  In  diesem  Falle  haben  wir  auch  eingliedrige  Formen 
für  tpg  und  w'g,  nämlich 

IX.  .  .  yg  =  Vau'Sß'ßg, 

und 

X.  . .  xp'g  =  Vßß' Saug] 

so  dass  die  Operation  t//  jede  Linie  in  der  ersten  festen  Ebne, 
derjenigen  von  ß,  ßf,  zerstört,  und  die  conjugirte  Operation  y/ 

*  Demgemäß  werden  wir  in  dieser  Untersuchung,  wenn  immer  wir 
von  einer  festen  Richtung,  oder  von  der  Richtung  einer  gegebnen  Linie, 
u.  s.  w.,  sprechen,  stets  darunter  verstehn,  dass  wir  auch  meinten,  oder 
die  entgegengesetzte  zu  dieser  Richtung. 
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jede  Linie  in  der  zweiten  festen  Ebne,  derjenigen  von  a,  et, 
vernichtet  Andererseits  reducirt  die  Operation  \v  jede  Linie, 
welche  ausserhalb  der  ersten  Ebne  liegt,  auf  die  feste  Richtung 
der  Normalen  zur  zweiten  Ebne;  und  die  Operation  yi  redu- 
cirt jede  Linie,  welche  ausserhalb  der  zweiten  Ebne  liegt,  auf 
die  andere  feste  Richtung,  welche  normal  zur  ersten  Ebne  ist. 
Und  so  kommt  es  denn  dahin,  dass  wir  zuletzt  eine  null  Linie 
erhalten,  mögen  wir  zuerst  mit  1//  operiren,  und  dann  mit  <jp; 
oder  zuerst  mit  g>,  und  dann  mit  y;  oder  zuerst  mit  y'  und 
dann  mit  (f  '\  oder  zuerst  mit  tft  und  dann  mit  1//;  und  zwar 
in  allen  diesen  Fällen  in  Uebereinstimmung  mit  den  symbo- 
lischen Gleichungen, 

XI. . .  (f\\>  =  rptf  —  tp'yj'  =  xp'  <f  =  m  =  0, 

welche  zu  dem  hier  betrachteten  Falle  gehören. 

(1.)  Ohne  auf  die  Grundform  vonyp  zurückzugehn,  hätte 
ims  die  Gleichung  348,  VI.,  nämlich  V. tp'p tp'v  =  mtp Vpv, 
und  die  entsprechende  Gleichung  V.yffitpv  =  mtp'Vuv ,  in 
den  Stand  setzen  können,  vorherzusehn ,  dass  \\>  g  und  ipg, 
wenn  sie  nicht  beide  beständig  verschwinden,  wenn  m  =  0  ist, 
ein  jedes  eine  feste  Richtung  haben  müssen;  und  dass  daher 
ein  jedes  durch  ein  Monom  auszudrücken  sein  muss,  wie  vor- 
her: die  feste  Richtung  von  %pg  ist  die  einer  Linie,  welche 
durch  die  Operation  <p  vernichtet  wird,  und  ähnliches  gilt  für 
yj'g  und  <jp'. 

(2.)   Und  da  wir  haben,  nach  847,  XL  und  XXV., 
yVpv  =  V.<p'p<p'v, 

und 

tp'VfJLV  —  V.(f(A<pV, 

so  dass  die  Linie  <p'fi,  wenn  sie  wirklich  ist,  senkrecht  zu 
yjVfip  ist,  und  die  Linie  (pp  senkrecht  zu  xp'Vpv,  so  sehn 
wir,  dass  jede  von  den  beiden  Linien,  tp'g  und  tpg,  im  gegen- 
wärtigen Falle  als  Ort  eine  Ebne  haben  muss;  und  daraus 
hätten  die  zweigliedrigen  Formen  der  beiden  conjugirten  vector 
Functionen,  <pg  und  tp'g,  vorhergesehn  werden  können:  xpg 
und  ifj' g  werden  hier  als  wirkliche  Vectoren  angenommen. 
(3.)    Die  Beziehungen  der  Rechtwinkligkeit  der  beiden 
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festen  Linien,  oder  Richtungen,  zu  den  beiden  festen  Ebnen 
hätte  somit  auch  abgeleitet  werden  können  durch  die  beiden 
conjugirten  zweigliedrigen  Formen,  V.  und  VH,  ohne  vorher 
die  allgemeinere  dreigliedrige  oder  Grundform  von  (pg  aufzu- 
stellen. 

(4.)  Das  Vorhandensein  einer  Ebne  als  Ort  von  (pg,  und 
einer  anderen  Ebne  als  Ort  von  <p'  g,  für  den  Fall,  dass  m  =  0  ist, 
hätte  auch  vorhergesehn  werden  können  aus  den  Gleichungen, 

S '.<f/.(f  Ii  ff  v  =  S.cp'Xcp  p<p' v  =  mSXfiv; 

und  dieselben  Gleichungen  hätten  uns  in  den  Stand  setzen 
können  vorherzusehn ,  dass  die  skalar  Constante  m  null  sein 
muss,  wenn  für  irgend  einen  wirklichen  Vector,  wie  zum  Bei- 
spiel A,  entweder  <pl  oder  (p'X  null  wird. 

(5.)  Und  die  Zurückführbarkeit  der  dreigliedrigen  Form 
auf  die  zweigliedrige,  hätte,  wenn  die  letzte  Bedingung  erfüllt 
ist,  vorweg  genommen  werden  können,  ohne  irgendwie  Bezug 
auf  die  Zusammensetzung  der  Constanten  m  zu  nehmen,  aus 
der  einfachen  Betrachtung  [vergL  294,  (10.)],  dass  kein  wirk- 
licher Vector  g  zugleich  zu  drei  diplanaren  Linien  senkrecht 
sein  kann. 

352.  Es  kann  vorkommen,  dass  ausser  der  letzten  Zu- 
rückfuhrung (351)  der  linearen  Function  <pg  auf  eine  zwei- 
gliedrige Form,  welche  möglich  ist,  wenn  die  Relation 

I. . .  m  =  0 

besteht  zwischen  den  Constanten  der  Function,  ein  Fall,  in 
welchem  die  symbolische  und  eubische  Gleichung  350, 1.  selbst 
sich  auf  die  Form  reducirt, 

11  .  .  qp3  —  m"<p*  +  ro'qp  =  0, 

in  welchem  Falle  sie  somit  ihr  absolutes  Glied  verliert,  oder 
eine  Wurzel  hat,  welche  gleich  null  ist,  diese  Gleichung  da- 
durch eine  weitere  Reduction  erfahren  kann,  dass  zwei  ihrer 
Wurzeln  einander  gleich  werden;  nämlich  wenn  wir  ent- 
weder haben 

m. . .  m  =  0, 

und 

IV. .  .  (p'(<p  -  m")  =  0; 


Digitized  by  Google 


660 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  HI. 


oder  auf  anderem  Wege  dadurch,  dass  die  weiteren  Gleichun- 
gen bestchn, 

V...m"»-4m'  =  0, 

und 

VL..  <p{<p-lmy  =  0. 

In  jedem  von  diesen  beiden  Fällen  werden  wir  finden, 
dass  gewisse  neue  geometrische  Beziehungen  entstehn,  und  es 
mag  von  Interesse  sein,  sie  kurz  zu  untersuchen;  die  bemer- 
kenswertheste  von  ihnen  ist  die  gegenseitige  Rechtwinklig- 
keit der  beiden  festen  Ebnen,  welche  die  Orte  (vergL  351) 
gewisser  abgeleiteter,  und  functional  conjugirter  Vectoren 
sind:  nämlich,  in  dem  Falle  HL  und  IV..  die  Orte  von  <f  o 
und  <p p;  und  in  dem  Falle  V.  und  VL,  die  Orte  von  </>p 
und  <P'(>,  wenn 

VH. ..  0>  =  <p-|m", 

und 

Vm.  ..(P'  =  <p'-\m", 

so  dass  im  letzten  Falle  das  Symbol  0  der  neuen  cubischen 
Gleichung  genügt, 

IX.  ..o=  *8(<"  +  i>»"); 

während  ([»'  zu  gleicher  Zeit  einer  cubischen  Gleichung  mit 
denselben  Coefficienten  [vergl.  350,  (8.)]  genügt,  nämlich  der 
Gleichung 

X.  ..0=  <fi'»(*  +\m"). 

(1.)  Wir  sahn  in  351,  (1.),  (2.),  dass  wenn  m  —  0,  die 
Linie  y/g  im  Allgemeinen  eine  feste  Richtung  hat,  zu  welcher 
diejenige  der  Linie  tpg  senkrecht  ist;  und  dass  daher  die 
Linie  gleichfalls  eine  andere  feste  Richtung  hat,  zu  wel- 
cher <p'Q  senkrecht  ist  Wenn  daher  die  ebnen  Orte  von  (pg 
und  (p'g  rechtwinklig  zu  einander  sind,  so  müssen  auch  die 
festen  Linien  y'l  und       rechtwinklig  sein,  oder  es  muss  sein 

XL  . .  0  =  S.y'Xyp  =  SX\ptfAt 

unabhängig  von  den  Richtungen  von  k  und  fi;  und  daher  ist 

XII.  . .  0  =  vV> 

oder 
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XLTI. . .  1//*  =  0, 

da  fi  ein  beliebiger  Vector  ist 

(2.)  Jetzt  haben  wir  im  Allgemeinen,  nach  der  fiinctional 
Relation  350,  XXI.  in  Verbindung  mit  \p(p  =  m,  die  Trans- 
formation, 

XIV.  .  .  i//2  =  ip{m  —  (p%)  =  m'-yp  —  m%; 

wenn  daher  m  =  0  ist,  wie  in  L,  so  muss  das  Symbol  ip  der 
erniedrigten  oder  quadratischen  Gleichung  genügen, 

XV.  .  .  0  =  mxp  —  <ys; 

die  demnach  ein  Factor  der  eubischen  Gleichung, 

XVI.  . .  0  =  m'y*  - 

ist,  auf  welche  die  allgemeine  Gleichung  350,  XXV.  reducirt 
wird,  durch  die  Annahme,  dass  m  verschwindet 

(3.)  Wenn  wir  daher  nicht  nur  haben  m  =  0,  wie  in  L, 
sondern  auch  m  =  0,  wie  in  III. ,  so  wird  der  Bedingung 
XIQ.,  nach  XV.,  Genüge  gethan;  und  die  beiden  Ebnen,  auf 
welche  wir  vorher  Bezug  genommen  hatten,  sind  allgemein 
rechtwinklig. 

(4.)  Wir  könnten  in  der  That  vorschlagen,  der  Be- 
dingung XIII.  dadurch  zu  genügen,  dass  wir  annehmen,  man 
habe  stets, 

XVII. . .  y  =  0, 

das  heisst, 

XVII'. . .  yjg  =  0, 

für  jede  Richtung  von  q;  aber  in  diesem  Falle  würde  die  qua- 
ternion  Constante  gv  nach  349,  LI.,  verschwinden;  und  daher 
würde  die  Constante  m',  da  sie  —  nach  350,  HL  —  ihr  skalar 
Theil  ist,  wieder  gleich  null  sein. 

(5.)  Die  besondere  Annahme  XVTL  würde  indessen  den 
geometrischen  Charakter  der  Frage  vollständig  ändern;  denn 
sie  würde  nach  sich  ziehn  [vergl.  351,  (2.)],  dass  die  Richtun- 
gen der  Linien  <jpp  und  <p'g  feste  sind,  wenn  diese  nicht  ver- 
schwinden, anstatt  dass  jene  Linien  nur  gewisse  Ebnen  zu 
ihren  Oertern  haben,  wie  es  vorher  der  Fall  war. 
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(6.)  Was  die  Rechnung  betrifft,  sollten  wir  somit  für  die 
beiden  conjugirten  Functionen,  (pg  und  (pg,  eingliedrige  Aus- 
drücke von  den  Formen  haben, 

XVHI.  ..(pg=ßSag, 
<p'g  =  uSßg; 

und  danach  würden  wir,  nach  347,  XVIII.  und  350,  VIL, 
die  Gleichungen,  yjg  =  0,  und  m  =  0  wiederentdecken. 

(7.)  Wir  würden,  in  diesem  besonderen  Falle,  auch  haben 
XIX. .  .  (p g  =  0, 

wenn 

g±a, 

und 

XX.  . .  ff  'g  =  0, 

wenn 

so  dass  (pg  jetzt  verschwindet,  wenn  g  irgend  eine  Linie  in 
der  festen  Ebne  senkrecht  zu  a  ist;  und  ebenso  ist  q>'g  eine 
null  Linie,  wenn  g  in  der  andern  festen  Ebne  liegt,  welche 
rechtwinklig  zur  andern  gegebnen  Linie  ß  ist 

(8.)  Diese  beiden  Ebnen,  oder  ihre  Normalen,  a  und  ß, 
oder  die  festen  Richtungen  der  beiden  Linien  (pg  und  <jrp, 
werden  rechtwinklig  sein  [vergl.  (1.)],  wenn  wir  die  neue 
Gleichung  haben, 

XXI.  . .  <p*  =  0, 

oder 

XXI'.  . .  cpfg  =  0, 

für  jede  Richtung  von  p;  und  demgemäss  ergiebt  der  Aus- 
druck XVIII. 

(p*g  =  Saß.rpg  =  0, 

wenn 

und  umgekehrt. 

(9.)    Ohne  a  und  ß  ausdrücklich  einzuführen,  zeigt  die 
Gleichung  350,  XXIIL,  dass,  wenn  \f)  =  0,  und  daher  auch 
m  =  0 ,  wie  in  (4.) ,  das  Zeichen  <p  der  neuen 
oder  erniedrigten  Gleichung  genügt  [vergl  (2.)], 
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XXII.  .  .  0  =  (p*-  m"(p; 

sie  ist  demnach  ein  Factor  der  cubischen  Gleichung  IV.,  aber 
einer,  auf  welchen  die  cubische  Gleichung  nicht  zurückfuhrbar 
ist,  wenn  wir  nicht  so  haben  \p  =  0,  sowohl  als  m  =  0. 

(10.)  Die  Bedingung  für  das  Vorhandensein  und  die 
Rechtwinkligkeit  der  beiden  Ebnen  (7.),  für  welche  wir  bezüg- 
lich haben  rpg  =  0,  und  (p'g  =  0,  ohne  dass  <pq  allgemein 
verschwindet,  ein  Fall,  den  zu  betrachten  von  weiter  keinem 
Nutzen  wäre,,  ist  daher,  dass  die  folgenden  vier  Gleichungen 
bestehn  sollen: 

XXIII.  .  .  m  =  0,       m  =  0,       m"  =  0, 

und 

XVII. . .  \p  =  0; 

oder  dass  sich  die  cubische  Gleichung  IV.,  und  ihr  quadra- 
tischer Factor  XXII.,  selbst  auf  die  sehr  einfachen  Formen 
reduciren, 

XXIV. . .  <p*  =  0, 

und 

XXV. . .  9*  =  0; 

die  cubische  Gleichung  in  tp  hat  somit  drei  Wurzeln,  welche 
gleich  und  null  sind,  und  iftg  verschwindet. 

(11.)  Wir  können  auch  beachten,  dass  ebenso  wie  die 
vector  Gleichung 

XXVI.  ..<pp  =  0 

durch  eine  reelle  Richtung  von  p  befriedigt  wird,  wie  wir  in 
Art.  351  sahn,  grade  wenn  eine  Wurzel  der  allgemeinen 
cubischen  Gleichung  350,  I.  null  ist,  das  heisst  wenn  m  =  0, 
grade  so  die  beiden  vector  Gleichungen, 

XXVII.  . .  (f  g  =  0,      U>Q  =  0, 

durch  ein  und  dieselbe  Richtung  der  reellen  und  wirklichen 
Linie  g  befriedigt  werden,  wenn  wir  auch  haben  m  =  0,  oder 
wenn  die  cubische  Gleichung  in  y  zwei  null  Wurzeln  hat,  oder 
die  Form  IV.  annimmt;  denn  wir  haben,  nach  350,  XVII.  und 
XX,  die  allgemeine  Beziehung, 
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(12.)  Und  da  wir,  nach  350,  XV.,  auch  die  Relation  haben 
*o  =  m'p  —  (fo,  so  folgt,  dass  wenn  die  drei  Wurzeln  der 
eubischen  Gleichung  sämmtlich  verschwinden,  oder  wenn  die 
drei  skalar  Gleichungen  XXTTL  befriedigt  werden,  dann  die 
drei  vector  Gleichungen, 

xxvnL..?e  =  o, 

eine  gemeinsame,  reelle  und  wirkliche,  vector  Wurzel  haben; 
oder  dass  sie  dann  sämmtlich  durch  ein  und  dieselbe  Richtung 
von  q  befriedigt  werden. 

(13.)  Da  m"  — <p=/,  so  kann  die  eubische  Glei- 
chung IV.  in  irgend  einer  der  folgenden  Formen  geschrieben 
werden, 

XXIX. . .  0  =  <p*x  =  (fx<p  =  x<P* 
=  rp .  (f  x  =  u.  s.  w., 

in  der  accentuirte  Symbole  für  nicht  accentuirte  eingesetzt 
werden  können:  und  ihre  geometrische  Bedeutung  kann  durch 
Bezug  auf  gewisse  feste  Linien,  und  gewisse  feste  Ebnen,  er- 
läutert werden,  wie  folgt 

(14.)  Man  nehme  erstens  an,  dass  m  und  tri  beide  ver- 
schwinden, dass  aber  m"  von  null  verschieden  ist,  so  dass  sich 
die  eubische  Gleichung  in  <jp  auf  die  Form  IV.  zurückführen 
lässt,  aber  nicht  auf  die  Form  XXTV.;  und  ferner  die 
Operation  rp,  welche  hier  gleichbedeutend  mit  —  tpxi  oder  mit 
—  x<p  ist,  nicht  jeden  Vector  q  vernichtet,  so  dass  [vergL  (4.), 
(5.),  (6.)]  tpg  und  <p'  g  nicht  die  Richtungen  zweier  festen  Linien 
haben,  sondern  nur  [vergL  (1.)  und  (3.)]  zwei  feste  und  recht- 
winklige Ebnen,  77  und  77',  zu  ihren  Oertern  haben;  und  es 
mögen  die  Normalen  zu  diesen  beiden  Ebnen  mit  ).  und  X 
bezeichnet  werden,  so  dass  die  beiden  rechtwinkligen  Linien, 
X  und  l\  bezüglich  in  den  Ebnen  77'  und  77  liegen. 

(15.)  Dann  ist  leicht  zu  zeigen  (vergl.  351),  dass  die 
Operation  tp  die  Linie  iL'  selbst  zerstört,  während  sie  jede 
andere  Linie  (das  heisst  jede  Linie,  welche  nicht  von  der  Form 
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xX'  ist,  wo  Vx  =  0)  auf  die  Ebne  II±X  reducirt*;  und  dass 
sie  jede  Linie  in  dieser  Ebne  auf  eine  feste  Richtung,  p,  in 
derselben  Ebne  reducirt,  welche  somit  die  gemeinsame  Rich- 
tung aller  der  Linien  <p2g  ist,  welche  Richtung  g  auch  immer 
haben  mag.  Und  die  symbolische  Gleichung,  •/ .  (p*  =  0,  drückt 
aus,  dass  die  feste  Richtung  p  von  (p*g  auch  durch  /-10  be- 
zeichnet werden  kann;  oder  dass  wir  die  Gleichung  haben, 

XXX.  . .  0  =  xfi  =  m" fj,  —  <pu, 

wenn 

U  m  y*g, 

welche  demnach  anderweitig  bewiesen  werden  kann:  und  ähn- 
liche Resultate  ergeben  sich  für  die  conjugirten  Symbole, 
<p'  und  x'. 

(16.)  Zum  Beispiel,  wir  können  die  Bedingungen  des  gegen- 
wärtigen Falles  durch  das  folgende  System  von  Gleichungen 
darstellen  (vergl.  351,  V.,  VLL,  LX^  X.,  und  350,  VL,  VLX, 
X.,  XL): 

(pg  =  ßSag  +  ß'Sag, 
<p'g  =  aSßg  +  a'Sß'g, 
XXX,  0=m'  =  S{Vaa.Vßfß) 

=  Saß  Sa' ß*  —  Saß' Saß, 
m"  =  Sa  ß+  Saß'; 
und 

Xg  -  V{a  Vßg  -f  a  Vßf  g)  =  m"g  —  (pg} 
X  g  =  V{ß  Vag  +  $  Va  g)  =  mg  —  tp'g, 
I—  xpg  =  (pxg=x<pg  =  VaäSßß  g, 

|— V'tm  <p'x  Q=  X<f>  Q  ■  Vflf  Saa'g; 

und  wir  können  daher  schreiben,  indem  wir  hier  nicht  annehmen, 
dass  X  =  Vpv,  u.  s.  w., 

X  =  Vßß'i     X'=Vaa,     SXX'  =  0, 
p  =  <pß\\<pp7,     ^'  =  ^'«'119'«, 
SXfi  =  SX'fi'  -  0; 


XXXII. . . 


XXXIII. 


*  Ich  schlage  vor,  den  Fall,  wenn  eine  Operation  der  betrachteten 
Art  eine  Linie  zerstört,  oder  auf  null  reducirt,  in  den  Fall  miteinzu- 
schliesaen  ,  wenn  dieselbe  Operation  eine  Linie  auf  eine  feste  Richtung 
reducirt,  oder  auf  eine  feste  Ebne. 


fif'ft 

ODO 
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=  0; 
*V  -  0. 


(17.)  Da  wir  somit  haben  x  u  =  0,  wo  «'  eine  Linie  in 
der  festen  Richtung  von  <p'sQ  ist.  so  haben  wir  auch  die 
Gleichung, 

XXXV. . .  0  =  Sqx'h'  =  Spzg, 


der  Ort  von  ist  daher  eine  Ebne  senkrecht  zur  Linie  p'; 
und  in  gleicher  Weise  ist  u  normal  zu  einer  Ebne,  welche  der 
Ort  der  Linie  xq  Und  die  symbolischen  Gleichungen, 
(p.rpx  =  0,  ff*.x  =  0,  können  so  gedeutet  werden,  als  ob  sie 
ausdrückten,  dass  die  Operation  q  jede  Linie  in  der  neuen 
Ebne  von  XQ  au^  die  feste  Richtung  von  <p-10,  oder  von  X',  re- 
ducirt;  und  dass  die  Operation  (p1  jede  Linie  in  dieser  Ebne 
A.(i'  zerstört;  und  entsprechende  Resultate  ergeben  sich,  wenn 
die  accentuirten  Symbole  mit  unaccentuirten  vertauscht  werden. 
Demnach  sehn  wir,  nach  XXXII.,  dass  tpxQ  &e  ^es^e  R*cü~ 
tung  von  VacS  hat,  oder  von  X';  und  dass  qP.<jP£(>  =  0  ist, 
denn  es  ist  tpX'  =  0. 

(18.)  Wir  sehn  auch,  dass  die  Operation  <px}  oder  x<h 
jede  Linie  in  der  Ebne  II  zerstört,  auf  welche  die  Operation 
tf  jede  Linie  reducirt;  und  dass  somit  die  symbolischen  Glei- 
chungen, <px-(p  =  Q,  x<P  •  <P  =  0,  gedeutet  werden  können. 

(19.)  Als  Verificirung  mag  bemerkt  werden,  dass  die  feste 
Richtung  X',  von  q>xQ  oder  x<PQi  diejenige  der  Durchschnitts- 
linie der  beiden  festen  Ebnen  von  <pg  und  XQ  sein  sollte;  und 
demgemäss  ist  sie,  nach  XXXIII.,  senkrecht  zu  den  beiden 
Normalen  derselben,  X  und  u:  und  ähnliche  Bemerkungen  be- 
treffen die  feste  Richtung  X,  von  (p'x  Q  oder  von  x  <P  Qi  welche 
senkrecht  zu  X'  und  zu  p  ist 


(20.)  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  wir  ausser 
m  =  0,  und  m  =  0,  haben  y  =  0,  dass  dagegen  m"  wieder  von 


oder 
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null  verschieden  sei.  In  diesem  Falle  haben  wir  gesehn  (6.), 
dass  sich  der  Ausdruck  für  yg  selbst  auf  die  monome  Form, 
ßSag,  reducirt;  und  dass  daher  die  Operation  rp  jede  Linie 
in  einer  festen  Ebne  (±a)  zerstört,  während  sie  jede  andere 
Linie  auf  eine  feste  Richtung  {\\ß)  reducirt,  welche  nicht  in 
dieser  Ebne  enthalten  ist,  denn  wir  haben  jetzt  nicht  Saß  =  Q. 

(21.)  In  diesem  Falle  haben  wir,  nach  (16.),  wenn  wir 
a  oder  ß'  gleich  0  setzen,  die  Ausdrücke, 

(pQ  =  ßSuQ,  (p'Q  =  OlSßQt 

m"=  Saß^Q, 
Xg  =  V.aVßg  =  {m"-<f)g, 

so  dass  die  Gleichungen  XV JUX  von  Neuem  auftreten;  und 
die  erniedrigte  cubische  Gleichung,  oder  die  quadratische 
Gleichung  XXXL  in  <p,  kann  in  der  sehr  einfachen  Form  ge- 
schrieben werden, 

XXXVII. . .  0  =  (fx  —  X<f- 

(22.)  Demnach  [vergl.  (5.)  und  (7.)]  reducirt  hier  die 
Operation  q>  eine  beliebige  Linie  auf  die  feste  Richtung  von  ß, 
während  x  jede  Linie  in  dieser  Richtung  zerstört;  und  umge- 
kehrt, die  Operation  x  reducirt  eine  beliebige  Linie  auf  die 
feste  Ebne  senkrecht  zu  «,  und  <jp  zerstört  jede  Linie  in  dieser 
festen  Ebne.  Aber  da  wir  hier  nicht  annehmen,  dassm"=sO 
ist,  so  ist  die  feste  Richtung  von  tp  g  nicht  in  der  festen  Ebne 
von  XQ  enthalten;  und  [vergl.  (8.)  und  (10.)]  die  Richtungen 
von  (pg  und  y'g  sind  nicht  rechtwinklig  zu  einander. 

(23.)  Anderseits  erscheinen  die  binomen  Formen  XX  XI. 
von  <pg  und  ff'g  wieder,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  drei 
Wurzeln  der  eubischen  Gleichung  in  <p  verschwinden,  oder 
dass  wir  haben  m  =  0,  m  —  0,  und  m"=0,  wie  in  XX TU, 
dass  dagegen  die  Gleichung  tfjg  =  0  nicht  für  alle  Richtungen 
von  g  erfüllt  wird,  aber  es  treten  die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  ihren  vector  Constauten  hinzu,  von  denen 
uns  nur  eine  vorher  begegnet  ist: 

XXXVm. .  .  0  =  SaßSa'ß'-  Saß' Saß, 
0=Saß  +  Saß'. 


XXXVI.  . . 
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(24.)  Wir  haben  jetzt  auch  die  Ausdrücke, 
XXXIX. . .  %g  =  —  (f  q, 

X  Q  =  -  <p  Q  \ 

und  die  eubische  Gleichung  in  <p  wird  einfach  q>*  =  0,  wie  in 
XXIV.;  aber  es  ist  wichtig  zu  beachten,  dass  wir  hier  nicht 
[vergL  (9.)]  die  erniedrigte  oder  quadratische  Gleichung  qp*  =  0 
haben,  denn  wir  haben  jetzt  im  Gegentheil  die  beiden  con- 
jugirten  Ausdrücke, 

XL. . .  <p*Q  =  typ  =  Vau  Sfr ß(>, 
(p*Q  —  tyQ  =  Vßß"  Suag, 

die  nicht  allgemein  verschwinden.  Und  die  Gleichung  <f9  =  0 
wird  jetzt  gedeutet,  dadurch  dass  man  beachtet,  dass  hier 
jede  Linie  auf  die  feste  Richtung  von  <jp— 1 0  reducirt;  während 
<jp  einen  beliebigen  Vector  auf  die  feste  Ebne  reducirt,  in 
welcher  alle  Linien  durch  qp2  zerstört  werden. 

(25.)  In  dem  letzten  Falle  (23.),  in  welchem  alle  Wurzeln 
der  eubischen  Gleichung  in  y  gleich  sind,  und  null  sind,  kann 
der  Satz  (12.)  von  der  Existenz  einer  gemeinsamen  vector 
Wurzel  der  drei  Gleichungen  XXVIII.  dadurch  verificirt 
werden,  dass  man  beachtet,  dass  wir  jetzt  haben, 

XLI. .  .  (p  Vau  =  0, 
*PW  =  0; 

die  dritte  derselben  würde  hier  nicht  gelten,  wenn  wir  nicht 
angenommen  hätten,  dass  m"  =  0  ist 

(26.)  Diese  letzte  Bedingung  erlaubt  uns,  nach  (16.),  zu 
schreiben, 

xlii.  . .  <pfi  =  o,    (p'(i  =o, 

VpX  -  0,     Vfi'l  =  0, 
Spu'  -  0; 

die  Linien  p'  und  p  fallen  sonach  der  Richtung  nach  zusammen 
mit  den  Normalen  X  und  X  zu  den  Ebnen  II  und  ü'\  wenn 
wir  daher  schreiben, 

XLni...  r^VkX  \\Vftfi't 

so  dass 

S(iv  =  0,       Sp'v  =  0, 
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so  wird  der  neue  Vector  v  eine  Linie  im  Durchschnitt  der 
beiden  rechtwinkligen  Ebnen  sein,  welche  —  wie  wir  soeben 
(14.)  gesehn  haben  —  die  Orte  der  Linien  <pg  und  qp'p  sind, 
und  jetzt  [vergl.  (17.)]  die  Orte  von  %Q  und  /g  sind;  und  die 
drei  Linien  n,p',v  (oder  ).',).,  v)  werden  jetzt  ein  rechtwink- 
liges System  bilden. 

(27.)  Im  Allgemeinen  ist  es  leicht  zu 
Ausdrücke, 


XLIV. . .  i 


ß  =  «ßx  +V|f 
P=a'ßx  +  b'ßTv 

ax  —  au  +  au, 

a\  =  ba  +  b'a, 


in  welchen  a,  ß,  a  ß'  irgend  welche  vier  Vectoren  sein  können, 
und  o,  b,  a,  b'  irgend  welche  vier  Skalare,  zu  den  folgenden 
Transformationen  fuhren,  in  denen  g  irgend  ein  Vector  sein 
kann: 

XLV.  .  .  Saxßx   +  Sa'xß'l  «  Saß   +  Saß1; 
XL  VI.  ..ßxSaxg  +  ß'x  Sa\g  =  ßSag  +  ß'Safg; 
XLVn. . .  Vaxa-X .  Vß\ßx  m  Vaa.  Vß'ß; 

so  dass  in  ihrem  Werthe  ungeändert  bleiben  der  Skalar, 
Saß  •{-Saß' ;  der  Vector,  ßSag  +  ßf  Sag;  und  der  Quaternion*, 
Vaa  .Vß ß\  wenn  wir  von  einem  gegebnen  System  von  vier 
Vectoren  aßu'fi,  zu  einem  anderen  System  von  vier  Vectoren 
axßxaxßfx,  durch  Ausdrücke  von  den  Formen  XLIV.  Übergehn. 

(28.)  Mit  Hülfe  des  allgemeinen  Satzes  (27.),  und  der 
Bemerkungen  in  (26.),  kann  man  ohne  Schwierigkeit  zeigen, 
dass  man  in  dem  Falle  (23.)  annehmen  kann,  ohne  an  Allge- 
meinheit irgend  etwas  zu  verlieren,  dass  die  vector  Constanten 
des  zweigliedrigen  Ausdrucks  ßSag  +  ß'Su'g  für  yg  den  fol- 
genden vier  Bedingungen  unterworfen  sind, 

XLVLU.  ..0  =  Suß  =  Saß  =  Sßß'  =  Saß'; 

sie  fuhren  augenscheinlich  zu  den  weiteren  Ausdrücken, 


•  Wir  haben  in  diesen  Transformationen  Beispiele  für  -  wie  wir 
sagen  können  —  quaternion  Invarianten. 
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XLTX. . .  cp'-Q  =  ßSaß'Sag, 
ff'g  «  0; 

und  sie  bringen  somit  klar  zur  Anschauung,  und  zwar  auf  eine 
sehr  einfache  Art,  dass  sich  die  cubische  Gleichung  <jp3  =  0 
nicht  allgemein  zu  der  quadratischen  Gleichung  y 1  =  0  er- 
niedrigen lasst 

(29.)  Der  Fall,  oder  Nebenfall,  wenn  wir  nicht  nur  m  =  0, 
m'  =  0,  m"=  0,  haben,  sondern  auch  \p  =  0,  und  daher  <jr*=0. 
als  eine  erniedrigte  Form  von  qp3  =  0,  dadurch  dass  sich  die 
lineare  Function  tpg  selbst  auf  das  Monom  ßSag  reducirt, 
wo  die  Beziehung  Saß  =  0  zwischen  seinen  Constanten  gilt, 
ist  schon,  in  (10.),  betrachtet  worden;  und  somit  sind  die 
Folgerungen  der  Annahme  IEL,  dass  es  wenigstens  zwei  gleiche, 
aber  null  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in  <p  giebt,  wohl 
hinreichend  discutirt  worden. 

(30.)  Was  den  andern  Hauptfall  betrifft,  wenn  gleiche 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in  <jp  bestehn,  nämlich  den- 
jenigen, in  welchem  die  vcctor  Constanten  durch  die  Relation 
V.  verbunden  sind,  oder  durch  die  Bedingungsgleichung, 

L. .  .  0  =  m" 2  —  4  m 

=  {Saß  +  Saß'Y-  4S{Vaa.  Vßß) 
=  (Saß  -  Sa'ßy  +  4 Saß Saß, 

so  mag  genügen  zu  bemerken,  dass  sie,  nach  VL,  oder  nach 
VIL  und  IX.,  zu  der  symbolischen  Gleichung  fuhrt, 

LL  . .  0  =  «jp  <J>', 


(l>  =  y  -  \  m" ; 

und  dass  somit  ihre  Deutung  genau  gleich  derjenigen  der 
analogen  Gleichung,  XXIX., 

*9>8=0, 

ist,  in  der 

X  =  m"  -  tf 

ist,  wie  sie  in  (14.)  gegeben  wurde,  und  in  den  folgenden 
Nebenartikeln. 

353.  Wenn  wir  m  —  0  haben,  aber  nicht  rn  =  0,  noch 
w",=  4m',  so  sind  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
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in  cp  sämmtlich  ungleich,  während  eine  von  ihnen  wieder  null 
ist,  wie  vorher;  und  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  und 
skalar  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  (347), 

L  .  .  0  =  c2-f-  m  'c  +  m, 

die  aus  der  cubischen  Gleichung  dadurch  gebildet  wird,  dass 
man  rp  mit  —  c  vertauscht,  und  dann  durch  c  dividirt,  sind 
auch  notwendigerweise  ungleich,  mögen  sie  reell  oder  imaginär 
sein.  Wir  werden  finden,  dass  wenn  diese  beiden  skalar  Wurzeln, 
cv  c,,  reell  sind,  es  dann  zwei  reelle  Richtungen,  gl  und  g2, 
in  der  festen  Ebne  //  giebt,  welche  der  Ort  (351,  352)  der 
Linie  tpg  ist;  sie  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  für  jede  von 
ihnen  die  homogene  und  vector  Gleichung  zweiten  Grades, 

IL  .  .  Vgrpg  —  0, 

oder 

<PQ  II  Qi 

erfüllt  wird,  ohne  dass  g  verschwindet;  nämlich  dadurch,  dass 
wir  fllr  die  erste  dieser  beiden  Richtungen  die  Gleichung 
haben, 

III.  .  .  (f  ^l  =  -  clgv 

oder 

?iPi  =  °> 

wenn 

und  für  die  zweite  von  ihnen  die  entsprechende  Gleichung, 

IV.  . .  <pQt  =  —  c2p2, 

oder 

<PiQi  =  0, 


<ft  =  <f  +  c2; 

aber  keine  andere  Richtung  des  reellen  und  wirklichen  Vec- 
tors  p  genügt  der  Gleichung  V.,  mit  Ausnahme  jener  dritten, 
von  der  wir  schon  in  Betracht  gezogen  haben  (351),  dass  sie 
der  linearen  und  vector  Gleichung, 

V. . .  (p  q  =  Ü, 

genügt,  in  der 

Tg  >  0. 

Es  wird  sich  auch  zeigen,  dass  diese  beiden  Richtungen,  gv  gv 

44* 
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nicht  nur  reell  sind,  sondern  auch  rechtwinklig  zu  einander 
und  zur  dritten  Richtung  g,  wenn  die  lineare  Function  rpg 
selbstconjugirt  ist  [349,  (4.)],  oder  wenn  die  Bedingung  er- 
füllt wird, 

VL  . .  rf  '  g  —  <p  pt 

oder 

VT. .  .  Slfg  =  Sg<pX, 

durch  die  gegebne  Form  von  y>,  oder  durch  die  Constanten, 
welche  in  die  Zusammensetzung  des  linearen  Symbols  eingehn ; 
dass  dagegen,  wenn  die  Bedingung  der  Selbstconjugation  nicht 
erfüllt  wird,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  L  auch 
imaginär  sein  können:  und  dass  in  diesem  Falle  keine  reelle 
Richtung  von  g  besteht,  für  welche  die  vector  Gleichung  IL 
vom  zweiten  Grade  durch  wirkliche  Werthe  von  g  befriedigt 
wird,  mit  Ausnahme  der  einen  Richtung,  von  der  wir  vorher 
gesehn  haben,  dass  sie  der  linearen  Gleichung  V.  genügt. 

(1.)  Die  leichteste  Art,  die  Gleichung  IL  zu  befriedigen 
zu  suchen,  anders  als  durch  V.,  ist  die,  einen  Ausdruck  von 
der  Form,  g  =  xß  +  xß',  anzunehmen,  und  der  Gleichung, 
(f  +  C)Q  -0,  nebst  (pg  =  ßSag  +  ß' Sag  dadurch  Genüge 
zu  thun  zu  suchen,  dass  man  den  beiden  skalar  Gleichungen, 

VLL  . .  0  =  x(c  4-  Saß)  -f-  *'  Saß', 
0  =  S{c  +  Sa'ß')  +  xSuß, 

besonders  genügt;  sie  ergeben,  wenn  man  x:x  eliminirt,  die 
folgende  quadratische  Gleichung  in  c, 

VHI.  .  .  (c  +  Saß)  (c  +  Saß')  -  Saß1  Saß, 

der  man  leicht  ansieht,  dass  sie  nur  eine  andere  Form  von  I. 
ist  Bezeichnet  man  daher,  wie  vorher,  mit  c2  und  cs  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  L,  die  wir  für  den 
Augenblick  als  reell  annehmen  wollen,  so  erhalten  wir  die 
beiden  reellen  Richtungen  für  g,  in  der  Ebne  II  von  ß,  ß\ 

IX.  . .  p,  =  ß{el  +  Su(T)  -  ß'Saß, 
=  c,ß +Va'Vß'ß; 

X.  ..(>.,  =  ß{ct  +  Saß^  -  ßt  Sa'ß, 
=  ctß  +  Va'Vß'ß; 
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sie  genügen  den  Gleichungen  HL  und  IV.  In  der  That  er- 
giebt  der  Ausdruck  IX., 

9  Oi  =  c\  9  ß  +  m'ß  =  -  c\  Qi  i 

oder 

<PiQi  =0, 

denn  wir  können  ihn  so  schreiben, 

XI...9l=(m"  +  cl)ß-<pß 

=  -Vlß 

und  ebenso  kann  der  Ausdruck  X.  so  geschrieben  werden, 
XII.  . .  p2  =  (im"  +  ct)/9  —  (pß 

=  -  <pß  —  m'ct-xß, 

und  er  ergiebt, 

rpgl  =ciffß  +  m'ß 
4* 

oder 

(2.)    Wir  können  auch  schreiben, 

Xm.  .  .  g\  -  (Ticy  +  Saß)  -  ßSceß- 
=  cxß-  +  VaVßß- 

=  -  <fifr  \\  Qx\ 

XIV.  .  .  g\  =  ^(c,  +  5«/?)  -  ßSaß- 
=  c2(T  +  V«Vßß' 

und  wir  haben  daher  die  Gleichungen, 

XV. . .  <jpj  p'j  =  0, 

aber  die  Richtungen  von  q\  und  p'a  sind,  nach  VJJLL,  dieselben, 
wie  diejenigen  von  p,  und  p2,  und  sie  liefera  somit  keine  neue 
Lösung  des  eben  gelösten  Problems. 
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(3.)    Wir  haben  daher  also, 

XYI...<psß'\\<piß\\Ql\\<pi->0, 

und 

XVT...9l^||^||fc||%-»0; 

es  folgt  daraus,  dass  die  Operation  «jr,  jede  Linie  in  der  festen 
Ebne  von  qpp  auf  die  feste  Richtung  von  (p^ l0  reducirt;  und 
dass,  ebenso,  die  Operation  yx  jede  Linie  in  derselben  festen 
Ebne  von  <p  g  auf  die  andere  feste  Richtung  von  (ft~l0  re- 
ducirt 

(4.)  Wir  können  daher  die  symbolischen  Gleichungen  hin- 
schreiben, 

x  vn. . .    .  <jpj  <f  =  0, 

(p2.(fl<p  =  0, 

in  welchen  die  Punkte  fortgelassen  werden  können;  und  wir 
haben  in  der  That  die  Transformationen, 

XVIII. . .  fr  tp2  =         =  (<p  +  Cj)  (qp  +  c,) 
=  (p1  —  m"(p  +  m' 

=  V, 

so  dass 

<Fi  9%  •  V  ™  9>2  «Fi  •  <f  = 

=  7« 

=  0. 

(5.)  Wenn  wir  uns  wl  aus  qp„  nach  derselben  allgemeinen 
Regel  (347,  XI.),  gebildet  denken,  nach  welcher  w  aus  (p  ge- 
bildet wird,  so  haben  wir 

XIX.  . .  \px  Vpv  =  V.  (f  \fi<p\v 

-V.iy'n  +  c^iy'v  +  cs), 

und  daher,  nach  der  Definition  350,  VIII.  von 

XX.  . .  yttf  =  ipp  +  Cj  xg  +  c^Qy 

oder 

XXI.  . .  yx  =  y  +  c,/  +  c,*; 

und  ebenso 

XXH. . .  V'j  =  V  +      +  c2!, 

selbst  wenn  m  von  null  verschieden  ist,  und  wenn  ev  c,  belie- 
bige Skalare  sind. 
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(6.)  Wenn  wir  demnach,  ohne  anzunehmen,  dass  m  ver- 
schwindet, an  tp,  g  mit  rpx  operiren,  oder  den  Ausdruck  XXI. 
für  symbolisch  durch  <px  multipliciren,  so  bekommen  wir 
das  symboüsche  Product, 

XXm.  ..rp  Vl  =  {<f  +  c,)(t/>  +  clX  +  cxs) 

-  <PV  +  «i       +  V)  +  ci'('f  +  *)  +  cis 
=  m  +  Cj  m'+  ^«"-h  Cjs  =  mj , 

wo  i»,  das  ist,  was  der  Skalar  m  wird,  wenn  tp  mit  9^  ver- 
tauscht wird,  oder  von  der  Art  ist,  dass 

XXIV.  .  .  mlSk(AV  =  S.rp\k(p'lu(f\v 

=  S.  {tp'k  -f-  ^  X)  [<p'p  +  C,     (<p'v  +  cxv); 

wie  aus  den  Definitionen  von  (p'fyj,x}m,m'fm"  erhellt,  und  aus 
den  Beziehungen  zwischen  diesen  Symbolen,  welche  in  den 
vorigen  Artikeln  aufgestellt  worden  sind,  oder  in  den  Neben- 
artikeln, welche  ihnen  angefügt  sind. 

(7.)  Nehmen  wir  jetzt  wieder  an,  dass  m  =  0,  und  dass 
cv  c8  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  I.  in  c  sind,  so 
haben  wir,  nach  XXTTT., 

XXV.  . .  (fA     =  mj  =  0; 

und  ebenso 

XXVI.  . .  (pt  yj%  —  m,  m  0, 

wenn  mt  aus  ml  dadurch  gebildet  wird,  dass  man  cx  mit  c2 
vertauscht. 

(8.)  Vergleicht  man  XXV.  mit  XVII.,  so  gelangt  man 
leicht  dazu,  das  Vorhandensein  eines  innigen  Zusammenhangs 
zu  ahnen,  der  zwischen  yx  und  y2  tp  besteht,  denn  jede  redu- 
cirt  einen  beliebigen  Vector  auf  die  feste  Richtung  von  (px~l  0, 
oder  von  p&;  und  in  der  That  sind  diese  beiden  Operationen 
identisch,  denn  wir  haben,  nach  XXI.,  und  nach  den  bekannten 
Beziehungen  zwischen  den  Symbolen,  die  Transformationen, 

XXVIL  . .  \f)x  =  yt  +  ^  x  +  c,1 

=  {m  —  mtp  +  rp*)  +  c,  (m"—  <p)  +  c, 1 
=  <P2- {m"+cx)rp 
=  'f2+  ct<p 
=  <f<Pt\ 
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und  ebenso  ist, 

XXVIII. . .  xf/t  —  rf2+  cx(f  =  (p<px\ 

während 

V*  =  <Fi<Pt 

ist,  wie  vorher. 

(9.)    Wir  haben  somit  die' neue  symbolische  Gleichung, 

XXIX.  .  .  <P<pt<pm  —  0, 

in  der  die  drei  symbolischen  Factoren  rp,  <pv  <jp,  auf  irgend 
welche  Weise  gruppirt  und  umgestellt  werden  können,  so  dass 
sie  die  beiden  Gleichungen  XVH.  einschliessen;  und  in  denen 
der  Gegenstand  der  Operation  ein  beliebiger  Vector  g  ist. 
Ihre  Deutung  ist  theilweis  schon  gegeben  worden;  aber  wir 
können  hinzufügen,  dass,  während  y  jeden  Vector  auf  die  feste 
Ebne  77  reducirt,  <jpx  jede  Linie  auf  eine  andere  feste  Ebne, 
//j,  reducirt,  und  ebenso  tp%  auf  eine  dritte  Ebne,  77,;  somit 
reducirt  rpx  <p2,  oder  qr2  ^p, ,  eine  beliebige  Linie  auf  die  feste 
Richtung,  welche  der  Durchschnitt  der  beiden  Ebnen  77t  77,  hat, 
während  sie  zwei  Linien  p,,p2,  und  daher  jede  Linie  in  der 
Ebne  77  zerstört;  und  jener  Durchschnitt  muss  daher  die  Rich- 
tung von  rp— *0  haben;  und  ebenso  muss  die  feste  Richtung  p, 
von  qpj— 1 0  die  des  Durchschnitts  der  Ebnen  77  772  sein,  da  sie 
diejenige  ist,  auf  welche  ein  beliebiger  Vector  durch  die  zusam- 
mengesetzte Operation  oder  r/  <r,,  reducirt  wird  (3.);  und 
Pj,  oder  9P2-10,  hat  die  Richtung  des  Durchschnitts  von  7777^ 
während  anderseits  <p<p2  jede  Linie  in  77!  zerstört,  und  <p<px 
jede  Linie  in  77,:  so  dass  diese  drei  Ebnen,  und  ihre  drei 
Durchschnittslinien,  die  hauptsächlichsten  Elemente  für  die 
geometrische  Deutung  der  Gleichung  (ffpl<f«=0  sind. 
(10.)    Die  conjugirte  Gleichung, 

XXX.  .  .  <i  ff  j  <jp'2  =  0, 

kann  auf  ähnlichem  Wege  gedeutet  werden,  und  fuhrt  so  zur 
Betrachtung  eines  conjugirten  Systems  von  Ebnen  und  Linien ; 
nämlich  zu  den  Ebnen  77', TZ',, 77',,  welche  die  Orte  von  <jp/o, 
(f\g,  <p'sp  sind,  während  die  Operationen  (p\  tp\ ,  y>\  <p\ ,  und 
tf'q>\  bezüglich  sämmtliche  Linien  in  diesen  drei  Ebnen  zer- 
stören, und  beliebige  Linien  auf  die  festen  Richtungen  der 
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Durchschnitte,  77'177'2, 77',77',  77'77'j,  reduciren,  welche  auch 
diejenigen  von  (p'~l  0,  (p\~l  0,  (p\~l  0  sind. 

(11.)  Es  ist  von  "Wichtigkeit  zu  beachten,  dass  die  drei 
letzten  Linien  die  Normalen  zu  den  drei  ersten  Ebnen,  77,  TT,  77", 
sind;  und  dass  ebenso  die  drei  ersteren  Linien  senkrecht  zu 
den  drei  letzteren  Ebnen  sind.  Um  dies  zu  beweisen,  ist  es 
hinreichend  zu  beachten,  dass 

XXXI. .  .  Sg'<pt>  =  Sp<p'Q's=  0, 

wenn 

9>Y=  o, 

oder  dass 

<pQ±(p'-lQ; 

und  ebenso,  tp'p  _L  <jp_1 0,  u.  s.  w. 

(12.)  Anstatt  x':x  zwischen  den  beiden  Gleichungen  Vll. 
zu  eh'miniren,  hätten  wir  c  eliminiren  können;  und  das  würde 
die  weitere  quadratische  Gleichung  ergeben  haben, 

XXXII.  . .  0  =  x* Saß  +  xx'  {Sa/T-  Saß)  - x* Saß'] 

auch  ist,  wenn  x\:x1  und  x\:xi  die  beiden  Werthe  von  x:x 
sind, 

XXXm.  ..ft||*10  +  *riff 

und 

XXXIV. . .  xxxt:  {x1  x\  +  *2X\)  '•  x\ x'% 

=  -  Saß':  {Saß-  Sa'fT) :  Saß; 

daher  wird  die  Bedingung  für  die  Rechtwinkligkeit  der  beiden 
Linien  gvgs,  oder  y^O,  qp,-10,  durch  die  Gleichung  ausge- 
drückt, 

XXXV. . .  0  =  -  ß*Sa(T+  Sßß'  {Saß  -  Sa'ß')  +  ß'tSaß 
=  S.ßß'V{ßa  +  ß'a); 

und  folglich  wird  sie  befriedigt,  wenn  die  gegebne  Function  y 
selbstconjugirt  (VI.)  ist,  denn  dann  haben  wir  die  Beziehung, 

XXXVI. .  .  Vßa  +  Vß'a=  0; 

in  der  That  ergiebt  die  zweigliedrige  Form  von  a>  (vergl.  349, 

xxn.), 
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XXXVTL  ..<f'i>-<pQ  =  (aSßg  -  ßSag)  +  (a'Sß'g- ß'Sa'g) 

=  V.g  V(ßa  +  ß'a), 

und  sie  kann  nicht  unabhängig  von  g  verschwinden,  wenn  nicht 
die  Constanten  der  Bedingung  XXXVI.  genügen. 

(13.)  Mit  dieser  Bedingung,  dass  <p  selbstconjugirt  sein 
soll,  haben  wir  daher  die  Beziehung  für  die  Rechtwinkligkeit, 

XXXVIH. ..  Sgl92  =  0t 

oder 

wenigstens  wenn  die  Richtungen  p,  und  g2  reell  sind ;  und  man 
kann  leicht  beweisen,  dass  sie  es  sind,  wie  folgt. 
Die  Bedingung  XXXVI.  ergiebt, 

XXXTX. . .  0  =  S.aa  V(ßa  + 

-  a2  Sa  ß  +  Saa  (Sa'ß  - Suß)-a'iSaß'-) 

und  daher  ist: 

(a*Sa'ß  -  tPSaffl  -  (Saa)2  (Saß  -  Sa' ff*, 
u*u'*(m"*-4m)  =  a*u*{  (Saß- Saß*)'  +  4Saß'Saß} 
-  [a*a'3  -  (Saa')7]  (aß  -  Saß1)9  +  («2  Saß  +  aiSaß')t  >  0, 
und 

XL. . .  (Saß  -  Saß')*  +  4 Saß1  Saß  =  m"s -  4 m'  >  0; 

so  dass  jede  der  beiden  quadratischen  Gleichungen,  L  (oder  VLUL), 
und  XXXII.,  reelle  und  ungleiche  Wurzeln  hat:  ein  Schluss, 
der  auch  auf  andere  Weise  abgeleitet  werden  kann,  aus  den 
Ausdrücken  ß  =  au  +  ba'}  ß'  =  b  a  +  a  a'f  eine  Bedingung, 
welche  uns  erlaubt,  ß  und  ß'  zu  ersetzen. 

(14.)  Dieselbe  Bedingung  XXXVL  zeigt,  dass  die  vier 
Vectoren  ußa  ßf  complanar  sind,  oder  dass  wir  die  Beziehungen 
haben, 

XLI. . .  Saßßf  =*  0, 
Sa'ßß*  =  0, 
V(Vaa.Vß'ßf)  =0; 

und  daher  ist  Vau,  oder  qp_10  jetzt  normal  zur  Ebne  77;  und 
daher  bilden,  nach  (13.),  die  drei  Richtungen, 

XLII. . .  g,gvgv     oder     <p~l0, (pl~10,  <y2_10> 
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ein  reelles  und  rechtwinkliges  System,  wenn  die  Function  rp 
selbstconjugirt  (VI.)  ist 

(15.)  In  der  gegenwärtigen  Reihe  von  Nebenartikeln  zu  353 
nehmen  wir  an,  dass  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 
in  rp  sämmtlich  ungleich  sind;  die  Fälle  mit  gleichen  Wurzeln, 
in  denen  m  =  0,  sind  in  einer  vorhergehenden  Reihe  (352) 
durchgesprochen  worden;  doch  mag  immerhin  bemerkt  werden, 
dass  wenn  eine  selbstconjugirte  Function  rp  g  auf  die  eingliedrige 
Form  ßSag  zurückfiihrbar  ist,  wir  die  Relation  Vßa  =  0 
haben  müssen;  und  dass  somit  die  Linie  ß,  auf  deren  feste 
Richtung  [vgl.  352,  (5.)  und  (6.)]  die  Operation  rp  denn  einen 
beliebigen  Vector  reducirt,  senkrecht  zur  festen  Ebne  [352,  (7.)] 
ist,  in  welcher  jede  Linie  durch  die  Operation  ff  zerstört  wird. 

(16.)  Im  Allgemeinen  ist  augenscheinlich,  wenn  rp  somit 
selbstconjugirt  ist,  dass  die  drei  Ebnen  IT,  //',,  U'lt  welche 
die  Orte  von  rp'g,rp\g,rp'sg  sind  [vergl.  (10.)],  mit  den  Ebnen 
II,nifll2  zusammenfallen,  welche  die  Orte  von  rp g,  rpx  g,  rp2  g 
sind. 

(17.)  Wenn  rp  nicht  selbstconjugirt  ist,  so  dass  rp  q  und 
rp'g  allgemein  nicht  gleich  sind,  ist  hervorgehoben  worden,  dass 
die  quadratische,  skalar  Gleichung  I.,  und  daher  auch  die 
symbolische,  cubische  Gleichung  in  rpt  imaginäre  Wurzeln  haben 
kann;  und  dass,  in  diesem  Falle,  die  vector  Gleichung  IL  vom 
zweiten  Grade  nicht  durch  irgend  eine  reelle  Richtung  von  g 
befriedigt  werden  kann,  mit  Ausnahme  der  einen,  welche  die 
lineare  Gleichung  V.  befriedigt,  oder  welche  zur  Folge  hat, 
dass  rp  g  selbst  verschwindet,  während  o  reell  und  wirklich 
bleibt  Als  ein  Beispiel  für  solche  imaginären  Skalare,  als 
Wurzeln  von  I.,  und  von  —  wie  wir  sagen  können  —  imagi- 
nären Richtungen,  oder  imaginären  Vectoren  [vergl.  214,  (4.)], 
welche  diesen  Skalaren  entsprechen,  und  selbst  imaginäre 
Wurzeln  von  IL  sind,  können  wir  die  sehr  einfachen  Ausdrücke 
nehmen  (vergl.  340,  XII.), 

XLTTI.  .  .  rpg  =  Vyg, 

rp'g  =  -  Vyg\ 

in  ihr  bezeichnet  y  einen  gewissen  reellen  und  gegebnen  Vec- 
tor, der  augenscheinlich  die  Bedingung  VI.  nicht  erfüllt:  die 
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Function  <jp  ist  hier  der  negative  Werth  ihres  eignen  Conju- 
girten,  so  dass  ihr  selbstconjugirter  Theil  <jr0  null  ist  (vergl. 
349,  Xni.).   Wir  haben  somit, 

XLIV.  . .  m0  =  0,       m\  -  0,       m"0  =  0, 
<f  o  =  °i        %  -  °>         Zo  =  0» 
und  folglich,  nach  den  Nebenartikeln  zu  349  und  350, 

XLV.  .  .  m  =  0,       tri  =  —  m"  =  0, 

V'P  =  -  '/SrPt      XQ  =  -  VVQ\ 

die  quadratische  Gleichung  L,  und  ihre  Wurzeln  cvcv  werden 
daher, 

XLVL  .  .  c1  -  y"-  =  0, 

c3  =  -y-i.rr, 

wo  V—  1  die  Imaginäre  der  Algebra  ist  [vergl.  214,  (3.)]  ;  somit 
haben  wir,  nach  XX.,  oder  XXL  und  XX IL,  jetzt 

XL  VII. . .  v\  <r  =  —  ySya  —  cxVya  +  c,*<r 

=  {y-^Vyc, 

daher  ist 

Syylo  =  0,       Vyyla  =  yylo, 

u.  8.  w.,  und 

XLVm.  .  .  ^  i//a  <r  =  (qp  +      i/^i  <T  =  (?'  +  Cj)  (y  -  c,)  Fy  <r 

=  (y«-c1')Fy(T  =  0, 

und  ebenso  ist 

XLVHL'. .  (/?3^jff  =  0; 

wenn  wir  dalier  einen  beliebigen  Vector  ff  nehmen,  und  ihn 
von  zwei  (imaginären)  Vectoren  p1  und  £>3  durch  die  (imagi- 
nären) Operationen  ableiten  (oder  besser  abgeleitet  denken),  so 
erhalten  wir  die  Gleichungen  (vergl.  ILL  und  IV.), 

XLIX.  .  .  g1  =  yjl<r,  qp, gx  —  0, 

<PQi^ciQv  ^*>i?Pi=0> 

und 

L. .  .  p2  =  t//,  ff,  (f ,  p2  =  0, 

V  Ps  =  -  cs  Qv     VPs  <f  P:  =  °> 
und  sie  sind  wenigstens  symbolisch  wahr.    Wir  finden  daher, 


Digitized  by  Google 


Kap.  IL]  Vector  und  quadratische  Gleichung. 


681 


dass  die  beiden  imaginären  Richtungen,  gx  und  o2  (wenigstens 
in  einem  symbolischen  Sinne,  und  so  weit  es  die  Berechnung 
betrifft),  die  vector  Gleichung  II.  befriedigen,  oder  dass  g1  und  gt 
zwei  imaginäre  vector  Wurzeln  von  Vgy g  =  0  sind;  dass  da- 
gegen die  vector  Gleichung  LI.,  wie  vorher  ausgesprochen  wurde, 
keine  reelle  vector  Wurzel  g  hat,  denn  die  skalar  quadratische  L 
hat  hier  imaginäre  Wurzeln,  mit  Ausnahme  der  einen  in  der 
Richtung  des  gegebnen  und  reellen  Vectors  y,  welcher  der 
linearen  Gleichung  V.  genügt,  oder  welcher  cp  g  «=  0  ergiebt. 

(18.)  Dies  besondere  Beispiel  hätte,  durch  eine  weniger 
allgemeine  Methode,  einfacher  behandelt  werden  können,  wie 
folgt.    Wenn  wir  der  Gleichung  zu  gentigen  wünschen, 

LI.  .  .  0  mm  V.  g  Vyg  =  gSyg-  giy\ 

welche  die  weiteren  Gleichungen  ergiebt, 

LIL  .  .  0  =  Vyg.SyQ, 
0  =  g*Vyg, 

wenn  wir  an  ihr  mit  V.y  und  V.g  operiren;  wenn  wir  ferner 
die  Annahme,  <pg  =  Vyg  =  0,  zu  vermeiden  wünschen,  so 
müssen  wir  den  beiden  skalar  Gleichungen, 

LIIL..S/p=0,      (>?  =  0, 

zu  genügen  suchen;  und  umgekehrt,  wenn  wir  ihnen  durch 
irgend  ein,  reelles  oder  imaginäres,  g  genügen  können,  so  werden 
wir  der  vector  Gleichung  LL,  reell  oder  symbolisch,  Genüge 
gethan  haben.  Jetzt  wird  die  erste  Gleichung  LUX  befriedigt, 
wenn  wir  den  Ausdruck  annehmen, 

LIV.  .  .  o  =  (c  +  y)  Vya  =  Vy<r.{c  —  y)} 

in  dem  a  ein  beliebiger  Vector,  und  c  irgend  ein  Skalar  ist, 
oder  ein  Zeichen,  welches  den  Gesetzen  für  Skalare  unterworfen 
ist;  und  der  Ausdruck  LTV.  für  g  ergiebt,  mit  seiner  eben  an- 
gegebenen Umformung, 

LV...p2  =  (C*-y*)(Kytf)»=0, 

wenn 

c»-y*-0; 

die  quadratische  Gleichung  XLVL  entsteht  daher  von  Neuem, 
und  wir  haben  dieselben  imaginären  Wurzeln,  und  imaginären 
Richtungen,  wie  vorher. 
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(19.)  Geometrisch  ist  der  imaginäre  Charakter  des  letzten 
Problems,  der  Gleichung  V.  g  Vyg  =  0  durch  irgend  eine  Rich- 
tung von  g  zu  genügen,  mit  Ausnahme  derjenigen  der  gegebnen 
Linie  y,  sofort  ersichtlich  aus  dem  Umstände,  dass  qpp,  oder 
Vyg,  hier  ein  Vector  ist,  senkrecht  zu  p,  wenn  beide  wirk- 
liche Linien  sind;  und  daher  kann  der  eine  auch  nicht  dem 
andern  parallel  sein,  so  lange  als  beide  reell*  sind. 

354.  In  den  drei  vorhergehenden  Artikeln,  und  in  den 
beigefugten  Ncbenartikeln,  haben  wir  durchweg  angenommen, 
dass  das  absolute  Glied  der  cubischen  Gleichung  in  <r  ver- 
schwindet, oder  dass  die  Bedingung  m  ^  0  erfüllt  wird;  und 
in  diesem  Falle  haben  wir  gesehn  (351),  dass  es  stets  möglich 
ist,  der  linearen  Gleichung  <pp  =  0  zu  genügen,  durch 
wenigstens  einen  reellen  und  wirklichen  "Werth  von  p,  mit 
einem  beliebigen  skalar  Coefficienten ;  oder  durch  wenigstens 
eine  reelle  Richtung.  Es  ist  jetzt  leicht  zu  zeigen,  dass  es 
doch  stets  wenigstens  eine  reelle  Richtung  giebt,  für  welche 
die  vector  Gleichung  vom  zweiten  Grade, 

I.  .  .  Vgtpg  =  0, 

welche  schon,  in  Verbindung  mit  der  Bedingung  m  =  0,  in 
Betracht  gezogen  worden  ist  (353),  erfüllt  wird,  obwohl  um- 
gekehrt [vergl.  351,  (4.)]  die  Function  qrp  nicht  für  irgend 
einen  wirklichen  Vector  g  verschwinden  kann,  wenn  wir  nicht 
so  haben  m  =  0;  und  dass,  wenn  die  Function  <jp  selbstcon- 
jugirt  ist,  dann  die  Gleichung  L  stets  wenigstens  durch  drei 
reelle  und  rechtwinklige  Richtungen  befriedigt  wird,  aber  nicht 
allgemein  durch  mehr  Richtungen  als  durch  drei;  obgleich  in 
dem  Falle,  wenn  Selbstconjugation  statt  hat,  nämlich  wenn 

II.  ■  •  tp  g  =  <pg, 

oder 

IT.  .  .  SX<pg  =  Sg(fX, 

*  Demnach  sind  die  beiden  imaginären  Richtungen,  welche  wir  vor- 
her für  q  fanden ,  wie  leicht  zu  sehn  ist ,  diejenigen ,  welche  in  der 
neueren  Geometrie  die  Richtungen  von  Linien  genannt  werden ,  welche 
in  einer  gegebnen  Ebne,  die  hier  senkrecht  zur  gegebnen  Linie  f  ist, 
zu  den  Kreispunkten  in  der  Unendlichkeit  gezogen  sind;  und  als  der 
imaginäre  Charakter  der  angenommenen  Richtungen  kann  angesprochen 
werden,  dass  jede,  in  der  gegebnen  Ebne,  ihre  eigne  Senkrechte  ist. 
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für  sämmtliche  Werthe  der  Vectoren  g  und  ).,  die  Gleichung  I. 
zufällig  für  eine  reelle  Richtung  von  g  wahr  werden  kann, 
und  für  jede  Richtung  senkrecht  zu  ihr:  oder  selbst  für  alle 
möglichen  Bichtungen,  je  nach  dem  besonderen  System  von 
Constanten,  welche  in  die  Zusammensetzung  der  Function  rp  g 
eingehn.  Ich  werde  auch  zeigen,  dass  die  skalar  (oder  alge- 
braische) und  cubische  Gleichung, 

III.  .  .  0  =  m  +  m'c  +  m"c*  +  c*, 

welche  aus  der  symbolischen  und  cubischen  Gleichung  350,  L, 
dadurch  gebildet  wird,  dass  man  ff  mit  —  c  vertauscht,  mit 
ausserordentlicher  Bedeutung  in  dieser  ganzen  Theorie  vorkommt ; 
und  dass  die  quadratische  und  vector  Gleichung  L,  wenn  sie 
eine  reelle  und  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat,  durch  nur  eine 
reelle  Richtung  von  g  befriedigt  wird;  aber  dass  man  dann 
sagen  kann  [vergL  853,  (17.)],  sie  werde  auch  durch  zwei 
imaginäre  Richtungen  befriedigt,  oder  sie  habe  zwei  imaginäre 
und  vector  Wurzeln:  so  dass  man  sagen  kann,  die  Gleichung  I. 
stelle  allgemein  ein  System  von  drei  graden  Linien  dar,  von 
denen  wenigstens  eine  reell  sein  muss.  Für  den  Fall  II.  lässt 
sich  beweisen,  dass  die  skalar  Wurzeln  von  TIT.  stets  reell 
sind;  so  dass,  wenn  m0,  m'0  und  m"0  (wie  in  den  Nebenartikeln 
zu  349  und  350)  aus  dem  selbstconjugirten  Theil  qr0p  irgend 
einer  linearen  und  vector  Function  tpg  gebildet  werden,  wie 
m,  m  und  m"  aus  der  Function  tpg  selbst  gebildet  werden, 
dann  die  neue  cubische  Gleichung, 

IV.  .  .  0  =  w0  +  m'0c  +  m"0c*  +  c3, 

welche  so  resultirt,  niemals  imaginäre  Wurzeln  haben  kann. 
(1.)  Wenn  wir  schreiben, 

V.  .  .  <l>g  =  <f  g  +  cg,       <!>' g  =  (f  'g  +  cp, 

oder  kurz, 

T. . .  <l>  =  cf  +  c, 

0'  =  Cf/  +  c, 

wo  c  ein  beliebiger  Skalar  ist,  und  wenn  wir  durch  *P,  ^ 
und  M  bezeichnen,  was  1^'  und  m  werden,  wenn  man  tf 
mit  <p  +  c,  oder  mit  0,  vertauscht,  so  zeigen  die  Rechnungen 
in  353,  (5.),  (6.),  dass  wir  die  Ausdrücke  haben, 
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VI.  .  .  W  =  xp  +  cx  +  c\ 

-    +    +  c» 

lind 

VII.  . .  Af «  m  +  m'c  +  m"c*  +  c5, 

nebst 

VIII. .  .  M  =  0  V  =  if/c^>  =  (//i^'  =  Jp-0\ 

(2.)  Daraus  kann  man  schliessen,  dass  die  Functionen 
X,       und  die  Coustanten  m%  m"  werden, 

IX. ..  X  =DeV  =x  +  2c, 

x      f  Üf  =  DeM  =  ro'  +  2m"  c  +  3e2, 
1  W  =  \D*M  =  m"  +  3c; 

und  es  lässt  sich  verificiren,  dass 

XL . .  <l>  +  x  -  v  +  -X*  =  3/", 

tf>JT  +  V  =  <ITX'  +  ^  =  >/', 
wie  wir,  nach  den  Nebenartikeln  zu  350,  hatten, 

qp  +  x  =<t'  +  z'  =  m" 
+  v  =  <?Y  +  v/  =  m'- 

(3.)  Das  neue  lineare  Symbol  <J>  muss  der  neuen  cubischen 
Gleichung  genügen, 

XII. . .  0  =  M-  MO>  +  Am>*  -  </>*; 

sie  kann  demnach  sofort  aus  der  früheren  cubischen  Gleichung 
350,  L,  unter  der  Form  abgeleitet  werden, 

XTfr.  .  .  0  =  m  +  m'(c  -  *)  +  m"(c  -  0>)J  +  (c  -  0)8. 

(4.)  Jetzt  ist  es  stets  möglich,  der  Bedingung, 

XIV. . .  M  -  0, 

dadurch  zu  genügen,  dass  man  für  c  eine  reelle  Wurzel  der 
cubischen  skalar  Gleichung  III.  einsetzt;  und  man  kann  so 
die  neue  symbolische  cubische  Gleichung  XII.  auf  die  Form 
bringen, 

XV. . .  0  =  <l>*  -  M"W  +  M*  0>; 
welche  der  Form, 

0  =  ff  3  -  m"tf>x  +  m'(h        352,  II., 
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vollkommen  ähnlich  ist,  und  zu  analogen  Folgerungen  fuhrt, 
die  hier  nicht  im  Einzelnen  entwickelt  zu  werden  brauchen, 
denn  sie  können  leicht  durch  Jeden  vervollständigt  werden, 
der  sich  die  Mühe  nehmen  will,  die  wenigen  letzten  Reihn  von 
Nebenartikeln  wieder  zu  lesen. 

(5.)  Zum  Beispiel,  reducirt  die  Operation  W  (vergl.  351) 
einen  beliebigen  Vector  auf  eine  gegebne  Richtung;  und  die 
Operation  0  zerstört  jede  Linie  in  dieser  Richtung,  wenn  nicht 
grade  statt  hat,  dass  Wo  beständig  verschwindet,  ein  Fall,  in 
welchem  M  =  0,  und  *o  (wenn  es  nicht  identisch  null  ist) 
eine  eingliedrige  Form  annimmt,  die  sich  auf  null  reducirt 
[vergl.  352,  (7.)],  für  jede  Richtung  von  g  in  einer  gegebnen 
Ebne:  so  dass,  in  jedem  Falle,  es  wenigstens  einen  reellen 
Weg  giebt,  der  vector  Gleichung  </>p  =  0  zu  gentigen,  und 
daher  auch,  wie  vorher  versichert  wurde,  der  Gleichung  I.,  ohne 
dass  man  bewirkt,  dass  g  selbst  verschwindet. 

(6.)  Und  da  die  Gleichung  I.  so  geschrieben  werden  kann, 
XVL..  Vg<l>g  =  0, 

oder 

so  sehn  wir,  dass  sie  befriedigt  werden  kann,  ohne  dass  0g 
verschwindet,  wenn  die  neue  skalar  und  quadratische  Gleichung, 

XVH.  . .  0  =  C2  +  M  'C  +  M% 

(vergl.  353,  I.)  reelle  und  ungleiche  Wurzeln  Cv  C,  hat;  denn 
wenn  wir  dann  schreiben, 

XVIII.  .  .  *j  =  tp  +  cv 
02  =  *  +  C2, 

so  hat  die  Linie  0o  allgemein  zu  ihrem  Ort  eine  gegebne 
Ebne,  und  es  giebt  daher  zwei  reelle  und  verschiedene  Rich- 
tungen p,  und  p3  in  dieser  Ebne,  für  deren  eine  (Plgl  =0  ist, 
während  ftir  die  andere  <l>2  «2  —  0  istj;  so  dass  jede  XVL,  oder 
I.,  befriedigt;  und  sie  sind  genau  die  festen  Richtungen  von 
lV1  g  und  *P2  g,  wenn  und  Va  dadurch  aus  *P  gebildet  werden, 
dass  man  bezüglich  01  und  <l>.,  mit  (ß  vertauscht. 

(7.)  Fälle,  in  denen  die  Wurzeln  gleich  und  imaginär 
sind,  brauchen  hier  nicht  behandelt  zu  werden;  aber  es  mag 
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nebenbei  bemerkt  werden,  dass  wenn  die  Function  ff  n  die 
besondere  Form, 

XIX.  ..<({>  =  <jg, 
hat  (//  ist  hier  irgend  eine  skalar  Constante),  dann 

XX.  ..(,,_, ,)3  =  0 

ist,  und 

XXI.  .  .  M=  {r;  +  c)3; 

die  cubi>che  Gleichung  XIV.,  oder  III.,  hat  somit  lauter  gleiche 
Wurzeln,  und  die  Gleichung  I.  wird,  in  diesem  besonderen 
Falle,  durch  jede  Richtung  von  g  befriedigt. 

(8.)  Dass  allgemein  ein  reelles  und  rechtwinkliges  System 
von  drei  Richtungen  besteht,  welche  L  befriedigen,  wenn  die 
Bedingung  II.  erfüllt  wird,  kann  wie  in  353,  (14.)  bewiesen 
werden;  und  es  ist  unnöthig  bei  dem  Fall  zu  verweilen,  in 
welchem  dadurch,  dass  zwei  Wurzeln  der  eubischen  Gleichung 
gleich  werden,  siimmtliche  Linien  in  einer  gegebnen  Ebne,  und 
auch  die  Normale  zu  dieser  Ebne,  vector  Wurzeln  von  I.  sind, 
mit  derselben  Bedingung  II. 

(9.)  Und  da  die  quadratische  Gleichung.  0  =  c-  -f-  m"c  -f-  m' 
(353,  I.),  stets,  wie  wir  bewiesen  haben,  reelle  Wurzeln  [353. 
(13.)]  hat,  wenn  (p'Q  =>  tpQ  ist,  so  muss  die  analoge  quadratische 
Gleichung  XVII.  ebenfalls  reelle  Wurzeln,  C„  Cv  haben;  und 
daraus  folgt  unmittelbar  (vergl.  XII.  und  XEU.),  dass  die 
eubische  Gleichung  III.,  unter  derselben  Bedingung  von  Selbst- 
conjugation,  drei  reelle  Wurzeln,  c,  c  +  Cv  c  +  C,,  hat;  und 
daher,  dass  die  andere  eubische  Gleichung  IV.,  welche  aus  dem 
selbstconjugirten  Theil  rp0  der  allgemeinen  linearen  und  vector 
Function  tf  gebildet  wird,  und  welche  deswegen  so  bezeichnet 
werden  kann, 

XXII.  .  .  M„  =  0, 

Wurzeln  hat,  welche  stets  reell  sind,  wie  vorher  ausgesprochen 
wurde. 

(10.)  Wenn  wir  in  gleicher  Weise  durch  <2>0  das  Symbol 
(flt  -f  c  bezeichnen,  so  wird  die  Gleichung  m  =  m0  -  8y<p0y 
(349,  XXVI.,  vergl.  349,  XXL), 

XXIII.  .  .  M  =  M9  -  Sy  (l*0y, 
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und  daraus  finden  wir,  wenn  wir  Potenzen  von  c  vergleichen, 
die  Beziehungen, 

m'  =  m\  -  y\ 

und, 

m   =  m  0, 

wieder,  wie  in  350,  (1.). 

(11.)  In  einem  ähnlichen  Sinne  wird  die  Gleichung 
triff'  F/i  v  =  V.  i/'/i 

xxrv. . .  Af  ^K/i » =  v.  vp, 

[vergl.  348,  (1.)],  in  welcher  //  und  v  beliebige  Vectoren  sind, 
und  c  ein  beliebiger  Skalar  ist;  oder  vollständiger, 

XXV.  .  .  (m  4-  m'c  +  m"c2  +  c3)  [<p'  +  c)I>i/ 

=  V.(i!<H  +  c^/i  +  c-ft)  {wv  +  cxv  +  c*v); 

und  daraus  folgen  die  neuen  Gleichungen, 

XXVI.  .  .  (m  +  m'tf')Vfiv  =  Vtyp.zr—  W-Z!*)' 
XXVU.  .  .  (m'  +  l>f  =  K(jti      -  vvjft  +  ./»'). 

XXVIII.'.  .  {m"+<f')Viiv  =  V{nXv  -  vzp); 

sie  können  alle  auf  andere  Weise  bewiesen  werden,  und  aus 
der  letzten  von  ihnen  können  wir  dadurch,  dass  wir  <f  mit  i/< 
vertauschen,  u.  s.  w.,  auf  die  weitere  Gleichung  von  derselben 
Art  schliessen, 

XXIX.  .  .  (m'  +  i"')  V/tv  =  V(ßff  Zv  +  v'f  XI1)- 

(12.)  Als  ein  Beispiel  für  das  Vorhandensein  eines  reellen 
und  rechtwinkligen  Systems  von  drei  Richtungen  (8.),  wie  es 
im  Zusammenhang  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  I. 
dargestellt  wird,  und  eines  Systems  von  drei  reellen  Wurzeln 
der  eubischen  skalar  Gleichung  III.,  wenn  die  Bedingung  II. 
erfüllt  wird,  wollen  wir  die  Form  nehmen, 

XXX.    .    .    ff  O    =  f/O    +     V).Qj.t    =    ff' Oy 

in  der  ff  irgend  ein  reeller  und  gegebner  Skalar,  und  X,  (j  irgend 
welche  reellen  und  nicht-parallelen  gegebnen  Vectoren  sind; 
denn  auf  diese  Form  kann  —  wie  wir  bald  finden  werden  — 
jede  selbstconjugirte  Function  ff0o  gebracht  werden.  Wir 
haben  jetzt,  nach  einigen  Reductionen, 

45» 
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XXXI.  .  .  i/  o  =  VXguSXu  -  VXfiSXgp 

-  9 (A Sfig  +  pSXg)  +  g*g, 
XXXII.  . .  x»  -  —  (A  Sfi g  +  p  SAo)  +  2.7 p, 

lind 

XXXIII.  .  .  m  =  (17  -  SXp)  {g%  -  A'u»), 

m'=  -X*n*-2gSXu  +  3gs, 
m"  =  -  SAu  +  3/7; 

wo  der  Theil  von  »/>  p,  welcher  unabhängig  von  g  ist,  auf  ver- 
schiedene andere  Formen  gebracht  werden  kann,  wie  zum  Beispiel 
auf  die  folgende, 

XXXIV.  ..  V (Xgp  SXpt  —  XftSXgfi)=Xgfi-SX(i  —  XpSXgfi 

=  A(pSAu  +  SXfig)u 
-{X{lfiQ  +  gXp)fi 
=  X(XSug+iiSXg-Xgp)v, 

u.  s.  w.;  und  <J>,  1*,  A',  Mt  M',  M"  können  aus  qp,  ytt  %> 
m"  einfach  dadurch  gebildet  werden,  dass  man  g  mit 
r  +  g  vertauscht.    Die  Gleichung  M  =  0  hat  daher  hier  drei 
reelle  und  ungleiche  Wurzeln,  nämlich  die  drei  folgenden, 

XXXV.  .  .  c  =  —  g  +  SXpf 

c+  C,  -  -  g+  TXfi, 
c+C2=  -g-  TXfi; 

und  für  *Vg  findet  man  die  entsprechenden  Formen, 

XXXVL  . .  Wg  =  VXpSXfxg, 

%g=-  (ATu  +  w  TX)  S.g(XTfi  +  w  TA), 
%  g  =  -  {X  Tu  -  w  TA)  6'.  g(X  Tu  -  u  TX). 

Somit  haben  *Pg,  Wvg,  und  9tg  in  der  That  die  drei  festen 
und  rechtwinkligen  Richtungen  von  KAu,  ATu-f-uTA,  und 
A  Tu  —  ii  TA,  nämlich  die  Richtung  der  Normale  zur  gegebnen 
Ebne  von  A,  u,  und  diejenigen  der  Halbirungsliuien  der  Winkel, 
welche  diese  beiden  gegebnen  Linien  mit  einander  bilden;  und 
sie  sind  demnach  die  einzigen  Richtungen,  welche  der  vector 
Gleichung  vom  zweiten  Grade  genügen, 

XXXYU...{Vg(fg=  V.gVXgtx=)VgXSpg+  VgpSXg^O 
so  dass  diese  letzte  Gleichung,  wie  zu  erwarten  war,  ein 
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System  von  drei  geraden  Linien,  bezüglich  in  diesen  drei  Rich- 
tungen, darstellt 

(13.)  Wenn  c,,  ca,  c3  die  drei  (reellen  oder  imaginären) 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  M  =  0  bezeichnen ,  und 
wenn  wir  schreiben, 

XXXVHL  ..  <Px  =  y +cv 

so  werden  die  entsprechenden  Werthe  von  f  sein  (vergL  VI.), 

XXXLX. . .  «Pt  =  y  +  clX  + 

%  =  V  +  '2Jf  +  V> 
^3  -  V  +  c>x  +  cs2; 

und  wir  haben  auch  die  Beziehungen, 

1ci  +  cz  +  cs  ■  —  m"  =  —  ff  -  x, 
c2c3  +  CjCj  +  Cj  c,  =  +  m'  —<pz  +  V> 
Cj  c3  c3  =  —  m  =  —  ff  rft ; 

und  danach  ist  leicht  auf  die  Ausdrücke  zu  schliessen, 

XLI...  ^-(^-^-»(V.-V,), 

^  =  (cx-c2)-M^-^); 

sie  setzen  uns  in  den  Stand,  die  Functionen  <Uxq,  0,p,  tf>3(> 
zweigliedrig  (vergl.  351,  u.  s.  w.)  auszudrücken,  wenn 

V3o  als  Monome  ausgedrückt  worden  sind,  und  die 
(reellen  oder  imaginären)  Ebnen  anzugeben,  welche  die  Orte 
der  Linien  <1>xq,  <P.2g,  </>so  sind. 

(14.)  Demgemäss  findet  man,  dass  die  drei  Operationen, 
</>,  <1>V  0.,,  durch  welche  Linien  in  den  drei  zuletzt  bestimmten 
Richtungen  (12.)  zerstört,  oder  auf  null  reducirt  werden,  und 
welche  sich  zuerst  selbst  unter  den  Formen  darbieten, 

XLJI.  ..<*>(>  =  ISfig  +  nSlo, 
<Uxq  =  VXqh  +  9T\n, 
tl>2(?  =  Vk9n-9Tkti, 

die  Transformationen  zulassen, 
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1  »e        2'/.,,  +  ' 
T,.f,  -  S).f»  ' 

in  denen  */',  llsl,  W2  die  vorigen  Formen  XXXVI.  haben; 
und  die  Orte  von  <l>p,  t^p,  il>.,n  bilden  ein  System  von  drei 
rechtwinkligen  Ebnen. 

(15.)  Im  Allgemeinen  ergeben  die  Beziehungen  (13.)  auch 
[vergl.  333,  (8.)], 

XLIV. . .  V,  -  0t<P„ 

und 

XLV. .  .  ^«P,  =  <l>tWt  =  03%  =  -  0, 

und  danach  ist  auch, 

XLVI.  .  .  V^i,  -  1K.VS  =         =  0, 

die  Zeichen  (in  irgend  einem  System  von  dieser  Art)  lassen 
sich  nach  Belieben  versetzen  und  in  Gruppen  zusammenfassen; 
wenn  daher  die  Wurzeln  von  M  =  0  reell  und  ungleich  sind, 
so  entsteht  daraus  ein  System  dreier  reellen  und  verschiede- 
nen Ebnen,  welche  mit  der  Deutung  der  symbolischen  Glei- 
chung, </>j  0a  03  =  0,  in  genau  demselben  Zusammenhang 
stehn,  wie  die  drei  Ebnen  in  353,  (9.)  mit  der  entsprechenden 
Gleichung,  y  7V/2  =  0. 

(16.)  Und  wenn  die  cubische  Gleichung  zwei  imaginäre 
Wurzeln  hat,  so  kann  man  daher  sagen,  dass  es  liier  eine 
reelle  Ebne  [wie  die  Ebne  ±y  in  353,  (18.),  19.)]  giebt, 
welche  die  beiden  imaginären  Richtungen  enthält,  die  dann 
der  Gleichung  I.  genügen;  und  zwei  imaginäre  Ebnen,  welche 
diese  beiden  Richtungen  bezüglich  enthalten,  und  einander  in 
einer  reellen  Linie  schneiden  (wie,  zum  Beispiel,  die  Linie  y 
eine  solche  in  dem  erwähnten  Beispiel  ist) ,  nämlich  in  der 
einen  reellen  vector  Wurzel  derselben  Gleichung  I. 

355.    Einiges  weitere  Licht  kann  man  dadurch  auf  die 
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vector  Gleichung  vom  zweiten  Grade  werfen,  das*  man  das 
System  der  beiden  skalar  Gleichungen  betrachtet, 

I.  .  .  S'/.otf  o  =  0, 

und 

II.  . .  Sko  =  0. 

und  der  Bedingung  für  die  .Realität  der  beiden*  Richtungen, 
«,  und  yv  nachforscht,  durch  welche  sie  allgemein  befriedigt 
werden,  und  für  deren  jede  die  Ebne  von  o  und  y  o  allgemein 
die  gegebne  Linie  X  in  L  enthält,  oder  die  Linie,  welche  senk- 
recht zum  ebnen  Ort  II.  von  o  ist.  Wir  werden  Huden,  dass 
diese  beiden  Richtungen  stets  reell  und  rechtwinklig  sind  (mit 
der  Ausnahme,  dass  sie  unbestimmt  werden  können),  wenn  die 
lineare  Function  7  ihre  eigne  Conjugirte  ist;  und  dass  daher, 
wenn  /.  eine  Wurzel  g0  der  vector  Gleichung, 

III.  .  .  Vo  ff  o  =  0, 

ist.  welche  schon  anderweitig  discutirt  worden  ist,  die  Linien 
pj  und  g.,  auch  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind;  die  allgemeine 
Existenz  (354)  eines  Systems  dreier  reellen  und  rechtwinkligen 
Richtungen,  welche  der  Gleichung  III.  genügen,  wenn  tp'g  =  y  o, 
ist  somit  von  Neuem  bewiesen;  und  daraus  folgt  auch  ein  neuer 
Beweis  für  die  Realität  der  skalar  Wurzeln  der  eubischen 
Gleichung  M=0,  für  den  Fall,  wenn  <y  selbstconjugirt  ist; 
und  dalier  auch  für  die  nothwendige  Realität  der  Wurzeln  der 
weiteren  eubischen  Gleichung,  Mt  =  0,  welche  aus  tlem  selbst- 
conjugirten  Theil  <yw  der  allgemeinen  linearen  und  vector 
Function  ff  gebildet  wird  (354.  IV.  oder  XX IL),  wie  i»/=0 
aus  (f  gebildet  wurde. 

(1.)  Es  mögen  /.,  «,  v  ein  System  dreier  rechtwinkligen 
vector  Einheiten  sein,  welche  in  jeder  Hinsicht  den  Gesetzen 
(1*2,  183)  der  Symbole  /,  j,  k  folgen.    Schreibt  man  dann, 


•  Geometrisch  stellt  die  Gleichung  I.  einen  Kcpel  zweiten  Grades 
dar,  dessen  eine  Seite  /.  ist .  und  in  dem  drei  weitere  Seiten  die  drei 
Linien  y  sind,  welche  III.  genügen;  und  II.  stellt  eine  Ebne  durcli  die 
Spitze,  senkrecht  zur  Seite  /..  dar.  Die  beiden  gesuchten  Richtungen 
sind  somit  die  beiden  Seiten,  in  welchen  diese  Ebne  den  Kegel 
schneidet. 
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IV.  .  .  q  =yu  +  zv, 

and  daher 

Xq  =yv  -  r.M, 

so  wird  der  Gleichung  II.  Genüge  gethan,  und  I.  wird, 

V.  .  .  0  =  y%Sv(fH  -f  yz(St>(fv  —  Spq     —  z*Su(fV] 

die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  sind  reell  und  ungleich, 
wenn 

VL  . .  {Svffv  -  Sfiffu)2  +  4Sfi(fvSv(fu  >  0; 

und  die  entsprechenden  Richtungen  von  q  werden  rechtwinklig 
sein,  wenn 

VIL  .  .  0  =  S(y, n  +  r,  v)  {y2n  +  ztv)  =  -  [yy  y,  +  *,); 
das  heisst,  wenn 

vin. . .  Sv(f  fi  =  Sp-tf  v, 

wenigstens  fiir  das  besondere  Paar  von  Vectoren,  fi  und  r. 

(2.)  Führt  man  jetzt  den  Ausdruck  ein,  fQ  =  tf0Q  +  Vyp 
(349,  XII.),  so  nehmen  die  Bedingungen  VL  und  VIII.  die 
Formen  an, 

IX.  .  .  (Svffov  -  Suffoti)*  +  4S(nrf0v)*  >4{Srfip)i, 

und 

X.  .  .  Syuv  =  0; 

sie  beide  werden  allgemein  befriedigt,  wenn  y  =  0}  oder 
tp  =  <p'  =  (f0  ist;  die  einzige  Ausnahme  ist  die,  dass  die  qua- 
dratische Gleichung  V.  zufallig  dadurch  eine  Identität  werden 
kann,  dass  alle  ihre  Coefficienten  verschwinden:  dagegen  kann 
die  zu  VI.  und  IX.  entgegengesetzte  Ungleichheit  niemals  statt 
haben,  dass  heisst,  es  können  die  Wurzeln  jener  quadratischen 
Gleichung  niemals  imaginär  werden,  wenn  (p  in  dieser  Weise 
selbstconjugirt  ist. 

(3.)  Wenn  anderseits  y  wirklich  ist,  oder  tpo  nicht  all- 
gemein =  rf  g,  so  kann  die  Bedingung  X.  für  die  Rechtwinklig- 
keit nur  gelegentlich  erfüllt  werden,  nämlich  dadurch,  dass  die 
gegebne   oder  feste  Linie  y  zufällig  in  der  angenommenen 
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Ebne  von  v  liegt;  und  wenn  die  beiden  Richtungen  von  q 
somit  nicht  rechtwinklig  sind,  oder  wenn  der  Skalar  Syftv 
nicht  verschwindet,  so  haben  wir  nur  anzunehmen,  dass  das 
Quadrat  dieses  Skalars  gross  genug  wird,  um  diese  Richtungen 
zum  Zusammenfallen  zu  bringen,  nach  IX.,  oder  sie  imaginär 
zu  machen. 

(4.)  Wenn  tf'  =  tf,  oder  y  —  0,  so  können  wir  fi  und  v 
als  die  beiden  rechtwinkligen  Richtungen  von  g  nehmen,  oder 
können  die  quadratische  Gleichung  auf  die  sehr  einfache  Form 
yz  =  0  bringen,  aber  zu  diesem  Zweck  müssen  wir  die  Be- 
ziehungen aufstellen, 

XI.  .  .  Sfitfv  =  Svfffi  =  0. 

(5.)  Und  wenn,  zur  selben  Zeit,  X  der  Gleichung  III.  ge- 
nügt, so  dass  ff  X  |  X,  so  haben  wir  die  weiteren  skalar  Glei- 
chungen, 

XII.  . .  0  =  Sptpl  *=  Svtf  X 

=  SXff  fi  =  SXffP] 

und  danach  ist 

i>Hir»*ll» 

und 

ffp\\VXp\v, 

oder 

XIII.  .  .  0  =  VXtf  X  =  Vftff  /i  =  Vv  ff  v ; 

/.,  fx,  v  bilden  somit,  wie  vorher  ausgesprochen  wurde,  ein  System 
von  drei  reellen  und  rechtwinkligen  Wurzeln  der  vector  Glei- 
chung III. 

(6.)  Aber  im  Allgemeinen  kann  selbst  dann,  wenn  III. 
durch  zwei  reelle  und  verschiedene  Richtungen  von  g  befriedigt 
wird,  die  skalar  und  cubische  Gleichung  M  =  0  nicht  imaginäre 
Wurzeln  haben;  denn  wenn  diese  beiden  Richtungen  zwei  un- 
gleiche, aber  reelle  und  skalar  Werthe,  c,  und  cv  ergeben  für 
den  Quotienten  —  tf  g:g,  dann  sind  cx  und  c2  zwei  reelle 
Wurzeln  der  cubischen  Gleichung,  deren  dritte  Wurzel  daher 
auch  reell  ist ;  und  wenn  anderseits  die  beiden  Richtungen  gx 
und  gt  ein  und  denselben  reellen  und  skalar  Werth  für  diesen 
Quotienten  ergeben,  wie  z.  B.  cv  dann  ist  tf  g  =  —  c1g,  oder 
q  =  (rf  +  Cj)p  =  0,  für  jede  Linie  in  der  Ebne  von  gv  g2; 
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so  dass  ff  g  von  der  Form  sein  mu.ss,  —  c,  g  +  ß  S  g1  0,0,  und 
die  eubische  Gleichung  wird  dünn  wenigstens  zwei  gleiche 
Wurzeln  bähen,  denn  sie  nimmt  die  Form  an, 

XIV.  . .  0  -  (c  -  cj-  (c  -  Cj  +  Sft  Pj  jS), 

wie  sich  leicht  aus  Sätzen  und  Formeln  zeigen  lässt,  welche 
schon  aufgestellt  worden  sind. 

(7.)  Es  ist  somit  von  Neuem  bewiesen,  dass  die  Gleichtuig 
M  =  0  lauter  reelle  Wurzeln  hat,  wenn  ff  '  g  =  ff  g  Ist;  und  dass 
daher  die  Gleichung  J/w  =  ü,  wie  vorher  ausgesprochen  wurde, 
niemals  eine  imaginäre  Wurzel  haben  kann. 

(8.)  Und  wir  sehn,  zu  gleicher  Zeit,  wie  die  eubische 
skalar  Gleichung  M  =  0  aus  der  symbolischen  eubischen  Glei- 
chung 350,  L  hätte  abgeleitet  werden  können,  oder  aus  der 
Gleichung  351,  L,  da  die  Bedingung  für  die  vector  Glei- 
chung III.  durch  irgend  ein  wirkliches  g  befriedigt  wird;  näm- 
lich dadurch,  dass  mau  beachtet,  dass  wenn  '({>——  cg,  dann 
(f  'ti  =  c'-g,  tf  Jg  ==  —  c3g  u.  s.  w.,  und  dass  daher  Mg  =  0  i>t, 
eine  Gleichung,  in  welcher  g,  vier  Annahme  nach,  von  null 
verschieden  ist. 

(9.)  Was  endlich  den  Fall  betrifft,  wenn  Unbestimmtheit 
eintritt,  auf  den  ich  vorher  angespielt  habe,  wenn  die  quadra- 
tische Gleichung  V.  aufhört,  irgend  welche  bestimmten  Werths 
für  y  .z  zu  liefern,  oder  irgend  welche  bestimmten  Richtungen 
in  der  gegebnen  Ebne  für  g.  so  ist  dieser  Fall  augenscheinlich 
durch  die  Bedingung, 

XV.  .  .  S/iitf  u  —  Si'tfv, 

ausgezeichnet,  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  XI. 

356.  Das  Bestehn  der  symbolischen  und  eubischen  Glei- 
chung (350:,  welche  durch  das  lineare  und  vector  Symbol  9 


*  Wir  werden  finden ,  dass  dieser  Fall  den  Kreisschuitten  einer 
Oberfläche  zweiter  Ordnung  entspricht,  während  der  weniger  besondere 
Fall,  in  welchem  7  »  —  i/o,  dagegen  nicht  Su<i  u  =  Sr<[i>,  so  das»  die 
beiden  Richtungen  von  p  ah>  reelle  und  rechtwinklig«-  bestimmt  werden, 
den  Achsen  eines  nicht-kreisförmigen  Schnitt.-*  einer  solchen  Fläche 
entspricht 
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befriedigt  wird,  führt  auf  einen  Satz*  über  geometrische  De- 
formation, welcher  so  ausgesprochen  werden  kann:  — 

„Wenn  wir  durch  irgend  eine  gegebne  Art,  oder  irgend 
ein  gegebnes  Gesetz,  der  linearen  Ableitung,  von  der  vorher 
durch  das  Symbol  tf  bezeichneten  Art,  von  irgend  einem  an- 
genommenen Vector  (>  zu  einer  Reihe  von  successiv  abgeleiteten 
Vectoren,  gv  qv  (»3,  .  .  .  oder  ff1»,  ff  2o,  ya<>,  .  .  übergehu;  und 
wenn  wir  dadurch,  dass  wir  ein  Paiallelepiped  construiren, 
irgend  eine  Linie  dieser  Reihe,  wie  z.  B.  p3,  in  drei  Theil-  oder 
Component-Linien,  mp,  —  m  yv  »«"(>,,  zerlegen,  nach  den  Rich- 


*  Dieser  Satz  wurde ,  beinahe  auf  demselben  Wege ,  auf  Seite  5«JS 
der  Vorlesungen  aufgestellt;  und  das  Problem  der  Uinkehrung  einer 
linearen  und  vector  Function  wurde ,  auf  den  wenigen  vorhergehenden 
Seiten  (559,  u.  s.  w.i,  behandelt,  wenn  auch  mit  etwas  weniger  Voll- 
ständigkeit, und  vielleicht  weniger  einfach,  als  im  gegenwärtigen  Ab- 
schnitt ,  und  mit  ein  wenig  verschiedener  liezeichnung.  Die  allgemeine 
Form  einer  solchen  Function  ,  welche  dort  angenommen  wurde  .  kann 
jetzt  so  ausgedrückt  werden: 

<f  o  =  _  ■/  <S  i«  a  -4-  t  r  o , 

wenn  /•  ein  gegebner  Quaternion  ist;  als  resultirender  Werth  von  m  fand 
sich  (Seite  501), 

i„  =  £  Sa  a  a"  S.3"  3'  3  +  2S  (r  Vu  u  .  V  ß'  3) 

4-  SrZSuHr  -  ZSurSlr  +  SrTr*; 

und  die  Hülfsfunetion,  welche  wir  jetzt  durch  y  bezeichnen,  war 

«i  >f  - 1  ff  =  ip a  =  2  Vu  a  S.i 'Ha  +  -T  f  .  «  V  (  V3a  .  r) 

+  {VcrSr  -  FrStfr); 

wo  die  Sunune  der  beiden  letzten  Glieder  von  hätte  geschrieben 
werden  können  arSi —  rSor.  Es  könnte  für  den  Leser  eine  nützliche 
Uebung  abgeben ,  die  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  durch  die  Sätze 
dieses  Abschnitts  zu  beweisen.  Ein  Weg,  dies  zu  thuu ,  würde  sein, 
2L3SaQ  und  r  bezüglich  als  gleich  V^q  und  gleich  r  -J-  e  zu  be- 

handeln; das  würde  m  und  yo,  wie  es  vorher  hingeschrieben  wurde,  iu 
die  folgenden  Ausdrücke  transformiren, 

Mc-Si7  +  t)(vo  +c)(f  +  9), 

und 

V0«  -  (;-  +  »)S(y  +  t)a  +  fff(<,0  +  c)  (y  +  t)\ 

das  heisst,  iu  die  neuen  Werthe  überführen,  welche  das  M  und  des 
Abschnitts  annehmen,  wenn  <l'o  den  neuen  Werth,  <Po  -  uu  -f  rlo 
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tungen  derjenigen  drei,  welche  ihr  vorhergehn,  wie  es  hier  die 
Linien  q,  qv  p2  sind;  so  hängen  die  drei  skalar  Coefficienten, 
m,  —  rri,  m",  oder  die  drei  Verhältnisse,  in  denen  die  drei  Com- 
ponenten  der  vierten  Linie  o3  zu  den  drei  ihr  vorhergehenden 
Linien  der  Reihe  stehn,  nur  von  der  gegebnen  Art,  oder  dem 
Gesetz,  der  Ableitung  ab,  und  sind  völlig  unabhängig  von  der 
angenommenen  Länge  und  Richtung  des  Anfangsvectors." 

(1.)  Als  ein  Beispiel  ftir  solche  successive  Ableitung  wollen 
wir  das  Gesetz  nehmen, 

L  . .     =  tpg  =  -  Vßgy, 
9t  =<f2Q=  -  VßQ^y, 

u.  s.  w. ;  es  entspricht  der  Construction  in  305,  (1.),  u.  s.  w., 
wenn  wir  annehmen,  dass  ß  und  y  Einheitslinieu  sind.  Be- 
handeln wir  sie  zuerst  als  irgend  welche  zwei  gegebnen  Vec- 
toren,  so  führt  unsere  allgemeine  Methode  auf  die  Gleichung, 

IL  .  .  p3  m  m  g  —  m'  Q\  4"  m  9t  t 
mit  folgenden  Werthen  der  Coefficienten, 

HL  . .  m  =  -  ß*y*Sßyf 

m  =  -  PA 
m"=  Sßy\ 

das  kann  man,  ohne  irgend  welche  neue  Berechnung,  allein 
daraus  ersehn,  dass  man  ff,  X  und  ju,  in  354,  XXXIII.,  mit 
0,  ß,  und  —  y  vertauscht 

(2.)    Man  nehme  zunächst  an,  zur  Vergleichung  mit  305, 

dass 

IV. . .  ß>  =  f~  =  -  1, 

und 

Sßy= 

so  dass  ß,  y  Einheitslinien  sind,  und  /  der  Cosinus  ihrer  gegen- 
seitigen Neigung;  dann  wird  der  Werth  HL, 

V.  .  .  m  =  /, 

m  =  -  1, 
m  —  —  /; 

und  die  Gleichung  II.,  welche  vier  auf  einander  folgende  Linien 
der  Reihe  in  Zusammenhang  setzt,  nimmt  die  Form  an, 
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oder 


VII.  ..q3  -{>,  =  - /(pa-p); 


ein  Resultat,  welches  mit  305,  (2.)  übereinstimmt,  denn  wir 
fanden  dort,  dass  wenn  g  =  OP,  u.  s.  w.,  der  Abstand  Px  Pz 
war=-/x  PP,. 

(3.)  Und  was  die  Umkehrung  einer  linearen  und  vector 
Function  (347)  betrifft,  oder  die  Rückkehr  von  irgend  einer 
Linie  gx  einer  solchen  Reihe  zu  derjenigen  Linie  g,  welche  ihr 
vorhergeht,  so  ergiebt  unsere  allgemeine  Methode,  für  das  Bei- 
spiel L,  nach  354,  (12.), 

und 

IX.  .  .    g  =  ff~lgl  =  m-1xpgy 


ein  Resultat,  welches  sich  leicht  bewahrheiten  und  deuten  lässt, 
nach  Sätzen,  welche  schon  entwickelt  wurden. 

357.  Wir  sind  jetzt  vorbereitet,  einige  neue  und  allge- 
meine Formen  anzugeben,  auf  welche  die  lineare  und  vector 
Function  (mit  reellen  Constanten)  eines  variablen  Vcctors  ge- 
bracht werden  kann,  ohne  anzunehmen,  dass  sie  selbstconjugirt 
ist;  eine  der  einfachsten  Formen  derselben  ist  die  folgende, 


q0  ist  hier  ein  reeller  und  constanter  Quaternion,  und  A,  p  sind 
zwei  reelle  und  constante  Vectoren,  welche  sämmtlich  in  be- 
stimmter Weise  angegeben  worden  können,  wenn  die  besondere 
Form  von  tf  gegeben  wird:  ausgenommen,  dass  A  und  p,  nach 
295,  VLT.,  vertauscht  werden  können,  und  dass  jeder  mit  irgend 
einem  Skalar  multiplicirt  werden  kann,  wenn  der  andere  mit 
demselben  Skalar  dividirt  werden  kann.  Es  folgt,  dass  die 
skalar,  quadratische  und  homogene  Function  eines  Vectors, 
welche  durch  Sgyg  bezeichnet  wird,  stets  so  ausgedrückt 
werden  kann: 


I .  .  .  (f  g  =  Vq0g  +  VXgn 


in  Verbindung  mit 


7o  =  ?  +  r; 
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II.  .  .  Soffo  =/;o2  -f  S).oug\ 

oder  sot 

II  .  .  .  Soff  i)  =  r/n 2  +  2  Sko  Sfi i). 

wenn 

</-/?-  Slu; 

und  diese  allgemeine  und.  wie  oben  bemerkt  wurde,  bestimmte 
Transformation  erweist  sieb  von  grosser  Nützlichkeit  in  der 
Theorie  der  Oberflächen*  zweiter  Ordnung. 

(1.)  Richtet  man  seine  Aufmerksamkeit  zuerst  auf  den 
Fall  selbstconjugirter  Functionen  ff(}o,  von  dem  wir  zu  dem 
allgemeinen  Falle  dadurch  Übergehn  können,  dass  wir  nur  das 
Glied  Vyo  hinzufügen,  und  annehmen,  (kraft  dessen,  was  vor- 
hergeht), dass  uxa.,a^  drei  reelle  und  rechtwinklige  Einheit»- 
vectoren  sind,  und  cx  c2  c3  drei  reelle  Skalare  (die  Wurzelnder 
eubischen  Gleichung  M0  =  0),  so  dass 

III.  .  .  ff}     =  (y0  +         =  0, 

7S  «2  =('/  o  +  C2)«>  =0» 

so  können  wir  schreiben, 

IV.  .  .  o  =  —  («,  S«!  q  +  «j  Satf  +  a,  &'ct3u 
und  daher 

so  dass 

\ff  1  P  =  (C2  —       "3  5«2  9  +  (C3  —  Cl)  «3  P> 

VI.  .  .  J ff2o  =  (e3  —  c.)a3  6'«3 «  +  (cx  —  c2)«j  o. 
\ff3  9  =     —  <*) «i  $«i  P  +  (c.>  —  cs) ^Sai{t\ 

die  zweigliedrigen  Formen  von  ylf  r/-,,  73  werden  somit  augen- 
scheinlich klargestellt. 

2.)   Wir  haben  folglich  die  allgemeinen,  aber  skalar  Aus- 
drücke : 


•  In  der  Theorie  dieser  Oberflaehen  haben  die  heiden  ennstanten 
und  reellen  Vectoren ,  i  und  ii.  die  Richtungen  der  —  wie  wir  sie  ge- 
nannt haben  —  cyklischen  Normalen. 
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VII.  .  .  -  o-  =  (.Stfjo)2  +  ($v.2o)-  +  (Sa3o)s; 
VIII.  .  .  Sgff  g  =  Soff0o 

=  c.iS^oy-  +  c,(Sa,o)*  +  ca(Sa3gY 
=  -cl9*  +  (c,  -  c1)(.V«,  p)>  4-  (c3  -  cJiSVie)* 
=  -  c2«*  -  (c2  -  c,)^«^)1  +  (c3  -  c^Sa.oY- 
-  -  c3P2  ~      -  CjX^f)1  -      ~  e2)(SatgY; 
und  in  ihnen  ist  es  im  Allgemeinen  erlaubt  anzunehmen,  das* 

IX.  .  .  e,  <r2  <r3. 

oder  dass 

X.  .  .  Oj  —  Cj  =  2e!, 
c3  —  e2  -  2*'s; 

e  und  e'  sind  reelle  Skalare,  uud  der  numerische  Coefficient 
wird  aus  einem  Be<iueinlichkeitsgrunde  eingeführt,  der  sogleich 
klar  werden  wird. 

(3.)  Vergleicht  man  den  letzten,  wenn  nicht  einen  der 
Ausdrücke  VIII.  mit  II'.,  so  sieht  man,  dass  Sgff  g  dadurch 
auf  die  vorgeschlagne  Form  II.  gebracht  werden  kann,  dass  man 
annimmt, 

XI.  . .  /.  «  ecr,  +  eVa, 

«  =  —  eux  +  e'a3, 

da 

S).u  =  e*  -  0*  =  c,  —  |(Cj  -f  c3). 

(4.)  Aber  im  Allgemeinen  [vergl.  349,  (4.)]  können  wir 
nicht,  für  alle  Werthe  von  p,  haben, 

XII.  .  .  Sgif  g  =  Sgrf*g, 

wenn  nicht 

XIII.  .  .  ff0g  =  ff^g, 

das  heisst,  wenn  nicht  die  selbstconjugirten  Theile  von  ff  und 
ff  gleich  sind;  wir  können  daher  aus  II.  schliessen,  dass  tf0g 
—  9Q  +  ^P.M>  da  ^.0/1=  VuqX  =  seinem  eignen  Conju- 
girten;  und  somit  wird  bewiesen,  dass  die  Transformation  L 
möglich,  und  reell  ist. 

(5.)  Demnach  wird,  mit  den  Werthen  XL  von  A,  ju,  g, 
der  Ausdruck, 
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XI V.  .  .  (f  0Q  =  /7p  +  V'AOfi, 

m  9(ff  —  8Xp]  4-  A6>(>  +  u  Slg, 
XV.  .  .  y0p  =  -  c2p  +  (<?«3  +  eal)S{e'ai  —  eux)g 

+  («'«3  —  *«i )  5(*  «s  +  «aj )  o 
=  -  c2p  -  2e2«1S«,p  +  2e'iaiSa^o; 

und  das  stimmt,  nach  X.,  mit  VI.  überein. 

(6.)  Umgekehrt,  wenn  g,  X  und  jti  Constanten  von  der  Art 
sind,  dass  (f0o=ga  +  FAp/i,  dann  ist  (füVX^=g'VXpi,  wo 
g  =  g  —  Slft  ist,  wie  vorher;  daher  muss  —  g'  eine  der  drei 
Wurzeln  <?,,  c2,  c3  der  cubischen  Gleichung  Af0  =  0  sein,  und 
die  Normale  zur  Ebne  von  A,  ju  muss  eine  der  drei  Richtungen 
von  uv  «2,  «3  haben;  wenn  wir  dann,  versuchsweise,  annehmen, 
dass  diese  Ebne  diejenige  von  «x,  u3  ist,  und  demgemäss 
schreiben, 

XVI.  .  .  ?.  =s  atfj  +  a'f<r3, 

y2p  =  i&'/ip  +  l*SXo, 

so  haben  wir,  nach  VI.,  nach  Skalaren  na'44'  zu  suchen,  welche 
den  drei  Bedingungen  genügen, 

XVII.  .  .  2ab  =  cx  -c2, 

2a  b  —  c3  —  ca, 
aÄ'  +  Äa'=b; 

sie  ergeben  aber 

XVIH.  .  .  {2ab'f  =  (2Ä«')2  =  (c3  -  c2)(c2  -  c,), 

so  dass  wir,  wenn  die  Transformation  eine  reelle  ist,  annehmen 
müssen,  dass  c,  —  c,  und  c3  —  c,  entweder  beide  positiv  sind, 
wie  in  IX.,  oder  auch  beide  negativ  sind;  oder  mit  anderen 
Worten,  wir  müssen  die  drei  reellen  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung  so  anordnen,  dass  c2  (algebraisch)  dem  Werthe  nach 
zwischen  den  beiden  anderen  liegt.  Nehmen  wir  daher  die 
Reihenfolge  IX.  an,  und  die  Werthe  X.;  so  genügen  wir  den 
Bedingungen  XVII.  dadurch,  dass  wir  annehmen,  dass 

XIX.  .  .  a  =  b'  =  e\ 

a  =  —  b  =  e; 

und  somit  gelangen  wir  von  XVI  zu  den  Ausdrücken  XI.  zu- 
rück, als  den  einzigen  reellen  für  A,  fi  und  g,  welche  die  Trans- 
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formationen  L  und  IL  möglich  machen;  mit  der  Ausnahme, 
dass  X  und  /i  vertauscht  werden  können,  u.  s,  w.,  wie  vorher. 

(7.)  Wir  sehn  indessen,  dass  es  in  einem  imaginären 
Sinne  zwei  andere  Lösungen  der  Aufgabe  giebt,  ff  q  und  So  ff  q, 
wie  vorher,  zu  transformiren;  denn  wenn  wir  die  Anordnung 
IX.  beibehalten,  und  g  in  II',  entweder  —  cx  oder  —  c3  gleich- 
setzen, so  können  wir  uns  in  jedem  Falle  vorstellen,  dass  die 
entsprechende  Summe  zweier  Quadrate  in  VIIL  das  Product 
zweier  imaginären,  aber  linearen  Factoren  ist;  die  Ebnen  dieser 
beiden  imaginären  Paare  von  Vectoren,  welche  sich  ergeben, 
sind  reell,  und  bezüglich  senkrecht  zu  ax  und  av 

(8.)  Und  wenn  der  reelle  Ausdruck  XIV.  für  rf0g  ge- 
geben wäre,  und  gefordert  würde,  man  solle  von  ihm  zum  Aus- 
druck V.  Übergehn,  mit  der  Reihenfolge  der  Ungleicliheiten  IX., 
so  würde  uns  die  Untersuchung  in  354,  (12.)  sofort  in  den 
Stand  setzen,  die  Formeln  aufzustellen : 

XX. .  .  q  =  —  g  —  TXfx, 
c,  =  —g  +  SXp, 

XXI...  ax  =  U{kTti- nTX), 
a2  =  UVXp, 
«8=  U{XTfi  +  fiTX)\ 

in  ihnen  ist  indessen  erlaubt,  das  Vorzeichen  irgend  einer  der 
drei  vector  Einheiten  zu  ändern.  Demgemäss  ergeben  die  Aus- 
drücke XL, 

TXfi  +  SXfi  =  2e*  =  c,  -  clf 
TX\t>-  Skfi  =  2e'*  =  cs  -c„ 
SXu=g  +  c8; 

TX  -  7>, 
X-n~2ectl, 

VXn  =  -  2ee  a,^  =  q=  2ee'uit 
X  +  ji*  =  2tf'c*3. 

(9.)  Wir  haben  auch  die  beiden  identischen  Trans- 
formationen, 

XXIL..  SAp/tp  =  o87'^+  {(SXtiQy  +  iSXoTn  +  SfiQTX)'} 

{TXp-SXp)-\ 

Htmilton,  Qaaternlonen.  46 
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xxnL..s^p=  -  g*TXp-{{SXug)* 

+  (SXg  Tu  -  Sag  TX)*}[TXu  +  SXu)-1, 

welche  für  irgend  drei  Vectoren,  A,  u,  g,  statt  haben,  und 
(ausser  auf  anderen  Wegen)  durch  die  Ausdrücke  XX.  und 
XXL  aus  EL  und  VÜL  abgeleitet  werden  können. 

(10.)  Wenn  wir  endlich,  was  die  Ausdrücke  VL  für  y,p, 
XL  s.  w.,  betrifft,  die  entsprechenden  Formen  von  xfßg  durch 
1/^,11.8.  w.,  bezeichnen,  so  haben  wir  [vergL  354,  (15.)]  die 
weiteren  Ausdrücke,  welche  wie  üblich  (vergL  351,  u.  8.  w.) 
von  eingliedriger  Form  sind: 

i  H'iQ  =  9WsP  =  (cs  ~  ci)  (ci  -  cj)  <*i  Sai  Q> 

xxrv. . .  Vsp  =  TsTiP  =  (cs - ^ (cj - ci)of2^«2p; 

VaP  =  Ti  T^P  =  (ci  -  cs)  (cs  -  *2)«3 5«sP; 
und  welche  die  Kelationen  354,  XLI.  bewahrheiten,  und 
mehrere  andere  Thcile  der  ganzen  vorhergehenden  Theorie. 

358.  Die  allgemeine  lineare  und  vector  Function  <jrp  eines 
Vectors  enthält,  wie  wir  gesehn  haben  [347,  (1.)],  wenigstens 
der  Sache  nach,  neun  skalar  Constanten;  und  demgemäss 
umschliesst  der  Ausdruck  357,  L  jene  Anzahl,  nämlich  vier 
in  dem  Gliede  Vg0g,  wegen  des  constanten  Quaternions  ?0, 
und  fünf  in  dem  anderen  Gliede  VXgu]  jeder  der  beiden  Ein- 
heitsvectoren ,  UX  und  Uuf  zählt  für  zwei  Skalare,  und  der 
Tensor  TXu  als  einer  mehr.  Aber  eine  selbstconjugirte  lineare 
und  vector  Function,  oder  der  selbstconjugirte  Theil  y0g  der 
allgemeinen  Function  cfg,  umfasst  nur  sechs  skalar  Constanten: 
entweder,  weil  drei  mit  dem  Glied  Vyg  von  «(»verschwinden; 
oder  weil  die  Bedingung  für  Selbstconjugation,  2Vßa  —  2y  =  0 
(vergl.  349,  XXII.  und  353,  XXXVL),  welche  entsteht,  wenn 
wir  für  <pg  die  Form  2 ß  Seeg  (347,  XXXI.)  nehmen,  gleich- 
bedeutend mit  einem  System  von  drei  skalar  Gleichungen  ist, 
welche  die  neun  Constanten  in  Zusammenhang  setzen.  Und 
aus  demselben  Grunde  umfasst  die  allgemeine  quadratische, 
aber  skalar  Function,  Sgrpg,  in  gleicher  Weise  nur  sechs 
skalar  Constanten.  Demgemäss  treten  nur  sechs  solche  Con- 
stanten in  den  Ausdrücken  357,  IL,  II'.,  V..  YHX,  XIV.,  auf; 
ci>  ca>  cv  smd>  mm  Beispiel,  drei  solche  Constanten,  und  das 
System  der  rechtwinkligen  Einheiten  av  av  a3  entspricht  den 
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drei  andern.  Die  folgenden  weiteren  allgemeinen  Umformungen 
von  Sgtfg  und  (f0Q,  obwohl  nicht  ganz  so  einfach  wie  357,  II. 
und  XIV.,  umfassen  dieselbe  Anzahl  (sechs)  skalar  Constanten, 
und  verdienen  kurz  betrachtet  zu  werden:  nämlich  die  Formen, 

L  .  .  Sgtf-Q  =  a  (  Vag)*  +  *  {SßgY\ 
IL  . .  (f0Q  =  -  auVag  +  bßSßg; 
in  welchen  a,  b  zwei  reelle  Skalare,  und  a,  ß  zwei  reelle  Ein- 
heitsvectoren  sind.  Wir  werden  nur  die  leitenden  Formeln 
niederschreiben,  und  überlassen  es  dem  Leser,  die  Analyse  zu 
vervollständigen;  er  kann  sie  auf  dieser  Stufe  ohne  Schwierig- 
keit finden. 

(1.)   Wenn  man  die  Reduction  der  Ausdrücke, 

Sgy  g  -  c,  (Sa,  <>)a  +  ct  (St^g)2  +  c8  {Sa^g)*,  357,  VIEL 
und 

(f0g  =»  c,  ax  Scex  g  +  c2u%  Scetg  +  c3«3  Sazg,  357,  V., 
auf  die  neuen  Formen  L  und  II.  ausführt,  wird  man  finden, 
dass,  wenn  das  Resultat  ein  reelles  ist,  —  a  diejenige  Wurzel 
der  cubischen  Skalargleichung  M0  =  0  sein  muss,  deren  Reci- 
proke  abgebraisch  zwischen  den  Reciproken  der  beiden  andern 
hegt  Es  ist  daher  angemessen,  in  Betreff  der  Aufeinander- 
folge der  Ungleichheiten,  hier  als  neue  Bedingung  anzu- 
nehmen, dass 

HL  . .  ct-1  >  c,-1  >  c,-1; 

sie  fallen  in  der  That  mit  der  Anordnung  357,  IX.  zusammen, 
wenn  die  drei  Wurzeln  cv  c2,  c3  sämmtlich  positiv  sind,  aber 
sie  sind  mit  ihr  unvereinbar  in  jedem  anderen  Falle. 

(2.)  Wenn  wir  dies  festsetzen  (oder  wir  können  selbst, 
wenn  wir  es  vorziehn,  die  entgegengesetzte  Anordnung  nehmen), 
so  können  die  (reellen)  Werthe  von  a,  b,  a,  ß  so  ausgedrückt 
werden: 

IV.  .  .  a  =  —  ca,       b  =  Cj  —  cs  +  c3; 
V. . .  u  mm  xax  +  za9f 
ß^x'^  +  z^ 

in  ihnen  ist 

VT      r>  —  c»~1-<?»~1 

46* 


704  Elemente  der  Quaternionen.  [Theil  III. 

VIL. 

X  z 

=  b{xx  +  zz) 
-  -bSuß 
=  (sagen  wir)  b'; 
Vm.  .  .  6'2  =  qV***  =  c,2*2  4.  c32r2; 
IX...  *2  +  y2  =  z'2+y'2  =  1; 
X.  .  .bx'z'=  c2xz; 

XL  .  .  c^2  +  c3z2  =  ^^-»c,  -  fr"1*'2 
=  *(Ä«/9)» 
CjC3  =  —  aÄ(5'a^)2; 
XU.  .  .  b'ß  =  —  bßSaß  =  Cjtftfj  +  c3zef3; 

0.  s.  w. 

(3.)    Und  es  ergeben  sich  daher  die  Umformungen: 
XUL  .  .  ff2i)  =  (cj  —  c2)ax  SaxQ  +  (c3  —  ct)a3Sa^g 
=  —  c2(xax  +  z«,)  «S>«i  +  *«3)(> 

XIV.  .  .  <p0p  =  cxax 5«jO  +  ctasSatg  +  c3asS,a3p  =  Cj^aj 4- za3) 
V(xax  +  za,)9  +  J*^  {xcxax  +  zci<h)S{xcxax  +  zc3aj9; 
XV. . .  Sg<fQ=  —  c2[V(xcex  +  z«3)(>]2 

+  A  [S{xcxax  +  zc^q]1; 


X"-8 


und  die  letzte  ergiebt,  wenn  cxc9  positiv  sind,  die  weitere 
reelle  Form, 

XVL  . .  SgrpQ  =  ^-N  \  S(xcxax  +  zc3as)p 

+  {clcz)lV(xul+za3)<>}; 

xs  und  z*  werden  durch  die  Ausdrücke  VL  bestimmt. 

(4.)  Diese  Ausdrücke  erlauben  uns,  die  Vorzeichen  von 
::i  zu  ändern,  und  dadurch  ein  zweites  Paar  reeller  Einheits- 
linien, «'  und  ß",  zu  bestimmen,  welche  für  a  und  ß  in  die 
Formen  I.  und  II.  eingesetzt  werden  können;  die  Reihenfolge 
der  Ungleichheiten  TTT.  (oder  die  zu  ihr  entgegengesetzte  Reihen- 
folge), und  die  "Werthe  IV.  von  a  und  b  bleiben  ungeändert. 
Wir  haben  daher  die  zweifachen  Transformationen: 

XVH.  .  .  Sgrp  9  =  -  c,  (  VuqY  +  (c,  -  c2  +  cs)  (Sß p)2 
=  -  ct{Va'QY  +  (cx  -  c2  +  c3)  {Sß-Q)*; 
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XVTTL  . .  9P0p  =  c*uVuq  4-  (cj  —  c2  +  c3)ßSßg 

mm  c%a'  VcS Q  +  (ct  —  C2  +  C^ß'Sß'g. 

(5.)  Wenn  eine  der  beiden  im  Zusammenhang  stehenden 
Formen  I.  und  LT.  gegeben  worden  wäre,  so  hätten  wir  vor- 
schlagen können,  aus  ihr  die  Werthe  von  cx  c2  c3  und  von 
u\  #3  nach  der  allgemeinen  Methode  dieses  Abschnitts, 
abzuleiten.  Wir  würden  so  die  cubische  Gleichung  erhalten 
haben, 

XIX.  .  .  0  =  M0  =  (c  +  a)  {c2  +  (a  -  b)c  -  ab  {Saß)*}; 

und  da  die  quadratische  Gleichung  (c  -f  a)~l  M0  =  0  so  ge- 
schrieben werden  kann, 

XX.  . .  (<r»  +         (Saß)'  -  («->  +  «"^(a-1  S.{aß)* 

+  b-i)  +  cr-*(Vuß)i  =  0, 

so  ergiebt  sie  zwei  reelle  Werthe  von  c~l  +  a-1,  einen  positiv 
und  den  andern  negativ;  wenn  wir  daher  die  Reciproken  der 
drei  Wurzeln  von  M0  =  0  in  der  Anordnung  III.  zusammen- 
stellen, so  haben  wir  die  Ausdrücke, 

r  ex  =  \  (*-«)  +  \abV  (a~9-  +  2a-1  b^S^aß)1  +  6~2); 
XXI.  .  .  |  c2  =  —  a\ 

I  c3  m  J  (b  -  a)  -  \aby  (a~»  +  S .  («/*)»  +  i"2 ) ; 

die  Vorzeichen  der  Wurzel  werden  durch  die  Bedingung  bestimmt, 
dass  (Cj  —  c3) :  ab  {Saß)1  =  q-1  -  c3~l  >  0  sein  soll.  Demnach 
stimmen  diese  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  augenscheinlich  mit 
den  früheren  Resultaten,  IY.  und  XL,  überein,  da  S.{aß)% 
-  2{8afl*  - 1  ist 

(6.)  Da  die  Wurzeln  cp  c2,  c3  somit  bekannt  sind,  so 
ergiebt  dieselbe  allgemeine  Methode  für  die  Richtungen  von 
«ii  «t»  die  Versoren  der  folgenden  Ausdrücke  (oder  der 
negativen  Werthe  derselben): 

i  ylQ  =  ac3-i(c3«  +  bßSaß)S(c9a  +  bßSaß)g; 
XXIT.  .  .    u^e  =  a£  VaßSßag\ 

I  t//3(>  =  acj-1  (c,a  +  A^Sa/?)  5(c,«  +  bßSaß)g; 

deren  eingliedrige  Formen  wieder  bezeichnet  werden  können, 
und  welche  ergeben, 
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xxrr. . .  «j  =  ±  u{csa  +  bßSaß), 

ttt-±  UVaß, 

«3  =  ±  U{c^a  +  bßSaß). 

(7.)  Denigemäas  ergeben  die  Ausdrücke  in  (2.)  —  wenn 
wir  annehmen,  dass  a3     =  +     ist  — 

XXTTT. . .  c3«  +  =  (c3  -  cjx«,, 

cxa  +  bßSaß  m  (Cj  —  c,)*«,; 

und  als  eine  ergänzende  Verification  der  Uebereinstimmung 
der  Terschiedenen  Theile  dieser  ganzen  Theorie  mag  bemerkt 
werden  (vergL  357,  XXTV.),  dass 

XXIV.  .  .  -  ac,-1  (c,«  +  bßSuß)*  =  (c,  -  cx)  (c,  -  c,), 
aA(  Faß2  =  (c3  -  c2)  (c2  -  ej, 
-ac,-1^«  +  bßSaß)*  -  (c,  -  c3)  (c3  -  c,). 

(8.)  Was  die  zweiten  Transformationen,  XVEL  und  XVHL, 
betrifft,  so  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  wir  schreiben  können, 

XXV.  .  .  (cs  —  cx)a  =  bßaß  —  au, 
{c9-Cl)ß  =  aaßa-bß, 

XXVI.  . .  -  (c3  -  q)2  =  {bßaß  -  auf 

=  {aaßa  -  bß)*; 

so  dass  wir  die  folgende  Gleichung  haben 

XXVII.  .  .  [a{Va9)*  +  b(Sßg)*]  [«2  +  2abS.{aß)s  +  3«] 
=  a[V{bßuß  -  aa)QY  +  b[S(aaßa  -  bß)g¥; 

sie  ist  für  irgend  einen  Vector  q,  irgend  zwei  ESinheitslinien 
u,  ß,  und  irgend  zwei  Skalare  a,  b  wahr. 

(9.)  Demgemäss  ist  aus  (4.)  ersichtlich,  dass  av  die 
Halbirungslinien  der  Winkel  sein  müssen,  welche  a,  a*  bilden, 
und  auch  derjenigen,  welche  ß,  ß'  bilden;  und  die  Ausdrücke 
XXV.  können  (da  b  —  a  =  c,  4-  c3)  so  geschrieben  werden, 

XXVHI.  . .  (c3  -  cj  «'  =  (c3  +  ct)  a  +  2b ß Saß, 
(ci  -  c*)ß'  =  (ci  +  c%)a  -  2aaSaß\ 
und  danach  können  wir,  nach  XX  HE.,  schreiben, 
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XXTX.  ..«  +  «'  =  2xax , 
«  -     =  2z«3; 

so  dass  den  inneren  Winkel,  und  «3  den  äusseren  Winkel 
der  Linien  te,  u  halbirt. 

(10.)  Zu  gleicher  Zeit  haben  wir  die  weiteren  Ausdrücke, 

XXX.  . .  (cx  -  c3)  {ß  +  ßT)  =  2  (cx/9  -  aaSaß), 

sie  können  leicht  auf  die  einfachen  Formen  gebracht  werden, 

XXXT. . .  ß  +  p  =  2x'al, 
ß-ß'  =  2z'cev 

in  denen  die  Coefficienten  x  und  *'  die  vorigen  Bedeutungen 
haben. 

(11.)  Und  obwohl  wir,  um  reelle  Transformationen  zu  er- 
halten, angenommen  haben  (vergl.  LTI.),  dass 

XXXTT. . .  (c,-i  -  c,-1)  (c8-1  -  cs-i)  >  0, 

so  sehn  wir  doch,  weil  die  angenommene  Beziehung  u  =  xal 
+  z  zwischen  den  drei  Einheitsvectoren  a  «j  av  von  denen 
die  beiden  letzteren  rechtwinklig  sind,  ergiebt  x1  -f-  z1  =  1,  wie 
in  IX.,  so  dass  jeder  der  beiden  Ausdrücke  VI.  den  andern 
einschliesst,  und  ihre  Vergleichung  das  Verhältniss  ergiebt, 

XXXTTT. . .  *«:z2  =  (crl  -  c,-1):^-1  -  C3-1), 

-  selm  wir  doch,  dass  die  vorigen  Transformationen  in  einem 
imaginären  (oder  rein  symbolischen)  Sinne  statt  haben,  ohne  dass 
die  Ungleichheit  XXXTT.  besteht;  so  dass  wir,  allgemein, 
sagen  können,  dass  die  Functionen  Sgcpg  und  <p0g  auf  die 
Formen  L  und  IL  auf  sechs  verschiednen  Wegen  gebracht 
werden  können,  von  denen  zwei  reelle  sind,  und  die  vier  andern 
imaginär  sind. 

(12.)  Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass  sich  die  erste 
Gleichung  XX  TT.  durch  die  folgende  ersetzen  lässt, 

XXXIV.  bcx~i  {cj  -  aaSuß)  S{cxß  -  aceSaß)?, 

und  dass  eine  entsprechende  Form  für  wsq  gilt;  und  dass  wir 
somit  die  Freiheit  haben,  an  Stelle  von  XXII'.,  die  Ausdrücke 
zu  schreiben, 


708 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  III. 


XXXV.  .  .  ux  =  U{c,ß-  aaSuß), 
a2  =  UVuß, 
«3=  U{csß-aaSaß), 
für  dasjenige  rechtwinklige  Einheitssystem,  welches  aus  L  oder 
II.  abgeleitet  wird. 

359.  Wenn  wir,  wie  wir  natürlich  können,  die  Ausdrücke 

L..ff0g  =  clal  ScCi  g  +  ctat  Sat g  -f  c, Sc% g,  357,  V., 
und 

IL  .  .  Sgtpg  =  e^St^g)*  +  cs(S«8p)8  +  c3{S(t3g)*,  357,VIH.. 

die  rechtwinkligen  Transformationen  der  Functionen 
<f0g  und  Sgcfg  nennen,  dann  können  wir,  nach  einer  anderen 
geometrischen  Analogie,  die  uns  ersichtlich  werden  wird,  wenn 
wir  dazu  kommen  werden,  kurz  von  der  Theorie  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  zu  sprechen,  —  können  wir  die 
Ausdrücke, 

III.  .  .  ff0g=  gg  +  VXgp,  357,  XIV., 

und 

IV.  .  .  Sgrpg  =  gg2  -f  Slgpg,         357,  IL, 

die  eyklischen*  Transformationen  derselben  beiden  Func- 
tionen nennen;  und  können  sagen,  dass  die  beiden  andern  und 
neueren  Ausdrücke, 

V. . .  ff0g  =  -  aaVag  +  bßSßg,        358,  IL, 

und 

VI. .  .  Sgrpg  =  a(VagY  +  M^p)1,       358,  L, 

focal**  Transformationen  derselben  sind.  Wir  haben 
schon  gezeigt  (357),  wie  rechtwinklige  Formen  mit  eyklischen 
zu  vertauschen  sind;  und  auch  (358),  wie  von  rechtwinkligen 
Ausdrücken  zu  focalen  tiberzugehn  ist,  und  den  reeiproken 
Uebergang:  doch  es  kann  der  Muhe  werth  sein,  kurz  die  gegen- 
seitigen Beziehungen  in  Betracht  zu  ziehn,  welche  zwischen 
eyklischen  und  focalen  Ausdrücken  bestehn,  und  die  Arten 
von  den  einen  zu  den  andern  überzugehn. 


•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art.  857. 

**  Man  wird  finden,  dass  die  beiden  reellen  Vectoren  o,  a,  von  358, 
zwei  reelle  focal  Linien  des  reellen  oder  imaginären  Kegels  sind,  welcher 
zur  Oberflache  zweiter  Ordnung,  S^qrf  =  coust.,  asymptotisch  ist 
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(1.)  Um  von  IV.  nach  VL  überzugehn,  oder  von  der 
cyklischen  zur  focal  Form,  können  wir  zuerst  die  rechtwinklige 
Transformation  IL  ausfuhren,  mit  den  Werthen  357,  XX.,  und 
XXL,  von  cv  cv  Cj,  und  von  av  av  «3,  —  wir  nehmen  an, 
dass  die  Aufeinanderfolge  der  Ungleichheiten  sei, 

VTL  .  .  c3  >  c,  >  Cj ,      wie  in  357,  IX.; 

—  und  dann  kommen  wir  (vergl.  358,  XV.)  zu  folgenden 
Ausdrücken: 

Vm  ..4SQ(p9**  {S.q[Ci*  (UX  -  Ufi)  +  cJ(UX  +  Ufi)]}  ■ 
-  {V.Q(c^(UX  +  Ufi)  +  c3*  (tft-  Wi 

Vin'. .  .  ASgtp g  =  -  {S.  q  [(-  Cl)±  (UX  -  Uu) 

+  {-cz)i  (UX  +  Ufi)]}'  +  { V.       c,)*  {UX  +  Uß) 
+  (-  c$(UX-Uß)]}*i 

ix. . .  (c3  -  c,)»^«,  ={  f.  e[c3i  vxp  +  (-  c,)i  ß2> 

+  iu  TA)]}»  +  {5.  (>[(-  c,)* KAu  -  c34  (XTp  +  p 

X  .  .  (c2  -      Sq<pq  *=  —  $V.q[(—  c,)* FAjU  +  c,i (A Tu 
-  /* TA)]}8  -  {S.  9[-     VXfi  +  ( —  cji  (Ä  Z>  -  fi  TX)] }'; 

es  ist  daran  zu  erinnern,  dass  (nach  357,  XX.) 

XI.  . .  Cj  =  —  g  —  TX(4j 

c2  =  —  9  +  s^y 
c3=  -g-TXu- 

und  sie  sind  sämmtlich  in  symbolischem  Sinne  wahr,  oder  sie 
ergeben  (wie  in  IV.)  den  reellen  Werth  gg*  +  SXgfig  für 
Sg<pg,  wenn  X,  fi,  p  reell  sind.  Und  in  diesem  symbo- 
lischen Sinne  zahlen  sie,  obwohl  sie  vier  an  der  Zahl  hinge- 
schrieben worden  sind,  nur  als  drei  verschiedene  focal  Trans- 
formationen, einer  gegebnen  und  reellen  cyklischen  Form; 
denn  der  Ausdruck  VJLLT.  ist  eine  unmittelbare  Folgerung 
aus  VLII.;  und  weitere  Formeln  IX'.  und  X'.  könnten  in 
gleicher  Weise  sofort  aus  IX.  und  X  abgeleitet  werden. 

(2.)  Wenn  wir  uns  aber  selbst  auf  reelle  focal  Formen 
zu  beschränken  wünschen,  so  sind  dann  vier  Fälle  in  Betracht 
zu  ziehn,  in  jedem  von  ihnen  ist  eine  gewisse  von  den  vier 
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Gleichungen  VIEL,  VHL\,  IX.,  X.  zu  adoptiren,  mit  Aus- 
schluss der  drei  andern.    Somit  ist,  wenn 

XTT. . .  cs  >  c,  >  c,  >  0, 

und  daher 

*rl>*rl>crl>0i 

die  Form  VIIL  die  einzig  reelle.  Wenn 
Xm..cs>c1>0>c1, 
V*>y"*>©>cr», 
dann  ist  X.  die  reelle  Form.  Wenn 

XIV. . .  es  >  0  >  c2  >  cx , 

c,-1  >0>c-*>ct-\ 

so  ist  IX.  die  einzige  reelle  Form.   Wenn  endlich 

XV. . .  0  >  c3  >  c,  >  cx, 

das  heisst,  wenn  alle  die  Wurzeln  der  cul tischen  Gleichung 
M0  —  0  negativ  sind ,  dann  ist  VHP.  die  zu  adoptirende  Form, 
unter  derselben  Bedingung,  dass  sie  reell  sein  soll. 

(3.)  Wenn  die  sämmtlichen  Wurzeln  c  positiv  sind,  oder 
in  dem  Falle,  wenn  VHI.  die  reelle  focal  Form  ist,  können 
die  Einheitslinien  a,  ß,  in  VL  so  ausgedrückt  werden: 


XVI. . 


a  =  |  gj*  (ük  -  Ufi)  +  |  ffl  (ÜX  +  DMs 
ß  =  i        [ÜX  -  Up)  +  i        (17*  +  17«; 


wobei 

b  =  e,  -  cj  +  c, 

ist,  wie  vorher  (358,  IV.). 

(4.)  In  demselben  Falle  Vlil.  können  die  Ausdrücke  für 
46'p<jpp  (vergl.  358,  XVI.)  unter  einer  der  beiden  weiteren 
reellen  Formen  geschrieben  werden: 

XVU...4S(>9Q  =  N{{csi  +  c^.Uk  +  ic^-c^Ufji.Q}; 
XVII'.  ..4S9<po=N\{cJ  +  cfyUl.Q  +  icJ-c^Q.Um; 
so  dass  wir,  wenn  wir,  zur  Abkürzung,  schreiben, 
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XVIIL..  t0  =  {[cJ  +  Cll)Uk, 

den  kurzen  Ausdruck  erhalten, 

XIX. . .  Sg<pp  =  iV^p  +  gx0)  =  N{qiq  +  x0p). 

(5.)   Oder  wir  können  machen 

XX...  i^i^-i  +  Cj-ijC^A, 

und  danach  ist 

und  wir  haben  dann  die  Transformation, 

welche  mit  der  Gleichung  281,  XXIX.  des  Ellipsoids  ver- 
glichen werden  mag;  und  damit  sie  von  reeller  Form  sei,  oder 
dass  es  ihre  vector  Constanten,  t,  x,  seien,  dazu  ist  nothwendig, 
dass  die  Wurzeln  c  der  cubischen  Gleichung  sämmtlich  positiv 
sind,  wie  vorher. 

(6.)  Ich  habe  kürzlich  [in  358,  (8.),  u.  s.  w.]  gezeigt,  wie 
man  von  einer  gegebnen  und  reellen  focal  Form  zu  einer 
zweiten  von  derselben  Art  Übergehn  kann,  deren  neue  reelle 
Einheitslinien  ß  in  derselben  Ebne  liegen,  wie  die  beiden 
vorigen  oder  gegebnen  Linien,  a,  ß\  aber  wir  haben  noch 
nicht  gezeigt,  wie  man  von  einer  focal  Form  zu  einer  cyklischen 
Übergehn  kann,  obgleich  wir  den  umgekehrten  Uebergang  kürz- 
lich discutirt  haben.  Jetzt  wollen  wir  daher  annehmen,  dass 
die  Form  VL  reell  und  gegeben  sei,  oder  dass  die  beiden 
skalar  Constanten  a,  b,  und  die  beiden  Einheitsvectoren  «,  ß, 
reelle  und  gegebne  Werthe  haben;  und  wir  wollen  diesen  Aus- 
druck VL  auf  die  frühere  Form  IV.  zu  bringen  suchen. 

(7.)  Wir  könnten,  zu  diesem  Zweck,  damit  beginnen,  an- 
zunehmen, dass 

XXTT. . .  c,-1  >  y"  >  er1, 

wie  in  358,  JH.;  und  das  würde  die  Ausdrücke  358,  XXI. 
und  XXTT.,  für  cx  c2  c8  und  ax  a8  a9  ergeben,  und  so  würde 
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man  die  rechtwinklige  Transformation  an  die  Stelle  setzen, 
von  der  wir,  wie  vorher,  zur  cyklischen  Übergehn  könnten. 

(8.)  Um  aber  die  Analyse  ein  wenig  zu  verändern,  wollen 
wir  jetzt  annehmen,  dass  die  gegebne  focal  Form  eine  von 
den  vier  folgenden  [vergL  (1.)]  sei: 

xxm. . .  s9cpQ -  [Sßo9y  -  {v«o9y-, 

XXIIT.  ..Sq<pq  =  {Vao9)*  -  (SßoQY; 
XXIV.  .  .  Sgtpg  =  (SßoQy  +  (V«oQ)*; 

xxiv. . .  s9ff  Q  .  -(p*tP-(*Atft 

in  jeder  von  ihnen  hat  man  sieh  a0  und  ß0  als  gegebne  und 
reelle  Vectoren  zu  denken,  aber  nicht  allgemein  als  Einheits- 
linien; und  sie  sind  in  der  That  die  vier  Fälle,  welche  unter  der 
allgemeinen  Form, 

a(VaW  +  b(Sßg)*, 

begriffen  sind,  je  nachdem  die  Skalare  a  und  b  positiv  oder 
negativ  sind.  Es  wird  hinreichend  sein,  die  beiden  Fälle, 
XXTTL  und  XXIV.,  zu  betrachten,  aus  denen  die  beiden 
andem  sofort  folgen. 

(9.)  Für  den  Fall  XXTTT.  leiten  wir  leicht  die  reelle 
cyklische  Transformation  ab, 

XXV. . .  S9<pQ  =  {Sßo9y  -  {Sao9y  +  *0v 

=  S[ß9  +  a0)e.S{ß0  -  ajg  +  a0*Q* 

=  07-  S}.h)q*  +  2SXhShq, 

wo 

XX VL  . .  X  =  ß0  +  uQ, 

und  die  Gleichungen  357,  (9.)  setzen  uns  daher  in  den  Stand, 
zu  den  beiden  imaginären  cyklischen  Formen  überzugehn. 

(10.)  Zum  Beispiel,  wenn  die  vorgeschlagne  Function  ist 
(vergl.  XIX.), 

XXVII. .  .  S9<p9  =  N(iqQ  +  <>x0) 

=  lS(<0  +  x0)Q-]*-[V{to-x0)Q¥, 

so  können  wir  schreiben 
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ßo  =  h  +  *o> 
X  =  2,0, 

und  die  geforderte  Transformation  ist  (vergl.  336,  XI.), 

XXVm.  . .  N(<0o  +  gx0)  =  (<02  +  x0>)  g* 
+  2S$0gx0g. 

(11.)  Um  den  Fall  XXIV.  nach  unserer  allgemeinen 
Methode  zu  behandeln,  können  wir  der  Einfachheit  wegen  die 
unteren  Indices  0  fortlassen,  und  können  einfach  (vergl.  V.  und 
VL)  die  Ausdrücke  hinschreiben, 

XXIX. .  .(pQ—  —  aVag  -f-  ßSßgf 

und 

XXX. . .  Sgtpg  =  {VuqY  +  {Sß g)'; 


XXXH. . . 


bei  ihnen  ist  indessen  zu  beachten,  dass  a  und  ß,  wenn  auch 
reelle  Vectoren,  jetzt  nicht  Einheitslinien  (8.)  sind.  Daher 
bilden  wir,  da  —  aVag  —  et  Sag  —  a*gf  leicht  die  Ausdrücke: 

XXXI.  ..m  =  a2{Saß)\ 

m  =ct*(u*-ß*)-(Sctß)\ 
m"  =  ß*-2a9; 

xfjg  =  VaßSßug  -  at{aVag  +  ßVßg)  +  a*g 

=  VagßSaß  +  «(«*  -  ß*)  Sag, 
*g  =  -(uSag  +  ßSßg)  +  (/P-a*)g] 

und  daher 

XXXTTT. . .  M=  (c  -  «2)  [c2  +  {ß*  -  a2)  c  -  {Saß)*], 

und 

XXXIV. .  .  «P o  -  VagßSaß  +  {ß*  -  «*)  {cg  -  aSag) 

-  c{aSag  +  ßSßg)  +  c2p 

=  [«(a2  -  ß2-  c)  +  ßSaß]  Sag  +  {et  Saß 
-  cß)  Sßg  +  [c2  +  {ß2  -  «*)  c  -  {Saß)*]  g. 

(12.)  Führt  man  daher  eine  reelle  und  positive  skalar 
Constante,  r,  ein,  so  dass 
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XXXV.  . .  r*  =  («»  -  ß*)*  +  4  (Saß)*  =  («*  +  ß*)*  +  4  ( Vaß)* 
=  «*  +  (aß)'  -  (ß<*Y  +  ß* 
=  a4  +  2  5.(a/5)>  + 
=  a-3  («*  +  =      {ß3  +  aßa)* 

=  U.  8.  W., 

wo  (nach  199,  u.  8.  w.), 

S.  (aß?  =  (Saß)*  +  ( Vaß)*  -  2  (Sa#!  -  a*ß> 
=  2(Vaß)*  +  a*ß*, 

so  lassen 'sich  die  Wurzeln  von  3/=  0,  wie  folgt,  ausdrücken: 

XXXVI. . .  e,  =  J(«2  -  ß*  +  rl), 

c3  =  |(«s-/92-r»); 

und  wenn  sie  so  angeordnet  werden,  so  haben  wir  die  Un- 
gleichheiten, 

xxxvn. . .  c,  >  o  >  c8  >  c2, 

c,-1  >  0  >  c2~i  >  c3-i. 

(13.)  Die  entsprechenden  Formen  von  Wt>  sind  die  drei 
eingliedrigen  Ausdrücke, 

(        =  c3-1  («c3  +  ß Saß)  S(act+ß Saß)  o, 
XXXVIIL  . .  I  y,?  =  VaßSßuQy 

I  t//3p  =  c1-1(«c1  +ßSaß)S(ac1  +ßSaQ)o; 

sie  können  in  mannigfacher  Weise  transformirt  und  verificirt 
werden,  und  ergeben  die  drei  folgenden  rechtwinkligen  vector 
Einheiten, 

XXXIX. . .  tfj  =  *7(ac3  +  ßSaß), 
*t=UVaß, 
as  =  +ßSaß)-t 

im  Zusammenhang  mit  ihnen  ist  leicht  zu  beweisen,  dass 

T(acs  +  ßSaß)  =  (-  c3)i  (c,  -  c3)*  (Cl  -  c3)l 
=  r(cj  —  Cj)*(-c3)*, 
XL. . .{  TVaß=(cx-  ca)i  (c3  -  c,)* ; 

T(uc,  +  =  cxi  (c3  -  cs)*  (Cl  -  c3)4 

=  r(cs  -  c«)*  ci*; 

die  Wurzeln  sind,  nach  XXXVII.,  sämmtlich  reelL 
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(14.)  Wir  haben  somit,  für  die  gegebne  focal  Form  XXX.. 
die  rechtwinklige  Transformation, 

XLI. . .  Sgtp q  «=  {VccqY  +  {SßQf 

-  c, (Cj  -  c,)r>      T  (e,  -  ct)  (c,  -  cs) 

oder  kurz, 

XLH. . .  5p9>e  =  {Vag)*  +  (S/9p)2 

=  Cl  [S.  QÜ{uCi  +  ßSuß)o\l  +  «2(Ä.  (jUVaß)* 
+  c,[S.oU{acl+ßSaß)¥i 

in  ihr  ist  das  erste  Glied  positiv,  aber  die  beiden  andern  sind 
negativ,  und  c,,  cs  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung, 

XLI1I  .  .  0  =  c2  +  (ß*  -  «2)  c  -  [Saß)\ 

(15.)    Wir  haben  auch  die  Parallelismen, 

XLIV.  ..aci  +  ßSaßWßc^  -  aSaß, 
acj  +ßSaß\\ßcs-aSaß, 

da 

cjc,  =  -  (S«/9)2; 
und  können  daher  schreiben, 

XLV. ..  S9(pQ~  (Vap)*+  {SßQy 

=  c,  [Ä.pt^c,  -  aSußW  +  tt^S.QUVuß)* 
+  c,[S.9U(ßc9-aSaß)¥; 

während 

XL  VI.  .  .  T{ßcx  -  aSaß)  =  rcj  (c,  -  c2)i, 

T{ßc3  -  aSaß)  =  r(-  c8)i  (c3  -  c,)*, 

und 

r  =  (q  —  c3)* , 
wo  die  Wurzeln  reell  sind,  wie  vorher. 

(16.)  Multipliciren  wir  daher  mit  rs(TVaß)*,  oder  mit 
(ci  —  ca)  («i  —  cs)  (cs  —  ct)i  so  erhalten  wir  die  neue  Gleichung 

xlvh  . .    -  c8){(rr«/9)2[(F«(,)2  +  (.$W]  -  a*{SaßQy] 

=  (c,-«2)  {c^SßQ- SaßSaQY-{cx-a*)  {%SßQ-aSaß)*\ 
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sie  ist  nur  ein  anderer  Weg,  dieselbe  rechtwinklige  Transfor- 
mation wie  vorher  auszudrücken,  hat  aber  den  Vortheil,  frei 
von  Divisoren  zu  sein. 

(17.)  Entwickelt  man  das  zweite  Glied  von  XLVTL,  und 
dividirt  durch  cx  -  c3,  so  erhält  man  die  neue  Transformation: 

XLVni. .  .  (TVaß)*Sgrfg  =  -  {Vaß)*[{Vag)s  +  {Sßg)*) 

-  a*-{Saßg)*  -(Saß)*  (Sag)* 
+  2  a*  Saß  Sag  Sßg  +  C(Sßg)*; 

in  ihr  haben  wir  zur  Abkürzung  geschrieben, 

XLIX  ...  C  =  Cj  c3  —  a*  (cj  +  c3). 

(18.)   Die  Ausdrücke  XXXVI.  für  elt  c3  ergeben  somit, 

L.  . .  C  =  -  «4  —  ( Vaß)*; 

und  demnach  wird  diese  Gleichung,  wenn  dieser  Werth  für  C 
in  XLVIH.  eingesetzt  wird,  eine  Identität,  oder  sie  hat  für 
sämmtliche  Werthe  der  drei  Vectoren,  a,  ß,  g  statt;  wie  das 
auf  verschiedenen  Wegen  bewiesen*  werden  kann. 

(19.)  Lässt  man  dies  Resultat  zu,  so  sieht  man,  dass  es 
allein  zur  Aufstellung  der  Gleichung  XL VII.  nicht  nothwendig 
ist,  dass  Cj  und  c2  Wurzeln  der  besonderen  quadratischen  Glei- 
chung XLTTI.  sein  müssen.  Es  ist,  zu  diesem  Zweck,  hin- 
reichend, dass  sie  Wurzeln  irgend  einer  quadratischen  Gleichung, 

LI.  . .  c*  +  Ac  +  B  mm  0, 

sind,  mit  der  Beziehung  zwischen  ihren  Coefficienten,  dass 
LII.  .  .  Aa*  +  B  +  a*  +  ( Vaß)2  =  0. 

Wenn  wir  aber  mit  ihr  die  Bedingung  für  Rechtwinkligkeit, 
«3  JL  «j,  combiniren,  oder 

LUL  .  .  0  =  S.  (Clß  -  a  Saß)  (c3ß  -  a  Saß) 
=  A(Saß)*  +  Bß*  +  a*(Saß)*t 

so  erhalten  wir  eine  zweite  Beziehung,  welche  in  bestimmter 
Weise,  für  die  beiden  Coefficienten,  die  Werthe  ergiebt, 


*  Viele  derartige  Heweise ,  oder  Verificirungen ,  wie  es  die  eine  ist, 
auf  welche  hier  hingewiesen  wird,  sind  absichtlich,  auf  dieser  Stufe,  dem 
Leaer  als  Uebungsbeispiele  überlassen. 
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LIV.  .  .  A  -  ß*  -  a* 

B=-  (Saß)*; 

und  so,  auf  einem  neuen  Wege,  zur  Gleichung  XLHL  fuhrt. 

(20.)  Auf  diese  Weise  hätten  wir  daher  dazu  gefuhrt 
werden  können,  die  Richtigkeit  der  rechtwinkligen  Transfor- 
mation XLVII.  zu  begreifen,  und  der  quadratischen  Gleichung 
XLm.,  deren  Wurzeln  cx  und  c3  sind,  ohne  vorher  die  cu- 
bische  Gleichung  XXXUL  gefunden  zu  haben,  deren  Factor 
die  quadratische  Gleichung  ist,  und  deren  andere  Wurzel  c2  =  u1 
ist  Aber  wenn  wir  die  allgemeine  Methode  dieses  Abschnitts 
nicht  angewandt  hätten,  welche  uns  dazu  führte,  jene  cubische 
Gleichung  zuerst  zu  bilden,  so  hätte  uns  nichts  auf  die  beson- 
dere Form  XL VII  gebracht,  auf  die  ■wir  somit  nur  durch  eine 
gewisse  Art  von  Zufall  hätten  gelangen  können. 

(21.)  Die  Werthe  von  «,  a2  a3  ergeben  auch  (vergl.  357, 
VII.), 

LV. . .  -  p2  =  [S.  g  U{ßcx  -  aSaflY 

+  (S.  gUVaß)*  +  [S.  g  U(ßc3  -  aSaß)]*; 

das  heisst  nach  XL.  und  XL  VI., 

LVL  . .  c, c9  (c,  -  c3)  [Q9(V*flf  -  (Saßg)*]  =  c8  (c3  ^  a2)  (c.Sßg 
-  Saß  Sag)'  -  c,  {cx  -  «*)  {c3Sßg  -  Saß  Sag); 

und  demnach  setzen  uns  die  Werthe  XXX VL  fttr  cvcs  in  den 
Stand,  jedes  Glied  dieser  letzten  Gleichung  unter  der  gemein- 
samen Form,  -  Cj  c3  (cx  -  c3)  {aSßg  —  ßSag)*,  auszudrücken. 

(22.)  Vergleicht  man  die  letzten  Ungleichheiten  cx  >  c3  >  c2 
(XXXVIL)  mit  der  Anordnung  357,  IX.,  so  sieht  man,  nach 
357,  (6.),  dass  für  die  reelle  cyklische  Transformation  (6.), 
welche  wir  gegenwärtig  suchen,  die  Ebne  von  Xt  fi  senkrecht 
zu  a3  ist,  und  nicht  zu  av  wie  in  357,  (3.),  u.  s.  w.  Wir  wollen 
daher  (c3Sßg—  Saß  Sag)*  zwischen  den  Gleichungen  XLVII. 
und  LVL  eliminiren,  und  das  ergiebt,  nach  wenigen  Reductionen, 
die  reelle  Transformation: 

LVIL  .  .  [(Saff-  ^[(Vag)**  (Sßg^-^-a^iSaßj'g2 

=  (ct  Sßg  -  Saß  Sag)*  -  cx  {Saßg)2 
=  S.g{cyß-aSuß  +  cx\Vaß)S.g{cxß  —  uSaß-cl\  Vaß); 

und  die  ist  von  der  gewünschten  Art 

Hamilton,  Quiteroiooea.  47 
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(23.)  Demgemäss  findet  man,  dass  die  folgende  Gleichung, 

LVm.  . .  [(Saß)2-cß*](Vag)*  +  (c-at)lc(Sßg)*-g*S{aß)r] 
=  {cSßg  -  SaßSag)1- c{Saßg)3} 

eine  Identität  ist,  oder  dass  sie  für  sämmtliche  Werthe  des 
Skalars  c,  und  der  Vectoren  a,ß,g,  statt  hat;  daher  nimmt  sie 
dadurch,  dass  man  c(Vaß)2g*  auf  beiden  Seiten  addirt.  — 
wie  leicht  ersichtlich,  —  die  identische  Form  an, 

LIX. .  .  [{Saß)*  -  eß*]  (Sag)*  +c(c-  a*)  {Sß g)* 
=  (cSßg  -  SaßSag)*- c(aSßg  -  ßSag)*\ 

so  dass,  wenn  c,  die  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 
XLÜL  ist,  oder  wenn  Cj  (cx  —  a*)  =  (Saß)*  —  ^ß*,  die  Trans- 
formation LVH.  wenigstens  symbolisch  gültig  ist:  aber  wir 
müssen,  wie  vorher,  die  positive  Wurzel  dieser  quadratischen 
Gleichung  für  cl  nehmen,  wenn  wir  wünschen,  dass  diese  Trans- 
formation eine  reelle  sein  soll,  in  Betreff  der  Constanten, 
welche  sie  verwendet.  Und  wenn  wir  zufällig  darauf  gekommen 
wären  [vergl.  (20.)],  die  Identität  LIX.  zu  erfassen,  und  ihre 
Transformation  LVlLL  einzusehn,  so  hätten  wir  auch  auf  diesem 
Wege  darauf  hingeführt  werden  können,  die  quadratische  Glei- 
chung XLIIL  zu  bilden,  ohne  dass  wir  vorher  die  cubische 
Gleichung  XXXTH  hätten  zu  bilden  brauchen. 

(24.)  Wir  sehn  daher  schon,  wie  die  eine  der  beiden 
imaginären  cyklischen  Transformationen  der  gegebnen  focal 
Form  XXX.  zu  erhalten  ist,  nämlich  dadurch,  dass  man  c, 
mit  cs  in  LVII.  vertauscht;  und  die  andere  imaginäre  Trans- 
formation hat  man,  nach  vorher  entwickelten  Sätzen,  wenn 
man  (Saßg)2  zwischen  XLVTL  und  LVI.  eliminirt;  dies  Ver- 
fahren führt  leicht  zur  Gleichung, 

LX.  .  .  ( Vag)*  +  {Sßg)*  +  a*g*  =  (c,  -  c,)-*  { (cSßg 
-  Saß  Sag)1  -  c,-1^  Sßg  -  Saß  Sag)*}, 

in  welcher  das  zweite  Glied  die  Summe  zweier  Quadrate  ist 
(q  ist  >  0 ,  aber  c3  <  0) ;  und  der  zweite  Ausdruck  LVII. 
würde  zu  demselben  Resultat  führen,  wenn  man  ct  durch  c3  er- 
setzt haben  würde.  Demnach  ist  jedes  Glied  von  LX  gleich 
(Sag)*  +  (Sßg)*,  wenn  Cj,  cs  die  Wurzeln  irgend  einer  qua- 
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dratischen  Gleichung  LI.  sind,  allein  mit  der  einen  Bedingung, 
dass 

LXL  . .  c,  c3  =  B  =  -  {Saß)2; 

sie  genügt  indessen,  wenn  sie  mit  der  Bedingung  der  Recht- 
winkligkeit LUX  combinirt  wird,  um  auch  zu  ergeben, 

wie  in  LIV.,  und  uns  so  zur  quadratischen  Gleichung  XLHI. 
zurückzuleiten,  die  wir  nach  der  allgemeinen  Methode  als  einen 
Factor  der  cubischen  Gleichung  XXXIIL  abgeleitet  hatten. 

(25.)  Und  da  die  Warthe  XXXVI.  von  Cj,Cj  das  zweite 
Glied  von  LX.  auf  die  einfache  Form,  (S(tQ)i  +  (Srio)2,  bringen, 
wie  vorher,  so  können  wir  auf  diese  Weise,  oder  selbst  ohne  die 
Wurzeln  ev  e3  überhaupt  anzuwenden,  den  folgenden  Ausdruck 
für  die  letzte  imaginäre  cyklische  Transformation  ableiten: 

LXLL  .  .  SQ<f  q  =  [Vuq)*  +  {Sß9y-  

=  -  « V  +  S{a+V-Tß)Q.S(a-  V^Tß)  Q , 

in  dem  V—  1  die  Imaginilre  der  Algebra  ist  [vergl.  214,  (6.)]; 
während  der  reelle  Skalar  r*  in  XXXV.  zu  gleicher  Zeit  die 
mit  dem  Vorigen  in  Verbindung  stehende  imaginäre  Form 
annehmen  kann, 

LXILL  . .  r*-  («"-  ß*)*  +  A{Saß)* 

-(«  +  y-ißy(u-  V=ißy. 

(26.)  Was  endlich  den  Uebergang  von  der  gegebnen  Form 
XXX.  zu  einer  zweiten  reellen  focal  Form  [vergl.  358,  (4.  ] 
betrifft,  oder  zur  Transformation, 

lxiv.  . .  {Vag?  +  {Sß9y  =  {Vu9)*  +  (Sß9y, 

in  welcher  a  und  ß  reelle  Vectoren  sind,  verschieden  von 
±  a  und  von  ±  ßt  aber  m  derselben  Ebne  wie  diese,  so  mag 
genügen  [vergl.  358,  (8.)],  die  Formeln  niederzuschreiben: 

LXV. . .  rV  =  -  («*  +  ßaß), 
-  {ß>  +  ccßu), 

in  denen  rs  denselben  reellen  Werth  hat,  wie  vorher,  so  dass 
wir  (nach  XXXV.,  u.  s.  w.)  die  Beziehungen  haben, 

47  • 
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LXVI. . .  Tu  =  Ta, 
Tß  =  Tß, 
Saß  =  Saß', 

r2(«  -f  a)  m  a(r«  -  «*  +      -  2ßSaß 
m  -2(acs  +  ßSaß)\\al, 
r*(a-a)  =  «(r3  +  a»  -  ß*)  +  2ßSaß 
=  2(acl+ßSaß)\\ai; 

r*{ß  +  ß)  =  ß{r*  +  a*  -  ß*)  -  2aSaß 

=  2{ßcx  —  aSaß)  |  an 
r*(£  -ß)  =  ß(r*  -  a*  +  ß-)  +  2a Saß 
=  -2(ßci-aSaß)\\az. 

(27.)    Wir  haben  daher  die  Identität, 
LXIX.  . .  [V{a*  +  ßußtä*  +  [S{ß*  +  ußa)Q]* 

=  [*•  +  2s.(aß)*  +  ß<]  1-(y«qY  + 

und  mit  ihr  kann  die  weitere  Identität  von  derselben  Art  com- 
binirt  werden, 

LXX.  .  .  -  [V{a*  -  ßaß)g]*  +  [S(ß*  -  aßa)g}* 

=  0*  -  2  S.  {aß)'  +  ß*]  [ -  ( Vag?  +  {8ßtf}, 

welche  uns  in  den  Stand  setzt,  von  der  focal  Form  XXIIL 
zu  einer  zweiten  reellen  focal  Form  tiberzugehn,  deren  beide 
neuen  Linien  in  derselben  Ebne  liegen,  wie  die  beiden  alten; 
und  es  mag  angemerkt  werden,  dass  wir  von  LXTX.  zu 
LXX.  dadurch  Übergehn  können,  dass  wir  a  mit  a V—  l 
vertauschen. 

360.  Ausser  den  rechtwinkligen,  cyklischen  und  focal 
Transformationen  von  Sgyp,  welche  schon  in  Betracht  ge- 
zogen worden  sind,  giebt  es  andere,  wenn  schon  sie  vielleicht 
von  geringerer  Wichtigkeit  sind:  wir  werden  hier  aber  nur  zweier 
von  ihnen,  als  Beispiele,  Erwähnung  thun,  von  denen  die  eine 
die  bifocale,  und  die  andere  die  gemischte  Transfor- 
mation genannt  werden  kann. 

(1.)  Die  beiden  Linien,  a,  u\  in  359,  LXV. ,  heissen 
focal  Linien*  und  ein  Ausdruck,  welcher  sie  beide  einfuhrt, 

•  Vergleiche  die  Anmerkung  zu  Art  859. 
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kann  deswegen  eine  bifocale  Transformation  genannt 
werden. 

(2.)  Behält  man  daher  den  Werth  359,  XXXV.  von  r* 
bei,  und  führt  eine  neue  Hülfsconstante  e  ein,  welche  der 
Gleichung, 

I.  . .  ß*  -  u*  =  rs<-, 
zu  genügen  hat,  und  daher  auch 

IL..4(Sa/9)2  =  r*(l  -«»*), 

so  dass 

so  ergiebt  die  erste  Gleichung  359,  LXV., 
IV.  .  .r*(ea-  u')  =  2ßSuß, 
V.  .  .  r2{e  Sag  -  Sag)  =  2  SaßSßg\ 

und  daher,  wenn  Sgyg  die  Form  359,  XXX.  hat, 

VL  .  .  (1  -  O  Sg<f  g  =  (1  -  O  [( Vag)*  +  (Sßg)*] 

=  (1  -  J)  ( r«P)a  +  (<  Sap  -  .Sa»' 

hier  ist  a%  =  nach  359,  LXVI,  so  dass  a  und  a  so  an- 
zusehn  sind,  als  ob  sie  symmetrisch  in  diese  letzte  Transfor- 
mation eintreten;  sie  ist  von  der  vorher  erwähnten  bifocalen  Art. 

(3.)  Aus  demselben  Grunde  umfasst  der  zuletzt  gefundene 
Ausdruck  für  Sgq  g  wieder  (vergL  358)  sechs  skalar  Con- 
stanten; nämlich  e,  Tu  (=  Tu),  und  diejenigen  vier,  welche 
in  den  beiden  Einheitslinien  Uu,  Ua  enthalten  sind. 

(4.)  In  den  sämmtlichen  vorhergehenden  Transformationen 
ist  die  skalar  und  quadratische  Function  Sgyg  augenschein- 
lich homogen  gewesen,  oder  hat,  wie  wir  gesehn  haben,  keine 
Glieder  von  niederem,  als  dem  zweiten  Grade,  in  p,  umfasst. 
Wir  können  indessen  auch  die  scheinbar  heterogene,  oder  ge- 
mischte Form  anwenden, 

VH  .  .  Sg<pg  =/((>-  «)«  +  2SX(g  -  £)  Sp  fo  —  $)+  «; 
in  ihr  haben  g\  X,  /i  dieselben  Bedeutungen  wie  in  357,  aber 
e,  e,  £  sind  drei  neue  Constanten,  welche  den  beiden  Be- 
dingungen für  Homogenität  unterworfen  sind, 

VIIL  .       +  XSuZ  +  fiSX:  =  0, 

und 
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und  zwar  zu  dem  Zweck,  dass  sich  der  Ausdruck  VII.  auf 
die  Form  bringen  lässt, 

X.  .  .  Sgtpg  =  g'gs  +  2SXgSug, 

wie  in  357,  II'. 

(5.)  Weitere  allgemeine  homogene  Transformationen  von 
Sgyg,  welche  selbst  reell  sind,  obwohl  sie  mit  imaginären* 
cyklischen  Formen  in  Verbindung  stehn  [vergl.  357,  (7.)],  da 
eine  Summe  zweier  Quadrate  von  linearen  und  skaLir  Func- 
tionen, in  einem  imaginären  Sinne,  ein  Product  zweier  solchen 
Functionen  ist,  sind  die  beiden  folgenden  [vergl.  357,  (9.)]: 

XI.  .  .  Sg<pg  =  gg*  +  SXqijlq 

'  =^2  +  (SW  +  (S/ix(>)8; 

und 

XII.  . .  Sotf  g  —  gg1  +  SXgfig 

*  =/73c>8-(^c>)8-('W)f; 

in  welchen  [vergl.  357,  (2.)  und  (8.)], 

Xm...gl=g+TXu  =  -cv 
9*  =  9—  TXu  =  -  c3, 

ferner 

XIV.  . .     =  V Xu  {Tip  -  SXft)-*, 

^^(XTu  +  uTX){TXu  -  SX(a)-*, 

und 

XV.  .  .  A,  =  VXfx(TXu  +  SXu)~if 

/*3  =  (A  Tu  -  u  TX)  {TXu  +  SXu)~t; 

so  dass  glt  Xl,  ,üj  .  und  g3,  A,,  /i,  reell  sind,  wenn  g,  A,  u 
es  sind. 

(6.)  Wir  haben  daher  die  folgenden  beiden  neuen  ge- 
mischten Transformationen: 

xvi. . .  se9Q -  hy  +  [sx.iQ  -  UY 

+  [Sth(9  -    + <li 

und 

XVH.  .  .  So?  g  =  gs(g  -  $j*  -  [SX,(g  -  £,)]» 


•  A,  ±  V-l/un  und  l9  ±  \  —  Im,,  können  hier  zwei  Paare  von  imagi- 
nären cyklischen  Normalen  heissen,  und  zwar  derjenigen  reellen  Ober- 
fläche zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  ist,  Spqr^  «  const.,  wie  vorher. 
Vergleiche  die  Anmerkungen  zu  den  Seiten  698,  708. 
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nebst  den  beiden  neuen  Paaren  von  Gleichungen,  als  Be- 
dingungen der  Homogenität, 

XVIII. . . 9ltx  +  a^A,  +  f^S^fiy  =  0, 

xix. . .  w«+  {szm*  +  (5;,    +   =  o, 

und 

•  •  #3*3  ~  ^3*^3*3  ~"       ^Sj^S  =  ^> 

XXI. . .  ^«3«-  {S;3  Xj*  -  (S*      +  *3  =  0. 

361.  Wir  sahn,  in  den  Nebenartikeln  zu  336,  dass  das 
Differential,  dfg,  einer  skalar  Function  eines  Vectors  im  All- 
gemeinen in  der  Form  ausgedrückt  werden  kann, 

L  .  .  dfg  =  nSvdg, 

wo  v  eine  abgeleitete  vector  Function  desselben  variabeln 
Vectors  p  ist,  und  n  ein  skalar  Coefficient  ist  Und  ich  beab- 
sichtige jetzt  zu  zeigen,  dass  wenn 

II.  .  ./p  =  Sqvq, 

wo  (fQ  wieder  die  lineare  und  vector  Function  bezeichnet, 
welche  im  vorigen  Abschnitt  in  Betracht  gezogen  worden  ist, 
und  deren  selbstconjugirter  Theil  wieder  ff0g  ist,  wir  die 
Gleichung  L  erhalten,  mit  den  Werthen, 

III. . .  n  =  2,      v  =  ff  0  p ; 

so  dass  der  Theil  tp0g  so  aus  tfg  dadurch  abgeleitet  werden 
kann,  dass  man  an  ihm  mit  ±dS.g  operirt,  und  den  Coeffi- 
cienten  von  dg  unter  dem  Zeichen  S.  im  Resultat  sucht: 
während  gewisse  allgemeine  Beziehungen  von  Reciprocität 
[vergl.  336,  (6.)]  zwischen  den  beiden  Vectoren  p  und  v  be- 
stehn,  welche  auf  diese  Weise,  als  lineare  Functionen  von  ein- 
ander, im  Zusammenhang  stehn. 

(1.)  Wir  haben  hier,  nach  der  angenommenen  linearen 
Form  von  ff  g,  die  differential  Gleichung  (vergl.  334,  VL), 

IV.  .  .  dffg  =  ff  dg; 

auch 

S{dg.ffg)  =  S(ffg.dg), 

und 

S(g.tfdg)  =  S{tf'g.dg); 
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daher  haben  wir,  nach  349,  XTTT.,  wie  behauptet  wurde, 

V.  .  .  dSgyg  =  S(<pg  +  <f'g)dg 
=  2S.  (f  0gdg. 

(2.)  Als  Beispiel  für  die  Anwendung  dieser  Formel,  bei 
der  Herleitung  von  fp0g  aus  (pg,  wollen  wir  den  Ausdruck 
nehmen, 

VL  . .  (f  g  =  2ß  Sag,  347,  XXXL; 

er  ergiebt, 

VIL  .  .fg  =  Sgyg  =  2SagSßgt 

und  daher 

VIII.  ..dfg  =  2(ßSag  +  aSßg)dg. 

Vergleicht  man  das  mit  der  allgemeinen  Formel, 

IX.  .  .  \dfg  =  Svdg  =  S.(fQgdg, 

so  findet  man,  dass  die  Form  VL  von  rpQ  zu  ihrem  selbst- 
conjugirten  Theil  hat, 

X.  .  .  v  =  9P0p  =  \JS{ßSag  +  aSßg)\ 

und  in  der  That  sahn  wir  (347,  XXXII.),  dass  diese  Form, 
für  den  zu  ihr  Conjugirten,  den  Ausdruck  ergiebt, 

XL  .  .  (p  g  =  JZccSßg. 

(3.)  Nehmen  wir  jetzt,  der  Einfachheit  wegen,  an,  dass 
die  Function  <jr  selbstconjugirt  gegeben,  oder  gemacht  sei,  da- 
durch dass  wir  (wenn  nöthig)  die  halbe  Summe  derselben  und 
die  zu  ihr  selbst  conjugirte  Function  nehmen,  so  können  wir 
tf  anstatt  <p0  schreiben,  und  haben  somit,  einfach, 

XIL  .  .  v  =  rf  g, 
XTTT. .  .fg  =  Svg, 
XIV.  ..dfg  =  2  Svdg- 

und  daher  ist  auch  (vergl.  348,  L  IL), 

XV.  .  .  g  m  cf~lv  =  mrl\fßv, 

und 

XVI.  .  .  Svdg  =  Sgdr. 
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(4.)   Schreibt  man  daher, 

XVLT. . .  Fv  -  Sv<p-lv  =  m-lSvyv, 

so  haben  wir  die  Gleichungen, 

XVm. . .  Fv  =fg, 
XIX . .  dFv  =  2Sgdv  =  2  S.<p-Wv; 

so  dass  p  aus  Fv  abgeleitet  werden  kann,  wie  v  bxls/q  ab- 
geleitet wurde;  und  allgemein  besteht,  wie  vorher  festgestellt 
wurde,  eine  vollkommne  Reciprocität  der  Beziehungen  zwischen 
den  Vectoren  g  und  r,  und  auch  zwischen  ihren  skalar  Func- 
tionen, fg  und  Fv. 

(5.)  Was  die  Herleitung,  oder  Ableitung,  von  v  aus/p 
betrifft,  und  von  g  aus  Fv,  so  kann  gelegentlich  angemessen 
sein,  sie  so  zu  bezeichnen: 

XX. . .  v  =  \{S.dg)-ldfg't 
XXI.  ..p«-|(3.<fr)-*<tfV; 

in  der  That  können  diese  letzteren  als  nur  symbolische  Trans- 
formationen der  Ausdrücke, 

XXH.  ..dfg  =  2S(dg.v), 
dFv  =  2S(dv.g), 

angesehn  werden,  welche  unmittelbar  aus  XTV.  und  XIX. 
folgen. 

(6.)  Als  ein  Beispiel  für  den  Uebergang  von  einem  solchen 
Ausdruck,  wie  fg,  zu  einem  gleichen  Ausdruck  von  der  reci- 
proken  Form  Fv,  wollen  wir  die  cyklische  Form  357,  IL 
wieder  aufnehmen,  und  somit  schreiben, 

XXTTT.  .  .fg  =  Sg<pg  =  ggi  -f-  SXgpg, 

und  annehmen,  dass  g,  X  und  fi  reell  sind.  Hier  haben  wir, 
nach  dem,  was  schon  in  den  Nebenartikeln  zu  354  und  357 
gezeigt  worden  ist,  wenn  yg  als  selbstconjugirt  angenommen 
wird,  wie  in  (3.), 

XXIV.  .  .v  =  <pg  =  gg  +  VXgfi; 
XXV. .  .  m  =  {g—Skfi)(g2  -  AV)  -  -  «WaJ 
XXVI. .  .  xpv=  VXvpSXp  -  VXtiSXvp-g{XSp*  +  fiSXv) 

+  r/8v; 


726 


Elemente  der  Quaternionen. 


[Theil  III. 


und  daher 

XXVII.  .  .  m Fr  =  Svff/V 
=  SlvpvSkn  +  {S/Lvu)i  —  2<?S).vSuv  +  g*v2 
=  t?2  —  AV2)  v2  +  Jl*(tyi»)«  +  ,,*(,$;.  t-)2-  2-7  SAfS/iv; 

wenn  man  die  letzte  Form  mit  360,  VI.  vergleicht,  so  sieht 
man,  dass  sie  zu  denen  gehört,  welche  wir  bifocale  Formen 
genannt  haben:  ihre  focal  Linien  «,  u  [360,  (1.)]  haben  hier 
die  Richtungen  von  A,  ju,  das  heisst,  diejenigen  der  —  wie  wir 
sagen  können  —  cyklischen  Linien*  der  Form  XXIIL  Die 
cyklischen  und  bifocalen  Transformationen  sind  daher  zu  ein- 
ander reciprok. 

(7.)  Um  ein  andres  Beispiel  für  diese  reciproke  Beziehung 
zwischen  cyklischen  und  focal  Linien  zu  nehmen,  beim  Ueber- 
gange  von  fo  zu  Fv,  oder  umgekehrt  vom  letzteren  zum  ersteren, 
wollen  wir  jetzt  mit  der  focal  Form, 

XXVIII.  .  ,/g  =  Sgtpg 

=  (Va9)*+(Sß9)*, 

359,  XXX.,  beginnen,  in  welcher  «  und  ß  als  gegebne  und 
reelle  Vectoren  angenommen  werden.  Wir  haben  jetzt,  nach 
359,  (11.), 

(v  =  tfQ  =  —aVaQ  +  ßSßg, 
m  =  ^{Sceß)*, 
\pv=  VavßSuß  +  «(«*  — £*)  S«*, 

und  daher 

XXX...mFv=az(Saß)tFv  =  Svtpv 

=  SavßvSaß  +  {a*  -  ß*){Savy- 

=  -  vi{Saß)2+Sav[{a2-ß3)  Sav  +  2SaßSßv') 

=  -  v*  {Saß)2  +  SavS{a*  +  ßaß)  v, 

ein  Ausdruck,  welcher  von  cyklischer  Form  ist;  eine  cyklische 
Linie  von  Fv  ist  die  gegebene  focal  Linie  u  von  f9\  und  die 


•  Sie  sind  in  der  That  (vergleiche  die  Anmerkung  zu  Seite  698)  die 
cyklischen  Normalen,  oder  die  Normalen  zu  den  cyklischen  Ebnen,  der- 
jenigen Oberfläche  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  fq  =  const  ist; 
wahrend  sie,  wie  vorher,  die  focal  Linien  jener  anderen  oder  reciproken 
Fläche  sind,  deren  variabler  Vector  »  ist ,  und  deren  Gleichung  Fr  = 
const  ist 
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andere  cyklische  Linie  von  Fv  hat  die  Richtung  von  ±  («s 
+  ßuß),  und  folglich  (nach  359,  LXV.)  von  a,  wo  a  die 
zweite  reelle  und  focal  Linie  von  /g  ist 

(8.)  Und  um  die  Gleichung  XVJLLL.  zu  verificiren,  oder 
um  durch  ein  Beispiel  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Functionen 
fo  und  Fv  dem  Werthe  nach  gleich  sind,  obwohl  sie  (im  All- 
gemeinen) an  Form  verschieden  sind,  so  ist  hinreichend,  in 
XXX.  den  Werth  XXIX.  von  v  einzusetzen;  der,  nach  wenigen 
Reductionen,  die  behauptete  Gleichheit  aufweisen  wird. 

362.  Es  ist  oft  von  Nutzen,  eine  gewisse  skalar  und  sym- 
metrische Function  zweier  unabhängigen  Vectoren,  g  und  g, 
einzuführen,  welche  linear  in  Bezug  auf  jede  von  ihnen  ist, 
und  aus  der  linearen  und  selbstconjugirten  vector  Function 
(fQ,  eines  einzelnen  Vectors  g,  abgeleitet  wird,  wie  folgt: 

=  Sq<P9 
=  Sgyg'. 

Nach  dieser  Bezeichnung  haben  wir, 

IL .  .f{9  +  (>')  =/g  +  2/(g,  (0  +/(>'; 
HL  .       p'  +  p")  =/((>,  pO  +/(?,  p"); 

IV. .  ./(p,  g)  =/g; 
V...rf/>  =  2/(p,rfp); 
VI.  .  ./{xgt  yg)  =  xt//{g,  g'), 

wenn 

Vm  =  Vy  =  0; 

und  als  Verificirung  haben  wir, 

VH  .  ./(xg)  =  *'/(>, 

ein  Resultat,  welches  man  hätte  erhalten  können,  ohne  die 
neue  Function  I.  einzuführen. 

(1.)  Es  scheint  nicht  nöthig,  auf  dieser  Stufe,  Beweise 
rar  die  vorhergehenden  Folgerungen,  IL  bis  VI.,  aus  der  Defi- 
nition I.  niederzuschreiben;  aber  es  kann  der  Beachtung  werth 
gefunden  werden,  dass  wir  hier  ein  wenig,  in  der  Formel  V., 
von  einer  Bezeichnungsweise  (325)  abweichen,  welche  in  einigen 
früheren  Artikeln  des  gegenwärtigen  Kapitels,  wenn  auch  ein- 
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gestandenermassen  nur  als  eine  augenblickliche,  gebraucht,  und 
rein  der  Bequemlichkeit  wegen  für  die  Erläuterung  der  Grund- 
sätze der  quaternion  Differentiale  gebraucht  wurde. 

(2.)  In  jener  vorläufigen  Bezeichnungsweise  (vergL  325, 
IX)  würden  wir,  für  die  Differentiation  der  letzten  Function 
fg  (361,  IL),  die  Formeln  gehabt  haben, 

<*/£>=/((>,  M 
/(p,  p')  =  2Sp>p; 

der  numerische  Coefficient  wird  somit  von  einer  von  ihnen  auf 
die  andere  übertragen,  im  Vergleich  mit  den  vorigen  Gleichungen, 
L  und  V.  Dagegen  haben  wir  jetzt  einen  Vortheil,  wenn  wir  die 
letzteren  Gleichungen  V.  und  I.,  nämlich, 

dfg  =  2/(p,  dp), 
/(p,  pO  =  Sp'qpp, 

annehmen,  denn  die  Function  Sg'<pg,  oder  Soqx/,  tritt  häufig 
in  den  Anwendungen  der  Quaternionen  auf  Oberflächen  zweiter 
Ordnung  auf,  und  nicht  immer  mit  dem  Coefficienten  2. 

(3.)  Behält  man  daher  die  vorigen  Bezeichnungen  bei, 
und  behandelt  dg  als  constant,  oder  <Pg  als  null,  so  ergiebt 
eine  mehrfache  Differentiation  von  /p,  nach  IV.  und  V.,  die 
Formeln, 

Vm  ..d*fo  =  2/(rfp); 
<Pfg  =  0; 

u.  8.  w.;  so  dass  der  Satz  342,  L  hier  verificirt  wird,  unter 
der  Form, 

IX. ..  ed./p  =  (!  +  <* +!<**)/(> 

-/*  +  2/(p,  dg)  +fdg; 

oder  kurz, 

X.  .  .  ttfg  =/(p  +  dg), 

eine  Gleichung,  welche  nach  IL  in  aller  Strenge  gültig  [vergL 
339,  (4.)]  ist,  ohne  dass  irgend  welche  Annahme  zu  machen 
wäre,  in  Betreff  irgend  welcher  Kleinheit  des  Tensors,  Tdg. 

363.  Lineare  und  vector  Functionen  von  Vectoren,  wie 
es  diejenigen  sind,  welche  wir  in  dem  gegenwärtigen  Abschnitt 
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betrachtet  haben,  stellen  sich  allgemein  von  selbst  bei  der 
Differentiation  von  nicht-linearen,  aber  von  vector  Functionen 
von  Vectoren  ein,  wenn  sie  auch  nicht  allgemein  der  Be- 
dingung gentigen,  selbstconjugirt  zu  sein.  In  der  That,  wenn 
wir  für  den  Augenblick  eine  solche  nicht-lineare  Function  durch 
co  (p)  bezeichnen,  oder  einfach  durch  wp,  so  gestattet  uns  die 
allgemeine  distributive  Eigenschaft  (326)  der  differential  Aus- 
drücke, zu  schreiben, 

I.  .  .  dta  {q)  ssa  (p  (dp), 

oder  kurz, 

I'. . .  dag  =  ff>d(> ; 

hier  hat  <p  alle  die  Eigenschaften,  welche  bisher  angewandt 
wurden,  einschliesslich  derjenigen,  dass  sie  nicht  allgemein 
selbstconjugirt  ist,  wie  eben  bemerkt  worden  ist  Es  giebt 
indessen,  wie  wir  bald  sehn  werden,  einen  ausgedehnten  und 
wichtigen  Fall,  in  welchem  die  Eigenschaft,  selbstconjugirt 
zu  sein,  für  eine  solche  Function  qp  besteht;  nämlich  wenn  die 
differenzirte  Function,  u  q,  selbst  das  Ergebniss  v  der  Differen- 
tiation einer  skalar  Function  fg  des  variabeln  Vectors  g  ist, 
wenn  auch  nicht  nothwendig  eine  Function  von  der  zweiten 
Dimension,  so  wie  es  die  kürzlich  betrachtete  (361)  gewesen 
ist;  oder  vollständiger,  wenn  sie  der  Coefficient  von  dp,  unter 
dem  Zeichen  &,  ist  im  Differential  (361,  I.)  der  skalar  Func- 
tion /o,  mag  sie  mit  irgend  einer  skalar  Constanten  (wie  es 
zum  Beispiel  n  in  der  Formel  ist,  auf  welche  wir  zuletzt  Bezug 
nahmen)  multiplicirt  werden,  oder  nicht.  Und  allgemein 
(vergl.  346)  entspricht  die  Umkehrung  der  linearen  und  vector 
Function  (f  in  I.  der  Differentiation  der  uingekelirten  (oder 
impliciten)  Function  w1;  und  zwar  in  einer  solchen  Weise, 
dass  die  Gleichung  I.  oder  I'.  unter  der  weiteren  Form  ge- 
schrieben werden  kann, 

IL  .  .  dia-lo  =  (p-ldo  =  m-iyjdö, 

wenn 

<t  =  mg. 

(1.)  Als  ein  sehr  einfaches  Beispiel  einer  nicht-linearen 
aber  vector  Function  wollen  wir  die  Form  nehmen, 
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III. . .  a  =  e>(«)  =  gctg, 

in  der  a  ein  constanter  Vector  ist   Das  ergiebt  wenn 

dg  =  g, 
IV.  .  .  ffQ  =  (pd  g  —  den  g 

=  QUQ  -f-  QUQ 

=  2Vgug'\ 
V.  .  .  SXqrg  =  2Slgag  =  5(>'«jp'Ä; 

<p'o=2V<*o9'; 

so  dass  <jep'  und  <p' g  ungleich  sind,  und  die  lineare  Function 
(f  o  nicht  selbstconjugirt  ist 

(2.)  Um  ihren  selbstconjugirten  Theil  <jp0  g  zu  finden,  nach 
der  Methode  des  Art  361,  haben  wir  nur  den  skalar  Aus- 
druck zu  bilden, 

Vn. . .  ±fg  =  {Sofft/  =  g'*Sag; 

nimmt  man  das  Differential  desselben,  in  Bezug  auf  g,  so 
wird 

Vm. .  .  \dfg  =  S.(f0pdo 

=  2SagSg'dg', 

und  das  ergiebt  somit, 

IX. . .  tf0Q  —  2g  Sag; 

und  demnach  ist  es  gleich  der  halben  Summe  der  beiden  Aus- 
drücke, IV.  und  VL,  für  a  g'  und  seinen  Conjugirten. 

(3.)  Anderseits,  als  ein  Beispiel  für  die  Selbstconjugation 
der  linearen  und  vector  Function, 

X.  .  .  dv  —  dag  =  rpdg, 

wenn 

X'.  .  .  dfg  =  2Svdg  =  2S.a>gdg, 

selbst  wenn  die  skalar  Function  fg  von  einer  höheren  Dimension 
ist,  als  der  zweiten,  möge  diese  letztere  Function  die  Form 
haben, 

XL  .  .fg  =  Sqgqgq'g, 
wenn  q,  q't  q"  drei  constante  Quatemionen  sind.   Hier  ist 

XII.  .  .  v  =  <ag  =  \V(qgq'gq"  -f-  q'gq'gq  + 


Digitized  by  Google 


Kap.  IL] 


Lineare  Function  eines  Quaternions. 


731 


Xm.  ..dv  =  ffdg  =  q>o 

=  I  v{99  9  99"  +  9  99  9  9)  +  kV(9Q9Q9  +  9  9999) 

+  {  V\q"gq Qq  +  qQ 9  9  91 5 

und 

XIY.  .  .  S).(pg'  «=  \S.qgq"{).qQ'  +  Qql)  +  U.  8.  W. 
=  S9'<pX; 

so  dass 

¥  -  Vi 

wie  behauptet  wurde. 

(4.)  Wenn  8  als  ein  zweites  und  unabhängiges  Differen- 
tiationszeichen  benutzt  wird,  so  können  wir  im  Allgemeinen 
schreiben  (vergl.  345,  IV.), 

XV.  .  .  Sdfq  =  dS/q, 

wo  fq  irgend  eine  Function  eines  Quaternions  bezeichnen 
kann;  in  der  That  ist  jedes  Glied,  nach  den  Sätzen  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  (vergl.  344,  L,  und  345,  IX.),  ein  Ausdruck 
für  den  Grenzwerth*, 

XVI.  .  .  Um.  nn{f{q  +  n~ldq  +  n'-lSq)  -f(q  +  n^dq) 

n  =  CO 

(5.)  Um  denselben  Satz  anders  auszusprechen,  können 
wir  bemerken,  dass  eine  erste  Differentiation  von  fq,  in  Bezug 
auf  jedes  Zeichen  besonders  genommen,  Resultate  von  den 
Formen  ergiebt, 

X\TI.  .  .  dfq  =  f(q,  dq), 

und  dann  können  wir  behaupten,  dass  wir  gleiche  Resultate 
erhalten,  wenn  wir  das  erste  von  ihnen  nach  8  differenziren, 
und  das  zweite  nach  d,  und  jedesmal  nur  an  7  operiren,  und 
nicht  an  dq  noch  an  öq,  von  den  folgenden,  weiteren  Formen, 

XVIII.  .  .  ddfq  =f[q,  dq,  Öq)  =/(?,  dq,  dq)  =  dSfq. 


*  Wir  können  auch  sagen,  dass  jedes  der  beiden  Symbole  XV.  den 
Coefficienten  von  a-'y1,  in  der  Entwicklung  von/iy  +  xdq  +  y&q)  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x  und  y,  darstellt ,  wenn  eine  solche  Ent- 
wicklung möglich  ist 
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Zum  Beispiel,  wenn 

XIX. .  .fq  =  qcq, 

wo  c  ein  constanter  Quaternion  ist,  so  ist  der  gemeinsame 
Werth  der  beiden  letzten  Ausdrücke, 

XX.  .  .  bdfq  =  dSfq  =  Öq.c.dq  +  dq.c.Öq. 

(6.)  Schreibt  man  daher,  nach  X., 

XXI.  .  .  dfq  =  2Sojqdq, 
dfq  =  2Sa>gSq, 

und 

XXII.  .  .  d  (oq  =  tf  8 q , 

und  auch 

d  (o  q  =  <fdq, 

wie  vorher,  so  erhält  man  die  allgemeine  Gleichung, 
XXin. . .  S(d9.rp$Q)  m  S{d<>.tpdg), 

in  welcher  dq  und  dq  irgend  zwei  Vectoren  darstellen  können; 
die  lineare  und  vector  Function,  y  ,  welche  somit  von  einer 
skalar  Function  fq  durch  Differentiation  abgeleitet  wird,  ist 
daher  (wie  vorher  behauptet  und  durch  Beispiele  erläutert 
wurde)  stets  selbstconjugirt. 

(7.)  Die  Gleichung  XXIII.  kann  somit  kurz  geschrieben 
werden, 

XXTV.  .  .  SdqÖv  =  SSqdv\ 

und  wir  werden  finden,  dass  sie  mit  dem  folgenden  System 
der  drei,  bei  der  Berechnung  der  partiellen  dififerential  Coeffi- 
cienten  bekannten,  Gleichungen  gleichbedeutend  ist, 

XXV.  ..DxDy  =  D„D9f 
DvDt  =  DtD„ 
DtDx  =  DmDa. 

364.  Im  Anfang  dieses  Abschnitts  haben  wir,  in  347,  die 
Aufgabe,  eine  lineare  (oder  distributive)  quaternion  Function 
eines  Quaternions  umzukehren,  auf  die  entsprechende  Auf- 
gabe für  Vectoren  zurückgeführt;  und  haben  sie  in  dieser 
reducirten,  oder  vereinfachten,  Form  gelöst.  Doch  es  kann 
von  Interesse  sein,  und  wird  jetzt  leicht  sein,  die  lineare  und 
«juaternion  Gleichung, 
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I.  .  .fq  =  r, 

und  ferner 

IL  .  .f(q  +  q)  =fq  +fq, 

wieder  aufzunehmen,  und  einen  quaternion  Ausdruck  für  die 
Auflösung  dieser  Gleichung  anzugeben,  oder  für  die  umgekehrte 
(oder  inverse)  quaternion  Function, 

HL  ..q=f~l  r, 

mit  Hülfe  von  Bezeichnungsarten,  welche  schon  angewandt 
wurden,  und  von  Resultaten,  welche  schon  festgestellt  worden 
sind. 

(1.)  Die  Conjugirte  der  linearen  und  quaternion  Function 
fq  wird  durch  die  Gleichung  definirt  (vergl.  347,  IV.), 

IV.  .  .  Spfq  =  Sqf'p, 

in  welcher  p  und  q  beliebige  Quaternionen  sind,  und  wenn  wir 
sie  auf  die  Form  bringen  (vergl.  347,  XXXI), 

V.  .  .fq  =  tqs  +  tqs  +  . .  =  JStqs, 

in  welcher  *,  und  t,     .  .  .  beliebige,  aber  constante 

Quaternionen  sind,  und  welche  mehr  als  hinreichend  allgemein 
sind,  so  erhalten  wir  (vergl.  347,  XXXTT.)  die  conjugirte 
Form, 

VI.  ..fp  =  spt+  s'pt'  + ...  -  2$pt; 
und  danach  ist 

vn. .  .fi  =  sts, 

und 

VIII.  .  ./I  =  2st\ 

es  ist  daher  möglich,  für  jede  gegebne  besondere  Form  der 
linearen  Function  fqy  eine  skalar  Constante  e,  und  zwei  vector 
Constanten,  e,  t,  anzugeben,  von  der  Art,  dass 

IX.  .  ./I  =  e  +  e, 
/l  =  e  +  s'; 

und  dann  haben  wir  die  allgemeinen  Umformungen  (vergl. 
347,  L): 

X.  .  .  Sfq  =  S.qfl  =  eSq  +  Seq; 
XI.  .  .  Vfq  =  eSq  +  V.fVq  =  iSq  +  (pVq- 
Hamilton,  QtnUrnionen.  48 
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und 

XII.  .  .fq  =  (e  +  e)Sq+  Seq  -f  (f  Vq\ 

in  welchen  Se'q  =  S.e'Vq,  und  ff  Vq  oder  VfVq  eine  lineare 
und  vector  Function  von  Vq  ist,  von  der  in  diesem  Abschnitt 
schon  betrachteten  Art;  sie  sind  auch,  wenn  fq  die  Form  V. 
hat,  von  der  Beschaffenheit,  dass  wir  haben, 

XIII.  .  .  tfQ  =  SVtos. 

(2.)  Was  die  Anzahl  der  unabhängigen  und  skalar  Con- 
stanten betrifft,  welche,  wenigstens  implicite,  bei  der  Zusammen- 
setzung der  quaternion  Function  fq  vorkommen,  so  kann  mau 
auf  verschiednen  Wegen  zeigen,  dass  es  sechszehn  sind;  und 
dem  entsprechend  ist,  in  dem  Ausdruck  XIL,  der  Skalar  e  die 
eine  Constante;  die  beiden  Vectoren,  e  und  e\  zählen  jeder  als 
drei  Constanten;  und  die  lineare  und  vector  Function,  <jr  Vq, 
zählt  rar  neun  [vergL  347,  (1.)]. 

(3.)  Da  wir  schon  wissen  (347,  u.  s.  w.),  wie  eine  Function 
von  der  letzten  Art  <p  umzukehren  ist,  können  wir  im  Allge- 
meinen schreiben, 

XIV.  . .  r  «  Sr  +  Vr=  Sr  +  yp, 

wo 

XV.  .  .  (>  -  <p~l  Vr  =  m-1  tfj  Fr; 

die  skalar  Constante,  m,  und  die  lineare  und  vector  Hülfs- 
Function,  1//,  wird  von  der  Function  y  durch  Methoden  ab- 
geleitet, welche  schon  erläutert  worden  sind.  Es  wird  dann 
gefordert,  es  solle  oder  Sq  und  Vq,  in  Gliedern  von  r,  oder 
von  Sr  und  g,  ausgedrückt  werden,  so  dass  es  der  linearen 
Gleichung  genügt, 

XVI.  ..(<?  +  «) Sq  +  Seq  +  <f  Vq  =  Sr  +  (f9\ 

wenn  die  Constanten  e,  e,  und  die  Form  von  rp  gegeben 
sind. 

(4.)  Nehmen  wir  zu  diesem  Zweck  den  Ausdruck  an, 

XVII.  .  .  q  =  q  +  g, 

in  welchem  q  ein  neuer  gesuchter  Quaternion  ist,  so  haben 
wir  die  neue  Gleichung, 
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XVIII.  .  .fq'  =  Sr  +  <p9-fQ 

und  danach  ist 

XIX...  y'=  S(r-e'p)./-U, 

und 

XX  .  .  q  =  o  +  S{r-t  1; 

wo  g,  der  Annahme  nach,  ein  bekannter  Vector  ist,  und 
S(r  —  t'p)  ein  bekannter  Skalar;  so  dass  nur  der  unbekannte, 
aber  constante  Quaternion, /-l  1 ,  zu  bestimmen  bleibt,  oder 
nur  noch  erübrigt,  die  besondere  Gleichung, 

XXL  .  .fq0  =  1 

aufzulösen,  in  welcher 

XXTT.  ..q0=*c  +  y  1 

ist,  wo  c  eine  neue  und  gesuchte  skalar  Constante  ist,  und  y 
eine  neue  und  gesuchte  vector  Constante. 

(5.)  Nimmt  man  skalar  und  vector  Theile,  so  zerfallt  die 
quaternion  Gleichung  XXT.  in  die  beiden  folgenden  (vergl.  X. 
und  XL): 

XXIII.  .  .  1  =  Sf{c  +  y)  =  *c  +  8dY\ 

XXIV.  .  .  0  =  Vf(c  +  y)  =  tc  +  tpy\ 

sie  ergiebt  die  gesuchten  Werthe  von  c  und  y,  nämlich, 
XXV. . .  c  =  (c  -  St<p-i  «)-», 

und 

XXVI. . .  y  m  -  cy-i  .; 

und  danach  ist 

xxvn. .  .f-n  -  ,l~s^. ' 

und  demgemäss  haben  wir,  nach  XEL,  die  Gleichung, 
XXVIIL  .  ./(I  -  <p~U)  =  e  -  Ss'(p-lt  =  V~l0. 

(6.)  Die  Aufgabe,  eine  quaternion  Gleichung  aufzulösen 
ist  daher  von  Neuem  auf  diejenige  reducirt,  eine  vector  Glei- 
chung aufzulösen,  und  sie  wird  durch  sie  gelöst ;  aber  wir  können 
jetzt  einige  Schritte  weiter  vorgehn,  um  umgekehrte  Operationen, 

48* 
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zu  eliminiren,  und  um  sie  durch  directe  Operationen  zu  ersetzen. 
Wenn  wir  so  beachten,  dass 

qp-1  =  m_1  n>, 

wie  vorher,  und  zur  Abkürzung  schreiben, 

XXIX.  .  .  n  =  me  —  St'ift  £  =  f{m  —  tp e), 

so  dass  »  eine  neue  und  bekannte  skalar  Constante  ist,  so 
haben  wir,  nach  XV.,  XX.,  XXVIL,  XXIX., 

XXX.  .  .  mg  =  \p  Vr; 
XXXI.  .  .  n/-1  l  =  m-  y«; 

und 

XXXII.  .  .  m  nq  =  nxp  Vr  +  (m  Sr  -  Se'xp  Vr) .  (m  —  xpe), 

einen  Ausdruck,  aus  dem  alle  inversen  Operationen  ver- 
schwunden sind,  der  sich  aber  noch,  durch  eine  Division  mit 
m,  vereinfachen  lässt,  wie  folgt. 

(7.)  Setzt  man,  nach  XXIX.,  in  dem  Glied  nxp  Vr  in 
XXXJX  den  Werth  me  —  Se'xpe  für  n  ein,  und  vertauscht,  nach 
XXX.,  xp  Vr  mit  m  g,  in  den  Gliedern,  welche  nicht  ersichtlich 
durch  m  theilbar  sind,  so  ergiebt  eine  solche  Division, 

XXXTTI.  .  .  nq  =  (m  -  xpe)  Sr  +eyVr  -  SsipVr  +  a, 

wo 

XXXIV.  .  .  0  =  -  gSe'xpe  +  xptSeg 
=  V.eVgy>t. 

Aber,  nach  348,  VII.,  und  wenn  man  die  Accente  vertauscht, 
haben  wir  die  Transformation, 

XXXV.  .  .  Vgxpe  =  —  (p'Viq  g 

=  -  tf'  Vi  Vr, 

denn 

<PQ  -  Vr, 

nach  XIV.  oder  XV.;  all  und  jedes  Inverse  verschwindet 
daher  wiederum,  bei  dieser  neuen  Elimination  des  Hülfsvec- 
tors  g,  und  wir  haben  den  Endausdruck, 

XXXVI.  . .  nq  =  nf-1  r 

=  (me—  Se'xpe).f-lr 
=  (m  —  xpt)  Sr  +  etp  Vr  -  8*'ip  Vr 
-Vey'VeVr, 
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in  welchem  sich  jedes  Operationszeichen  über  alles  hinerstreckt, 
was  ihm  Folgt,  wenn  nicht  ein  Punkt  das  Gregentheil  anzeigt; 
und  es  scheint  unmöglich,  sie  weiter  zu  reduciren,  wie  die 
Formel  für  die  Auflösung  der  linearen  Gleichung  L,  wenn  die 
quaternion  Function,  fq,  die  Form  XTT.  hat, 

(8.)  Da  die  Analysis  des  Problems  von  dieser  Beschaffen- 
heit ist,  so  kann  die  Synthesis,  durch  welche  ein  Beweis 
ä  posteriori  von  der  Richtigkeit  der  resultirenden  Formel  ge- 
geben wird,  dadurch  vereinfacht  werden,  dass  man  den  skalar 
Werth  XXTX.  für  f(m  —  \pt)  gebraucht;  und  es  ist  hin- 
reichend, zu  zeigen  (indem  man  Vr  durch  w  bezeichnet),  dass 
für  jeden  Vector  w  die  folgende  Gleichung  statt  hat,  wenn  / 
wieder  die  Form  XII.  hat: 

XXXVn. .  ./{eiff*  -  Se'ipw) -fVeip'Vta 
=  me  —  Stifte) .  ca. 

(9.)  Demnach  ergiebt  diese  Form  von  /,  mit  Hülfe  des 
in  XXXV.  angewandten  Princips, 

efxff»  =  e  {Se'xp  oy  +m  ta), 
—fSe'ipa)  =  -  (c  +  e)S€><u, 
-fVe'fp'Vea  ==  -  tpVitp'VKü 
=  V(Vtw.rp't) 
=  —  wSe>«, 

denn  es  ist  Say'e  =  Seyco,  u.  8.  w.;  und  somit  wird  die 
Gleichung  XXXVL  dadurch  bewiesen,  dass  man  wirklich  mit 
/operirt 

(10.)  Wenn  wir,  zum  Beispiel,  die  besondere  Form  nehmen, 

XXXTX.  .  .  r  =fq  =  pq  +  qp 

in  welcher 

XL. . .  p  =  a  +  u 

=  einem  gegebnen  Quaternion  ist, 

so  haben  wir  dann, 

e  =  2a, 
t  =  e'  =  2a, 


XXXVIII. .  . 
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und  daher  ist  nach  der  Theorie  der  linearen  und  vector 
Functionen, 

XLII. . .  q/g  =  2«(>, 
=  4a2g, 
m  =  8as, 

und  daher, 

XLffl. . .  v>«  =  8a2  a, 

m  —  rpe  =  8as  (a  —  a), 

n=  lGa^a2-«2); 

so  dass  die  Formel  XXXVL  wird,  wenn  man  mit  8  a  dividirt, 

XLIV.  .  .  2a (as  -  a*)a  =  a{a-a)Sr  +  a*Vr 
-aS.ctVr  -  aV.aVr, 

oder 

XLV.  .  .  2a  (a  +  a)  q  =*  a  Sr  +  (a  +  a)  Vr  -  Sur, 

oder 

XL  VI. .  .  2pqSp  =  S.rKp+pVr 

=  rSp  +  V(Vp.Vr), 

oder 

XL  VII.  .  .  ApqSp  =  2rSp  +  {pr  -  rp) 

=  pr  +  rKp; 

oder  endlich, 

r  +  Kp.rp—1 
ASp  ' 

Demnach  ist 

XLIX. .  .  (pr  +  rKp)  +  {rp  +  Kp.r)  =  2r(p  +  Kp) 

=  4rSp. 

(11.)  Bei  einem  so  einfachen  Beispiel,  wie  es  das  letzte 
ist,  können  wir  mit  Vortheil  specielle  Methoden  benutzen; 
zum  Beispiel  (vergL  346),  wir  können  diejenige  gebrauchen, 
welche  in  332,  (6.)  angewandt  wurde,  um  die  Quadratwurzel 
eines  Quaternions  zu  differenziren,  und  welche  dort  rascher 
zu  einer  Formel  (332,  XIX.)  führte,  die  mit  der  vorigen 
Formel  XL VIII.  übereinstimmt 

(12.)  Wir  hätten  auch,  in  demselben  Falle  XXXIX., 
beachten  können,  dass 
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L.  .  .  pr  —  rp  =  plq  —  qp1 

=  2V[V(p*).  Vq] 

-48p.  V(Vp.Vq) 

=  2Sp.(pq-qp); 

und  danach  kann  pq  —  qp,  und  daher  pq  und  qp  sofort  ,  mit 
demselben  resultirenden  Werth  für  q,  oder  für  f~x  r,  abgeleitet 
werden,  wie  vorher:  und  es  ist  allgemein  möglich,  die  n-tc  Wurzel 
eines  Quaternions,  in  einem  ähnlichen  Sinne,  zu  differenziren. 

365.  Wir  wollen  diesen  Abschnitt  über  lineare  Func- 
tionen, von  der  vorher  betrachteten  Art,  damit  schliessen, 
zu  beweisen,  dass  eine  symbolische  und  biquadratische 
Gleichung  von  der  Form, 

I.  .  .  0  =  n  -  n'f+  n'p  -  n"'ß  +/*, 

allgemein  besteht,  welche  durch  das  Zeichen  (/)  für  ebe 
lineare  und  quaternion  Operation  an  einem  Quater- 
nion  so  befriedigt  wird,  wie  die  symbolische  und  eubische 
Gleichung, 

I'.  .  .  0  =  m  —  m'rp  +  m"rp2  —  qp3, 

350,  L,  durch  das  Zeichen  (ff)  für  eine  lineare  und  vector 
Operation  an  einem  Vector  befriedigt  wurde;  die  vier  Coeffi- 
cienten,  n,  ri,  n",  n",  sind  vier  skalar  Constanten,  welche  von 
der  Function  /  in  dieser  erweiterten  oder  quaternion  Theorie 
abgeleitet  werden,  wie  die  drei  skalar  Coefficienten  m,  m',  m", 
welche  Constanten  waren,  in  der  vorigen  oder  vector  Theorie 
von  rp  abgeleitet  wurden.  Und  zu  gleicher  Zeit  werden  wir 
sehn,  dass  ein  System  dreier  Hülfsfunctionen,  Fy  G,  H,  von 
der  linearen  und  quaternion  Art,  besteht,  welches  den  beiden 
vector  Functionen,  y  und  entspricht,  die  so  nützlich  in  der 
vorhergehenden  Theorie  der  Vectoren  gewesen  sind,  und  wie 
sie  mit  einander  in  Verbindung  stehn,  und  mit  der  gegebnen 
quaternion  Function  /,  durch  mehrere  einfache  und  nützliche 
Beziehungen. 

(1.)  Da  die  Auflösungsformel,  364,  XXXVI.,  für  die  lineare 
und  quaternion  Gleichung  fq  =  r,  in  folgender  Weise  kurz 
bezeichnet  werden  kann, 

II.  .  .  nq  =  r»/-1  r  =  Fr, 


740  Elemente  der  Quateruioueu.  [Theil  m. 

so  dass  (vergl.  348,  III'.)  wir,  kurz  und  symbolisch,  schreiben 
können, 

Ul...fF=Ff=n, 

so  kann  man  sich  zunächst  vornehmen,  die  Veränderungen  zu 
prüfen,  welche  der  Skalar  n  und  die  Function  Fr  erleiden, 
wenn  fr  mit  fr  -f-  er  vertauscht  wird,  oder  f  mit  f  +  c,  wo  c 
irgend  eine  skalar  Constante  ist;  das  heisst,  nach  364,  XII, 
wenn  e  mit  e  +  c  vertauscht  wird,  und  (p  mit  <j>  +  c;  qft  rft, 
und  m  werden  zu  gleicher  Zeit,  den  Gesetzen  der  früheren 
Theorie  gemäss,  vertauscht. 

(2.)    Schreibt  man  daher, 

IV... /«=/+<•, 
ee  =  e  -f  c, 

<pc  =  ff  +  C, 
<P'c  =  ff'  + 

und 

V.  .  .  \\>t  =  t//  +  c%  -f-  c*, 

mc  =  m  +  m'c  -f-  m"c*  +  c8, 

so  können  wir  die  neue  Form  der  Gleichung  364,  XXXVL 
darstellen,  wie  folgt: 

VI.  .  .  nefe-lr  =  Fcr, 

oder 

Vn.../cFe  =nc; 

wo 

VIII.  .  .  Fer  =  (me  -  yei)  Sr  +  ee\f>c  Vr 

-Si'yeVr-Ve'<p'eVtVr, 

und 

IX.  .  .  nc  =  ecmc  —  Sexfjet. 

(3.)  Auf  diese  Weise  sieht  man,  dass  man  schreiben  kann, 
X. . .  Fe  =  F+  cG  +  c%H+  c8, 

und 

XL  .  .  ne  m  n  +  n'c  +  n"c*  +  ri"  <?  +  c«; 
wo  jP,  <?,  i/  drei  functionale  Symbole  sind,  von  der  Art,  dass 

(Fr  =  {m  -  ye)  Sr  +  expVr  -  Sey>  Vr  —  Vt'rp'  Vi  Vr] 
Gr  =  (m'-  Xt)  Sr  +  {eX  +  y)Vr-  St'x  Vr  -  Vi  Vi  Vr\ 
Hr  =  im"-  •)  Sr  +  (e  +  X)  Vr  -  Sir; 
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und  «j      n",  n"  sind  vier  skalar  Constanten;  es  ist  nämlich, 


XIII.  . .  - 


a  =  em  —  Si'ipt     (wie  in  364,  XXIX.), 
n  =  m  +  em'  —  Si'/e, 
iL  =  m  +  e m  —  e, 
n    =  m  +  e. 


(4.)  Entwickelt  man  daher  die  symbolische  Gleichung  \TL, 
mit  Hülfe  von  X.  und  XL,  und  vergleicht  Potenzen  von  c, 
so  erhalten  wir  die  neuen  symbolischen  Gleichungen  (vergl. 
350,  XVI.,  XXL,  XXELL): 

[  H=n"-f, 
XIV.  . .     G  =  n-fH  m  n-  n'f  +  f, 

l  F=  n'-fG  -  n-  n"f+  n'f*  -f>, 

und  endlich  ist 

XV.  .  .  u  =  Ff  =  n'/-  n"/>  -f  n'"/»  -/»; 

und  das  ist  nur  eine  andere  "Weise,  die  symbolische  und 
biquadratische  Gleichung  L  hinzuschreiben. 

(5.)  Zwischen  diesen  verschiedenen  Operationszeichen  be- 
stehn  noch  andere  mnctionale  Beziehungen,  bei  deren  Ent- 
wicklung wir  lüer  nicht,  verweilen  können:  aber  wir  können 
bemerken,  dass  sie,  wie  in  der  Theorie  der  linearen  und  vector 
Functionen,  gewöhnlich  ein  Gemisch  von  Functionen  und  deren 
Conjugirten  (vergl.  347,  XL,  u.  s.  w.)  einführen. 

(6.)  Mir  scheint  indessen  hier  der  rechte  Platz  zu  sein, 
zu  bemerken,  dass,  wenn  wir  für  irgend  vier  Quaternionen, 
p,  q,  r,  «,  die  Gleichungen  hinschreiben,  als  Bezeichnungsweisen, 
welche  für  den  Augenblick  benutzt  werden, 

XVI. . .  [>?]  =  pg-qp; 
XVIL  .  .  {pqr)  =  S.p[qr]; 
XVLU.  .  .  [pqr]  =  {pqr)  +  [rq]  Sp  +  [pr]  Sq  +  [qp]  8r; 

und 

XIX.  .  .  {pqrs)  =  S.p  [qrs], 

so  dass  [pq~\  ein  Vector  ist,  (pqr)  und  (pqrs)  Skalare  sind, 
und  [pqr]  ein  Quaternion  ist,  —  dass  wir,  in  erster  Linie, 
die  Beziehungen  haben: 
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XX.  .  .  [pq]  =  -  [qp],        [pp]  =  0; 
XXL  .  .  {pqr)  =  —  {qpr)  —  {qrp)  —  U.  8.  W., 
{ppr)  =  0; 

XXII.  .  .  [pqr]  =  -  [qpr]  =  [qrp]  =  U.  8.  W., 
[p/»r]  =  0; 

und 

XXm.  .  .  {pqrs)  —  {qprs)  =  {qrps)  =  —  {qrsp)  =  u.  s.  w., 
(/>/»**)  =  o. 

(7.)    In  zweiter  Linie  wird  die  quaternion  Gleichung, 
XXIV.  .  .  0  =piqrit)  +  q(rstp)  -f  r(*f>y) 

+  Ä(^7r)  + 

in  der  /  irgend  ein  fünfter  Quaternion  ist,  und  welche  auch  so 
geschrieben  werden  kann, 

XXV.  .  .  q(prst)  =  p[qrst)  +  r(pqst) 

+  s{prqt)  +  t{prsq), 

und  welche  der  vector  Gleichung, 

XXVL  .  .  0  =  aSßyd  -ßSyöa  +  y  SSaß  -  ÖSaßy, 

analog  ist,  oder  der  beständig*  anzutreffenden  Transformation 
(vergl.  294,  XIV.), 

XXVH.  . .  dSaßy  =  aSößy  +  ßSady  +  ySaßd, 

—  allgemein  befriedigt,  denn  sie  wird  für  die  vier  verschie- 
denen Annahmen  befriedigt, 

XXVIII.  .  .  q  =  p,       q=r,       q  =  s,       q  =  t 

(8.)  An  dritter  Stelle  haben  wir  die  weitere  allgemeine 
quaternion  Gleichung, 

XXIX.  .  .  q{prst)  =  [rst]  Spq  —  [stp]  Srq 

+  [tpr]Ssq-[prs]Stq\ 

sie  ist  der  anderen**  nützlichen  vector  Formel  (vergl.  294,  XV.] 
ähnlich, 

•  Die  Gleichungen  XXVII.  und  XXX. ,  welche  in  ein  wenig  ver- 
schiednen  Formen  in  den  Nebenartikeln  zu  294  bewiesen  worden  sind, 
sind  in  der  That  in  freier  Weise  als  Transformationen  im  Verlaufe  de» 
gegenwärtigen  Kapitels  angewandt  worden,  und  es  wird  von  ihnen  an- 
genommen, dass  sie  dem  Leser  vertraut  sind.  Vergleiche  die  Anmerkung 
zu  Seite  641. 

Vergleiche  die  unmittelbar  vorhergehende  Anmerkung. 
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XXX.  .  .  SSaßy  =  VßySaö  +  VyaSßS  +  VaßSyÖ; 

denn  die  Gleichung  XXLX.  ergiebt  richtige  Resultate,  wenn 
man  an  ihr  mit  den  vier  verschiedenen  Symbolen  (vergl.  312), 

XXXI.  .  .  S.p,       S.r,       S.s,  S.t, 

operirt. 

(9.)  Nimmt  man  daher  irgend  vier  Quaternionen,  p,  r, 
s,  t,  an,  welche  mcht  durch  die  Beziehung, 


verbunden  sind,  und  leitet  man  von  ihnen  vier  weitere  Qua- 
ternionen, p,  r',  s',  t',  ab,  durch  die  Gleichungen, 


f(pr»t)=-f[prs], 

in  denen  wieder  vorausgesetzt  ist,  dass  /  ein  Symbol  für  eine 
lineare  und  quaternion  Operation  an  einem  Quaternion  sei,  so 
erlaubt  uns  die  Formel  XXIX.  allgemein,  als  Ausdruck  für 
die  Function  fq,  welche  hier  durch  q  bezeichnet  werden  kann 
(denn  r  wird  jetzt  anderweitig  gebraucht),  zu  schreiben : 

XXXIV.  .  .  q  =fq 

=  p  Spq  +  r'Srq  +  s  Ssq  +  f  Stq; 

und  seine  sechszehn  skalar  Constanten  [vergl.  364,  (2.)]  sind 
jetzt  diejenigen,  welche  in  seinen  vier  quaternion  Constanten, 
p',  r,  $,  £  enthalten  sind. 

(10.)  Operirt  man  an  dieser  letzten  Gleichung  mit  den 
vier  Symbolen, 

XXXV...  S.[r'jf],    S.[s'tp],    S.[tp'r'],  S.[>'rV], 
so  erhält  man  die  folgenden  vier  Resultate: 


und  wenn  die  so  für  die  vier  Skalare, 

XXXVII.  .  .  Spq,        Srq,        Ssq,  Stq, 


XXXII.  .  .  (prst)  =  0, 


xxxin 


p'(prsf)  =f[rst], 

r{prst)=-f[stp-], 

°(prst)=f[tpr], 


(qr's't)  =  (p'r'st)Spq; 
(q's'tp)  =  (r's'tp')  Srq; 
{qtp'r)  =  {st'p'r')Ssq; 
(q'p'r's)  =  {fp'ri)Stq; 
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gefundenen  Werthe  in  die  Formel  XXIX.  eingesetzt  werden, 
so  erhalten  wir  die  folgende  neue  Formel  für  quaternion  In- 
version: 

XXXVin.  .  .  (pr's't)  (prst)q  =  [p  r  s  (){pr*t)f-*q' 

=  [rst]  {q'r'sf)  +  [ßtp\  (r/s't'p)  +  [tpr]  (q'tp'r) 
+  [prs](gP'r,')- 

sie  zeigt,  auf  einem  neuen  Wege,  wie  eine  lineare  Gleichung 
in  Quaternionen  aufzulösen  ist,  wenn  sie  auf  die  —  wie  wir 
sagen  können  [vergl.  347,  (1.)]  —  viergliedrige  Grundform 
XXXIV.  gebracht  wird. 

(11.)  Wenn  wir  demnach  an  der  Formel  XXXVIII. 
mit  /  operiren,  und  auf  die  Gleichungen  XXXTTT.  achten, 
und  durch  {prst)  dividiren,  so  bekommen  wir  die  neue  Gleichung, 

XXXIX.  .  .  (p'r's't)fq  =  ptfrslf)  -  r '  {q 's t p) 

+  s(q'tp'r')-t{q'pr','); 

und  danach  ist 
nach  XXV. 

(12.)  Es  ist  bemerkt  worden  (9.),  dass  />,  /•,  s,  t,  in  den 
letzten  Formeln,  irgend  vier  Quaternionen  sein  können,  welche 
nicht  der  Gleichung  XXXTT.  genügen;  wir  können  daher  an- 
nehmen, 

XL.  .  . p  =  l,       r  =  i,       s  =  j,       t  =  k, 

und  die  Gesetze  aus  182,  u.  s.  w.,  für  die  Symbole  /,  A, 
denn  diese  Gesetze  ergeben  hier, 

XLI.  ..(lijk)=  -2; 

und  dann  wird  man  finden,  dass  die  Gleichungen  XXXTIT. 
einfach  ergeben, 

XLH  . .  p  =/l,  r  -  —  fi, 

*'  -  -Sh     *  =  -/*; 

so  dass  die  viergliedrige  Grundform  XXXIV.,  bei  dieser  Wahl 
von  prsty  wird 

XLin.  .  .fq  =/l  .  Sq  -fi.  Siq  -fj.  Sjq  —  fk  .  Skq, 

und  sie  lässt  sich  unmittelbar  verificiren,  denn  irgend  ein 
Quaternion,  q,  kann  durch  dio  viergliedrige  Form, 
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XLIV.  ..q=Sq-  iSiq  -jSjq  -  kSkq, 

ausgedrückt  werden  (vergl.  221). 

(13.)    Umgekehrt,  wenn  wir  mit  dem  Ausdruck, 

XLV.  .  .  q  =  w  +  ix  +jy  +  Az,  221,  III., 

beginnen,  der  ergiebt, 

XL  VI.  .  .fq  =  wfl  +  xfi  +  yfj  +  zfk, 

oder  kurz, 

XL VII.  .  .  e  —  ato  +  bx  +  cy  +  dz, 

wobei  die  Buchstaben  abcde  hier  gebraucht  werden,  um  fünf 
bekannte  Quaternionen  zu  bezeichnen,  während  wxyz  vier  ge- 
suchte Skalare  sind,  so  wird  das  Problem  der  quaternion  In- 
version, die  gesonderte  Bestimmung  (vergl.  312)  jener  vier 
Skalare,  in  der  Weise,  dass  sie  die  eine  Gleichung  XLVII. 
befriedigen;  und  es  wird  durch  das  System  der  folgenden  vier 
Formeln  gelöst  (vergL  XXV.): 

W  (abcd)  =  (ebcd), 
x(abcd)  =  (aecd), 
y  (abcd)  =  (abed), 
z(abcd)  =  (abce); 

die  Bezeichnungen  (6.)  sind  beibehalten. 

(14.)  Endlich  kann  man  zeigen,  dass  die  biquadratische 
Gleichung  I.,  für  lineare  Functionen  von  Quaternionen,  die 
cubische  Gleichung  I'.,  oder  350,  L,  für  Vectoren  einschliesst* 


XLV1II. . 


*  In  gleicher  Weise  kann  man  sagen,  dass  die  cubische  Gleichung 
eine  quadratische  einschliesst,  wenn  wir  uns  selbst  auf  die  Betrachtung 
von  Vectoren  in  einer  Ebne  beschränken;  für  diesen  FaU  ist  m  m  0,  und 
auch  vq  —0,  wenn  p  eine  Linie  in  der  gegebnen  Ebne  ist:  denn  wir 
haben  dann 

(f  X  ~  m  —  ty  —  m\ 

oder 

<f*  -  m>  +  m'  =  0, 

wobei  man  darunter  einen  Operanden  zu  verstehen  hat.  In  der  That 
ergiebt  die  cubische  Gleichung  hier  (da  m  =  0  i , 

iq>*-mnV  +  m')<f9  =0; 

und  daher 

(<jp*  —  m  "(f  +  m  )  ff  =  0; 

wenn  a  schon  das  Resultat  einer  Operation  mit  q>  ist,  an  irgend  einem 
Vector  q  :  das  heisst,  wenn  es  eine  Linie  in  der  gegebnen  Ebne  ist,  wie 
vorher  angenommen  wurde. 
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Nehmen  wir,  zu  diesem  Zweck,  an,  dass  sich  die  lineare  und 
quaternion  Function,  fq,  von  selbst  auf  das  letzte  Glied  des 
allgemeinen  Ausdrucks  364,  XII.  reducirt,  oder  dass  sie  wird, 

XL IX.  .  .fq  =  <p  Vq, 

so  dass 

L.  .  .  e  =  0,       c  =  c'  =  0, 

so  nehmen  die  Coefficienten  n,  n',  n",  n"  dann,  nach  XHL, 
die  Werthe  an, 

LI.  .  .  n  =  0,       n=m,       n"  =  ro',       n'"  =  m"; 
und  die  biquadratische  Gleichung  L  wird, 

IJX . .  0 m  +  ro'/-  m"/2  +  /*)/• 
Aber  ist  jetzt  ein  Vector,  nach  XLIX,  und  es  kann  irgend 
ein  Vector,  q,  sein;  auch  ist  die  Operation /  jetzt  mit  der- 
jenigen gleichbedeutend,  welche  durch  <jp  bezeichnet  wird,  wenn 
der  Gegenstand  der  Operation  ein  Vector  ist;  wir  können  da- 
her, in  dem  hier  betrachteten  Falle,  die  letzte  Gleichung  LH 
unter  der  Form  hinschreiben, 

LIII.  .  .  0  =  (-  m  +  m'cf,  -  rn  '<f  +  <ps)  p; 

sie  stimmt  mit  351,  L  überein,  und  reproducirt  die  symbolische 
eubische  Gleichung,  wenn  das  Symbol  des  Operanden  (q) 
unterdrückt  wird. 
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